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L3 - Parcours MG
Géométrie affine et euclidienne

TD3 : QUELQUES THEOREMES DE GEOMETRIE

On considere & un espace affine de dimension finie.

Exercice 1.
1. Soit D c & une droite affine.

— -
(a) Pour tous a,b € Detw € D\ {0}, on note ’1317 € K ’unique scalaire tel que ab = /lfb._bt). Montrer que

I
pour tous a, b, c,d € D tels que a # b ou ¢ # d, la quantité £; a .- /l%;” € K U {co} ne dépend pas de .

cd

(b) Montrer que si g = aa + (1 — a)b avec a, b € D distincts et a € K, alors g € D et i—z =Ll

(o2

2. (a) Soit H C E un hyperplan de E et ~ la relation d’équivalence sur & définie par x ~ y & xy € H.
Montrer que & := &L ,; est un espace affine d’espace directeur E/p et que la projection canonique
p : & — &/ est une application affine de linéarisé la projection canonique p : E — Elpy.

(b) i. Soit H,, H,, H3 c & trois hyperplans paralleles d’espace directeur commun H tels que H, et H,
soient distincts. Soit D,, D, C & deux droites telles que D,, D, ¢ H.

a. Montrer que, pour tout i € {1,2,3} ona H; N D, = {a;} et H; N D, = {b;} avec a;, b; € E.
B. Avec les notations de la question 2.(a), montrer que ?(craz)) = ?(lsz)) et?(c@) = ?(lTb;).

aiaz _ bibs
aja, ~ bbby

ii. Théoréme de Thales

v. Montrer que ==

Soit D,, Dy, € & deux droites non paralleles qui s’intersectent en un point o. Montrer que, pour

tous points a;, a; € D, \ {0} et by, by € Dy \ {0}, on a (a1b1)//(axb,) si et seulement si 22 = %.

3. (a) Montrer quesi g = aa+Bb+ (1 —a—p)caveca,b,c € Dnon alignés et a, 8 € K, alors les droites (ab)
et (cg) se rencontrent ssi @ + 8 # 0 et le point d’intersection est alors —ﬂa +-5 ﬁ b c’est-a-dire I’unique
point d € (ab) vérifiant & 5= —g.
(b) Théoreme de Ceva

Soita,b,c € Eeta’ € (be), b’ € (ca) et ¢’ € (ab).

i. On suppose que les droites (aa’), (bb’) et (cc”) sont paralleles. A I’aide du théoréeme de Thales,

ab bc ca _ _
montrer que 2. 75,50 = —1

ii. On suppose que les droites (aa’), (bb’) et (cc’) sont concourantes en un point m = aa + b + yc.

. Montrer que 42 = —%

abb_cu__l
acbac'h

iii. On suppose que Zf 22 EZ = —1 et que les droites (aa’), (bb") et (cc’) ne sont pas paralleles. Quitte

a permuter les points, on suppose que (aa’) et (bb’) sont sécantes en m = aa + b + yc.
a b

B. Montrer que

- _Y be _ _a
B et que Ya = "y

B. En déduire que E =- % puis que (cc’) passe par m.

@. Montrer que &2

4. Théoreme de Ménélaiis
Soit a, b, c € & non alignés et @’ € (bc), b’ € (ca) et ¢’ € (ab).
(a) Ecrire les coordonnées barycentriques de a’, b’, ¢’ dans la base affine a, b, c.

(b) Montrer que les points a’, b’ et ¢’ sont alignés si et seulement si —b f;—‘% =1



Exercice 2. Théoréeme de Desargues
1. Soitay, by, c; € Eetay, by, cr € E deux triangles tels que (a1b1)//(axbs), (bicy)//(bac) et (crar)//(craz).
(a) Montrer que les droites (a;ay) et (b;b,) sont ou paralleles, ou sécantes.
(b) 1. On suppose que (ajaz) N (b1by) = {0} avec o € &, et on considere I’homothétie f de centre o qui
envoie a; sur a;.
a. Montrer que f(b;) = b,.
B. Montrer que f(cy) = 3.
y. En déduire que les droites (a;a»), (b1by) et (cicz) sont concourantes.

ii. On suppose que (aa)//(b1b,), montrer que (aia,)//(ci¢c2)//(b1b2).

2. Soit a;,by,c; € & et ar, by, cp € E deux triangles tels que (bycy) N (bacr) = {a}, (c1a1) N (c2a2) = {B} et
(a1b1) N (azby) = {y}. A I'aide du théoreme de Ceva, montrer que les points a, 8 et y sont alignés si et
seulement si les droites (a;ay), (b1by) et (cic;) sont paralleles ou concourantes.

Exercice 3. Théoreme de Pappus
1. Soit Dy, D, c & deux droites d’un plan affine E. On se donne a;,b;,c; € D\ D, et az, by, cr € Dy \ Dy
tels que (a1b2)//(axby) et (bic2)/[(Dacy).
(a) On suppose D //D,. Montrer que (ajcz)//(axcy).
(b) On suppose D #D.
i. Montrer que D N D, = {o} avec 0 € &E.

ii. Montrer que (a;c;)//(axcy).

2. Soit Dy, D, c & deux droites non paralleles qui s’intersectent en un point o € &. Soit aj, by, c; € D; et
az, by, ¢z € Dy tels que (bi1ca) N (b, c1) = {a}, (c1a2) N (c2,a1) = {B} et (a1b2) N (a2, b1) = {y}.
A I’aide du théoréeme de Ménélaiis, montrer que les points a, 58 et y sont alignés.



