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L3 - Parcours MG
Géométrie affine et euclidienne

Examen de rattrapage
corrigé

Exercice 1.

1. (a) Un sous-espace affine d’un espace affine & est un sous-ensemble 7 C & tel qu’il existe un point xp € &
et un sous-espace vectoriel F C E tel que 7 = xo + F := {xg +7 I_LZ € F}.

(b) La matrice de f dans le repere (x0,71, . ,_u>n) est la matrice

a’l
0 0 0] 1
ou (ay,...,ay) sont les coordonnées de f(xg), c’est-a-dire les seuls réels vérifiants f(xg) = xo+ >, ai_u>,~.

(c) Les isométries de R? sont les translations, les vissages, les symétries glissées et les anti-rotations.

- —-1 - —
2. (a) Lapplication f est injective ssi sa linéarisé f lest, c’est-a-dire ssi f (0p) = {0g}. Or I'image
—-1 -
réciproque par f d’un point y € ¥ est soit vide soit un sous-espace affine dirigé par f (0r), et un
q
sous-espace affine de & est un singleton ssi son espace directeur est { 0 g}.

- - - -
(b) Soit abcd un parallélogramme. Il existe alors A, u € K tels que dc = Aab et bc = pad. Notamment,
- -
a, b et d ne sont pas alignés car sinon ¢ = d + dc = ¢ + Aab le serait aussi et abcd ne serait pas un

parallélogramme ; les vecteurs cﬁ; et ZZ sont donc libres. Or
O T ) —
ab+uad—ab+b =ac =ad +dc = ad + Aab;

T . 1. — 177 173 1=
on en déduit que A = ¢ = 1. Mais alors, en notant m le milieude betd,ona am = Eab + zad = jac
et donc m est aussi le milieu de a et c. Les diagonales de abcd se coupent donc en leurs milieux.

(c) Soit @,V € E. Pour tout 7 € R, on a
0<|@+VIP=@+VV+V) = Ud) + 26U V) + PVV).

Le terme de droite est un polyndme en ¢ de degré 2 qui reste donc positif, son discriminant est donc

négatif ou nul, ¢’est-a-dire 4(7W)2 — 4R YVV) <0, et donc |(7W)| <@

Exercice 2.

1. Pourtout x,y € & ona
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avec Vo = Zle i, lequel ne dépend pas de x puisque

iﬂ,ﬂziﬂ,(ax +xx)—Z/la,x +[Zk1/11])ﬁc=2/lax

i=1 i=1 i=1

2. Par le méme calcul, on obtient

k k
er(x) = ¢p(g)+ <Z Aga, | E’c> + {Z A,»] @Hh
i=1 i=1
k
ep(e) + (Z Ai]g—xz.

i=1

3. (a) Il s’agitde trouver les points xde Etels que pp(x) = %2 avec P := ((a, 1), (b ). D aprés la question 2,
cela revient a 2xm° = ab —@p(m) avec m milieu de a et b, c’est-a- dlre X’ (ab —am* bm )= “b
ou encore mx = “b . Il s’agit donc du cercle de centre m et de rayon %, autrement dit I’unique cercle
ayant [a, b] comme diametre.

(b) 1l s’agit de trouver les points x de & tels que goP(x) = ab avec P :=((a, 1), (b,—1)). D’apres la question
1, cela revient a 2(xy[V ) = gop(y) ab avec Vo =ax— lgc = ab pour n’importe quel y € & Notamment,
pour y = b, cela donne 2(xb|ab) = ab - ab = 0. Il s’agit donc de la droite orthogonale a (ab) passant
par b.

Exercice 3.

1. Dans le repére canonique de R?, la matrice de la linéarisé de Jap €5t
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Pour que ce soit une isométrie, il faut que cette matrice soit orthogonale, ce qui donne :

i\
. (% + 73) = 1, ce qui est bien vérifié ;
.a2+ﬁ2:].

a , V38 = -3,
o S+ T =0, c’est-a-dire @ = — V3.

En combinant les deux derniéres conditions, on en déduit que 3% + 8% = 1 et donc que 8 = J_r%. La condition

supplémentaire de déterminant positif donne § - % = § - #ﬁﬁ = 28 > 0. On en déduit que 8 = % et
N3

>

La linéarisé de f,p a donc comme matrice

a=—
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qui est une matrice de rotation d’angle %, I’application f,5 est donc elle-méme une rotation d’angle Z dont
il ne reste plus qu’a déterminer le centre. Pour cela, on détermine I’unique point fixe ; cela donne

x— V3y+2=2x x+ V3y=2 V3x+3y=23 4y =2+V3-2
= = &
V3x+y-2=2y V3x-y=2 V3x-y=2 V3x=2+y

On en déduit que le centre de la rotation est ( ¥3+1 %)



2.

Par rapport a la question précédente, seule la condition de déterminant 28 < 0 change. On obtient donc que

4 3)

. . . , . ’ . -2 z z . ’ .
D’apres la classification des isométries de R?, le déterminant de f op Stant négatif, fop est une symétrie
glissée. Elle s’€crit donc sous la forme sp o #;; ol sp est la symétrie d’axe D et t; la translation de vecteur

la matrice de la linéarisé de f,z est

I\Jlﬁl\)l'—‘

1
2

U . Mais on sait par ailleurs que, s’il est non nul, i est un vecteur directeur pour D, et que spoty; = f 0Sp.

N z gz z . 2 — — 1
De cette derniere égalité, on en déduit que faﬁ =1,08p0sp oty =1ty oty = by . Orun calcul direct
donne

S
On obtient donc %@ Uy = (3 ‘F \F_ )
Pour déterminer 9, il ne reste donc plus qu’a trouver un de ses points, c’est-a-dire, un des points fixes de

sp =13, © fap- On pose donc le syteme

1 V3 3-V3 _
E\/{"'Ty"'l = =x c>x=\/§y+1+\/§.
T3X ly —-1- i_l =y 2
B —
On peut donc prendre( = 3,0) ou(%, %) Au final, f,z estla symétrie glissée d’ axe(% —%)+R (#, #)
e
et de vecteur (3_7‘5, %)

Exercice 4.

1.

(a) Par associativité des barycentres, on a IsoBar(m(P)) = - z(an +a)+Yyo %.%(a,' +ai) = Xy 22,1 a; =
L4, = IsoBar(P).

lln

(b) 11 suffit de montrer que le milieu m de deux points x,y € P translatés par un vecteur 7 € P et égale au

translaté par_u) du milieu de x et y. Or, pour tout xo € P,onam = xg + %xo(x +_u>) + %xo(y +Tf) =
Xo + x0x+ U+ x0y+ 2u = IsoBar(x, y)+ u.

(c) D’apres la question précédente, I’isobarycentre de m(¢(P)) n’est autre que celui de #(m(P)); et d’apres
la question (a), il s’agit du barycentre de #(P). D’apres enfin un calcul similaire a celui de la question
précédente, il s’agit donc de ’image par ¢ de 1’isobarycentre de P.

(a)

a

a9 all as

Dans ce dessin, T correspond a la configuration (ay, a,, a3) et m(T) a la configuration (a’3, ay,aj).
(b) On note ay,ay,as les sommets de 7. Par associativité des barycentres on a g = a1 + 3a2 + 3a3 =
T
—a1+ ( a + a3> En notanta le milieu de a5 et az, on a donc 0 = —a1g+—a1g % g+ a’ a1+ alg

27
etdonc a;g = —a1 a;. Par symétrie, on a le méme résultat sur les deux autres médianes.



(c) D’apres la question précédente, et en notant @), et a; les milieux de, respectivement, a; et as, €t a; et
—
az,onaga; = %g_a: pour tout i € {1,2,3}. on en déduit que i(a;) = a; ou h est I’homothétie de centre g
et de rapport % Mais par définition d(m(T)) = d(a}, a},a)) = (d|,a}, a}).

3. Considérant un triangle T et montrons qu’il posséde un unique antécédent 7’ par m. D’apres la question 1.(a),
T et T’ auraient méme barycentre g, et d’apres la question 2.(c), T serait 'image de 7’ par I’homothétie / de
centre g et de rapport % Mais alors, T est I'image de T par 4~!, ’homothétie de centre g et de rapport 2. Cela
donne un unique candidat comme antécédent pour 7', mais réciproquement, on a bien m(T") = h(T") = T.



