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1l sera tenu compte de la présentation et de la clarté de la rédaction. Toute réponse devra étre justifiée.
Les calculatrices, les téléphones portables et les documents sont strictement interdits.
Le baréeme n’est indiqué qu’a titre indicatif, et pourra étre modifié.
L’épreuve dure trois heures.

Notation : Dans tout ce qui suit, les espaces affines seront notés par des majuscules cursives et leurs espaces
directeurs par la méme lettre en majuscale romane. Par exemple, si & est un espace affine, alors son espace directeur
sera noté E.

Exercice 1. (6 points)

1. Donner les définitions :

(a) d’un sous-ensemble convexe d’un espace affine réel ;
(b) d’un repere orthonormé pour un espace affine euclidien ;

(c) d’une réflexion orthogonale dans un espace affine euclidien.
2. Montrer que :
(a) I’application suivante induit une structure affine sur R :
Ry xR — R
ab — (2
(b) si&estunespace affine et 7, G C & sont deux sous-espaces affines tels que F+G = E,alors F NG # 0;

— —
(c) si f estune isométrie d’un espace affine euclidien € dans lui-méme, alors Im( f —Idg)* = Ker( f —Idg).

Exercice 2. (5 points) Soit & un espace affine.

1. Montrer que les translations et les homothéties envoient toute droite sur une droite parallele.
. N .. - e
2. Soit ay, by, az, by € E deux a deux distincts tels que axb, = Aa; by avec A € K.

(a) Montrer que si A = 1 alors il existe un unique translation envoyant a; sur a, et b; sur b;.

(b) Montrer que si 4 # 1 alors il existe un unique homothétie envoyant a; sur a, et by sur b;.

3. Soit ay, by, c1,a2,b2,¢cr € & tels que les triangles T := ajbjc; et Tr := abyc, soient non aplatis. Montrer
que les cotés de T et T, sont deux a deux paralleles si et seulement si il existe une translation ou une
homothétie envoyant 7 sur 75.

Exercice 3. (4 points) Soit # un plan euclidien muni d’une base affine (a, b, ¢).

1. Soit x1, x, € P et m le milieu de x; et x;,.

(a) Montrer que, pour tout x € P, (X, Xm) = (X1, X1%3) + (Xx], X23).



(b) Montrer que ’ensemble {x € P | Gx1, X0y = 0} correspond au cercle de centre m et de rayon %d(xlxg).
2. Soit A € R \ {1}. On cherche dans cet question a déterminer I’ensemble C, := {x € P | d(x,a) = Ad(x,D)}.

(a) Montrer que C, N (ab) contient deux points ¢; et ¢, dont on déterminera les coefficients barycentriques
dans la base affine (a, b, ¢).
—
(b) Pour tout x € P, exprimer Xci, X6 puis (xc1, xc3) en fonction de xd, xb et A.

(c) En déduire une description géométrique de C),.

Exercice 4. (8 points) Soit £ un plan affine muni d’une base affine (o, a, b).
1. Soit x1, x2, x3 € P trois points de coordonnées barycentriques respectifs (01, @1,81), (02, a2, 82) et (03, @3, 83).

Montrer que les points xj, x, et x3 sont alignés si et seulement si le déterminant suivant s’annule :

01 02 03
@y a2 Q3

Br B2 B3

2. Soita’ # a” € (oa) \ {o,a} et b’ # b" € (ob) \ {0, b} tels que les intersections (a’b”) N (a”’b"), (ab’") N (a”’b)
et (ab’) N (a’b) sont toutes réduites a un point que 1’on notera, respectivements, c, ¢’ et ¢”.

(a) Montrer qu’il existe ', A", ', 1" € K\ {0, 1} tels que les coordonnées barycentriques de a, a’, a”, b,
b’ et b” soient respectivement

0,1,00 (1=-2,2,00 (1-27,27,00 (0,0,1) (1—=g,0,") (A—=p",0,u").

(b) Montrer que les coordonnées barycentriques de ¢ sont

/l’(l _ /1//)(#// _Iu/) +Iu//(1 —,u’)(/l" _ /ll) /lfﬂ//(ﬂ// —/J/) /,l//,l”(/l” _ /ll)
/l"[,t” _/1/#/ ’ /l”/l" —/l'/l/ ’ /l”/J" —/l'/l/

(c) Donner les coordonnées barycentriques de ¢’ et ¢”’.
(d) Montrer que c, ¢’ et ¢” sont alignés.

(e) Nommer le théoréme que I’on vient de démontrer.

Exercice 5. (3 points) On considere I’application affine

R3 — R3

2x+ V6(y+2) 3z-y—V6x  3y—z—Vox+1\ °
(x9 y’ Z) — ( 4 - 1 > 4 >

P

1. Donner la matrice de f dans le repére canonique de R3.
2. Montrer que f est une isométrie.

3. Déterminer la nature géométrique de f.



