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INTERROGATION 5
CORRIGE

SUJET A

Question 1
Soit A un anneau. Un idéal I C A est un sous-groupe pour I'addition, stable par multiplication par tout
élément de A.

Question 2
Supossons par I'absurde que a € A est simultanément inversible et diviseur de zéro. Il existe donc b € A
et c € A\ {0} tels que a.b =1 et c.a = 0. Mais alors 0 = 0.b = c.a.b = ¢, contredisant ’hypothese ¢ # 0.

Question 3 -
Si n n’est pas premier, alors il existe ki, ko € [1,n — 1] tels que k1.ka = n. On a alors kq, ko # 0, mais
k1.k2 = 0. L’anneau Z/p7, n’est alors pas intégre.

Réciproquement, si Z/nZ n’est pas integre, alors il existe ki, ko # 0, c’est-a-dire tels que n ne divise ni k;
ni kg, avec k1.ko = 0, c’est-a-dire tel que n divise ki.ky. Mais alors pged(ky,n) # £n car n ne divise pas
k1 et pged(ki,n) # £1 car si ki et n étaient premiers entre eux, alors n diviserait ko d’apres le lemme
de Gauss. On en déduit que n possede un diviseur autre que +1,+n et qu’il n’est donc pas premier.

SUJET B

Question 1
Soit A un anneau unitaire. Un élément a € A est inversible si il existe b € A tel que a.b = b.a = 14.

Question 2
Supposons que I contient un élément d inversible. Alors pour tout a € A,onaa = a.(d"'.d) = (a.d71).d €
I puisque I est stable par multiplication par tout élément de A. On a donc A C I et donc I = A.

Question 3
Soit k € Z* tel que pged(k,n) = 1. D’apres le théoreme de Bachet-Bézout, il existe alors u,v € Z tels
que u.k+v.n=1etonal="uk+v.n=7uk="uvu Onen déduit que k est inversible.

Réciproquement, si k € Z/y7, est inversible, alors il existe T e Z[n7, tel que kE =T.Onaalorskk =1
et il existe donc d € Z tel que k.k' — 1 = d.n. Cela donne une relation de Bézout k’.k — d.n = 1 entre k
et n qui sont donc premiers entre eux.



