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NOTES DE COURS

1 Arithmétique élémentaire

1.1 Nombres entiers
1.1.1 Quelques propriétés élémentaires

Nous ne donnerons pas ici de définition formelle des nombres entiers, nous nous contenterons de dire
qu’il existe un ensemble N dont les éléments sont appelés entiers naturels, et que cet ensemble est muni
d’opérations

NxN — N NxN — N

t (a,b) +— a+b (addition) (a,b) +— ab

(multiplication)

vérifiant les propriétés suivantes :
e (associativité de +) Va,b,c e N,(a+b)+c=a+ (b+¢);
o (associativité de .) Va,b,c € N, (a.b).c = a.(b.c);
e (commutativité de +) Va,b € N;a+b=0b+ a;
e (commutativité de 4+) Va,b € N,a.b = b.a;
e (élément neutre pour +) 0 € N,Va e Nja+0=0+a=a
(élément neutre pour .) 31 € N,Va € Nya.1 = l.a =a;

(distributivité de . sur +) Va,b,c € Nya.(b+¢) =a.b+a.cet (a+b).c=a.c+b.c

Le nombre 0 joue un role tres particilier vis-a-vis de la multiplication car il vérifie :

e (absorbance de I’élément 0) Va € N,0.a = 0;
o (intégrité) Va,b € Nja.b=0=a=0o0ub=0.

De ce dernier point, on déduit le principe de simplification affirmant que si a.b = a.c avec a,b,c € N et
a # 0, alors b = c.

Par convention, on note N* := N\ {0}.

Sur N, il existe une relation d’ordre total définie, pour tout a,b € N, par
a>bs dceNa=b+ec.

Cette relation d’ordre vérifie les propriétés fondamentales suivantes :
e (compatibilité de > avec +) Va,b,ce Nja>b=a+c¢c>b+c;
e (compatibilité de > avec .) Va,b,c € N;a > b= a.c > b.c;
e (principe du plus petit élément) tout ensemble 2 C N non vide posseéde un plus petit élément ; en
particulier, 0 est le plus petit élément de N et 1 le plus petit élément de N*;

e tout ensemble 2 C N non vide et majoré possede un plus grand élément ;
e (principe archimédien) Va € N, Vb € N* In € N, n.b > a.

Un corollaire tres utile est le suivant :

Corollaire. Pour tout a,be N, a>b<a>b+ 1.



Ce corollaire qui est au coeur du principe de raisonnement suivant :

Principe (de récurrence). Si une proposition dépendant d’un parametre entier n est vraie pour une
valeur ng et que sa véracité en n implique sa véracité en n + 1, alors elle est vraie pour tout entier plus
grand que ng. En particulier, si ng = 0, alors il est vrai pour tout entier naturel.

parfois renforcé en :

Principe (de récurrence généralisée). Si une proposition dépendant d’un parametre entier n est vraie
pour une valeur ng et que sa véracité pour tout entier ng < k < n implique sa véracité en n, alors elle
est vraie pour tout entier plus grand que ng. En particulier, si ng = 0, alors il est vrai pour tout entier
naturel.

On admettra également que N peut étre étendu en un ensemble Z, dont les éléments sont appelés entiers
relatifs tels que les opérations + et . et la relation d’ordre > s’étendent & Z et vérifient :

e associativité, commutativité, éléments neutres et distributivité, absorbance de 0, inégrité, compa-
tibilité de > avec +;

e (éléments opposés) Va € Z,3 —a € Z,a+ (—a) =0;

e Va,beZ,a>b= —b> —a.

Plus explicitement, on a Z = NU {—a | a € N*}. Cela permet de définir 'application valeur absolue
suivante :

Z — N
|.]: . a siaeN
@ —a sia¢N

On note encore par convention Z* := Z\ {0}.

1.1.2 Division euclidienne

Jusqu’ici, nous avons parlé d’addition et de multiplication, implicitement de différence (qui est la somme
du premier terme avec 'opposé du second) mais pas de division. Cette derniere n’est en effet pas bien
définie sur les entiers comme opération qui & deux entiers en associe un troisieme, mais on peut la rafiner
en une opération qui, a deux entiers, en associe deux autres.

Proposition 1.1.1. Soit a € N et b € N*| il existe d’uniques entiers ¢ € N et r € [0,b — 1] tels que
a=qb+r.

Démonstration. Commencgons par montrer l'existence. Pour cela on consideére ’ensemble A := {k €
N | kb > a} qui, d’apres le principe archimédien, n’est pas vide et possede donc un plus petit élément
ko. On a ko # 0 car clairement 0 ¢ A, et donc kg > 1. On pose alors ¢ = kg — 1 € Net r = a — ¢.b.
Par minimalité de kg, on a ¢.b < a et donc r > 0; et comme kg € A, on a (¢+1).b = ko.b > a donc
b > a—q.b=r, autrement dit » < b — 1. On a donc bien r € [0,b — 1].

Montrons maintenant 'unicité. Pour cela on consideére g1, g2 € Net rq, 79 € [] tels que g1.b+71 = ¢2.b+72,
et quitte a échanger le role des indices, on suppose par ’absurde que ¢; > g2, autrement dit que g1 > g2+1.
On aalors 1o — 71 = (g1 —q2).b. Or ro — 71 <19 —0 =19 <b—1, et (¢1 — ¢2).b > b, on en déduit que
b—1>b, ce qui est absurde. O]

Corollaire 1.1.2. Soit a € Z et b € Z*, il existe d’uniques entiers ¢ € Z et r € [0, |b] — 1] tels que
a=qb+r.

Démonstration. Commencgons par remarquer que la preuve de 'unicité peut étre réutilisée sans aucune
modification. Concernant ’existence :



Si a,b > 0 : c’est la proposition précédente ;

Sia<0etb>0: on utilise la proposition précédente sur |a| et b de sorte & écrire |a| = ¢.b+ r. Si
r=0,onaalorsa=—qb—r=—¢b+r;sinon,onaa=—¢gb—r=(—q¢—1).b+b—r avec
b—re[l,b—1];

Si b < 0 : on applique les cas précédents & a et |b| pour écrire a = ¢.|b| +r = (—q).b+r.

O

Définition 1.1.3 (division euclidienne). Si a € Z et b € Z, on appelle respectivement quotient de a par
b et reste de a par b les entiers ¢ € Z et r € [0, |b| — 1] tels que a = ¢.b + r.

Remarque 1.1.4. La division telle qu’enseignée a 1’école primaire n’est rien d’autre qu'une suite de divisions
euclidiennes successives.

1.2 Primalité
1.2.1 Divisibilité

Définition 1.2.1. On dit qu'un entier b € Z* divise un entier a € Z si le reste de la division euclidienne
de a par b est nul. On note cela b | a et on dit alors aussi que a est un multiple de b.

Remarques 1.2.2.

e Un entier divisible par n € Z* est également divisible par —n ; et un multiple de n € Z est également
un multiple de —n.

e Un entier n € Z est toujours divisible par 1, —1, n et —n.

e Les entiers 1 et —1 sont les deux seuls a ne pas avoir quatre diviseurs distincts. ils sont également
les seuls a diviser tous les entiers.

e L’entier 0 ne divise personne.

Lemme 1.2.3. Sia € Z* est divisible par b € Z*, alors |a| > |b].

Démonstration. Si a = ¢.b, alors |a] = |q|.|b|. De plus, |g| # 0 car autrement on aurait ¢ = 0 et donc
a=0.b=0, donc |¢| > 1 et on a |a|] = |g|.]b] > |b]. O

Corollaire 1.2.4. La relation de divisibilité sur N* est une relation d’ordre. Sur Z*, la réflexivité et la
transitivité restent vraies.

Démonstration. Pour tout a € Z*, on a a = l.a et donc a | a. Si, pour a,b,c € Z*, onac|betb]|a, cest
qu’il existe k1, ke € Z tels que a = k1.b et b = ka.c, on a alors a = (k1.k2).c et donc ¢ | a. On en déduit
que sur Z*, la relation de divisibilité est réflexive et transitive.

Soit a,b € N* tels que a | bet b |a. On a alors a > b et b > a et donc a = b. La relation de divisibilité est
donc anti-symétrique sur N*, ce qui en fait une relation d’ordre. O]

1.2.2 Primalité d’un nombre entier

Définition 1.2.5. On dit p € N* est premier s’il posseéde exactement quatre diviseurs distincts. On note
‘P I'ensemble des nombres premiers.

Remarque 1.2.6. Une fagon de reformuler la définition des nombres premiers, est de dire qu'un nombre
p est premier ssi toute écriture de la forme p = ki.ko avec ki, ko € Z implique qu’exactement un des
entiers kq et ko vaut 1. Nous verrons plus tard que cela peut encore se reformuler en terme “d’éléments
inversibles”.

Ezemples 1.2.7.



e L’entier 2 est premier car il est divisible par 1, —1, 2 et —2. Tout autre diviseur k devrait satisfaire
|k| <2, ce qui ne donne plus comme candidat que 0, lequel ne divise personne.

e L’entier 4 n’est pas premier car il est divisible par +1, +2 et +4.
e L’entier 1 n’est pas premier car il ne possede que deux diviseurs, 1 et —1.

Lemme 1.2.8. Tout entier n € Z \ {£1} est divisible par un nombre premier.

Démonstration. On remarque d’abord que 0 est divisible, par exemple, par 2 car 0 = 0.2, et que si b € Z*
divise a € Z, alors il divise également —a. Il suffit donc de montrer que tout entier strictement plus grand
que 1 est divisible par un nombre premier. On travaille par récurrence sur n.

Pour n = 2, le résultat est vrai car 2 se divise lui-méme et 2 est premier.

Supposons maintenant le résultat vrai pour tout entier 2 < k < m. Si n est premier, alors il suffit de
dire qu’il se divise lui-méme. Autrement, il possede un diviseur k positif distinct de 1 et de n. On a donc
notamment 2 < k < n et par principe de récurrence généralisée, il existe un diviseur premier p de k,
lequel divise donc également n par transitivité. O

Corollaire 1.2.9 (Euclide). Il existe une infinité de nombres premiers

Démonstration. Supposons par absurde que P =: {p1, ..., ps} est un ensemble fini, alors N := Hle pi+
1 > 1 possede au moins un diviseur premier, disons pg,. On a donc N = a.pg, avec a € N* et donc

1= (a — Hei#:o pi) DPko- Cela implique |pg,| < 1, ce qui est absurde car p, est premier. O
i#kg

1.2.3 Primalité entre nombres entiers

Remarque 1.2.10. Deux entiers a,b € Z* quelconque ont toujours un diviseur en commun, a savoir 1,
ainsi qu’un multiple en commun, a savoir leur produit a.b. De plus, I’ensemble des diviseurs positifs d’un
entier @ € Z* donné est fini puisque les valeurs absolues de ses éléments sont toutes majorées par |al.

Définition 1.2.11. Soit a,b € Z*.
e On appelle plus petit multiple commun a a et b, 'entier ppcm(a, b) := min{c € N* | ¢ multiple de a}N
{c € N* | ¢ multiple de b}.
e On appelle plus grand diviseur commun d a et b, 'entier pged(a, b) := max{c € N* | ¢ diviseur de a}N
{c € N* | ¢ diviseur de b}.
e On dit que a et b sont premiers entre euz si pged(a,b) = 1.

Remarque 1.2.12. Les notions de plus petit multiple et plus grand diviseur communs se généralisent
sans difficulté & un nombre quelconque d’entiers. Nous laisserons le soin au lecteur de généraliser les
propositions qui suivent.

Ezxemple 1.2.13. Soit p € P. Les seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p; ce sont donc les seuls valeurs
possibles pour pged(p,n) avec n € Z*. Dans le premier cas n est premier avec p, et dans le second cas,
c’est un multiple de p. En particulier, deux nombres premiers distincts sont toujours premiers entre eux.

Lemme 1.2.14. Soit a,b € Z*. Tout multiple commun & a et b est un multiple de ppcm(a, b).

Démonstration. Soit ¢ € Z un multiple commun a a et b. Si ¢ = 0, le résultat est clair. Sinon, par division
euclidienne de ¢ par ppcm(a,b), on a ¢ € Z et r[1,]|b] — 1] tels que ¢ = g.ppcm(a,b) + r. Mais alors
r = ¢ — ¢.ppcm(a, b) est un multiple commun de a et b, et par minimalité de ppcm(a, b), on a r =0. O

Lemme 1.2.15. Soit a,b,7 € Z* et g € Z.

e Sia = b.q, alors pged(a,b) = |b|.
e Sia=b.q+r alors pged(a,b) = pged(b, ).



Démonstration. Pour le premier point, il suffit de remarquer que |b| est un diviseur commun & a et b et
que tout diviseur de b est majoré par |b|.

Montrons maintenant le second point. Tout diviseur commun de b et r est également un diviseur commun
de b et a = ¢.b + r. Mais réciproquement, out diviseur commun de b et a est également un diviseur
commun de b et r = a — ¢.b. On en déduit que les ensembles des diviseurs communs de a et b, et de b et
r sont les mémes, et qu’il en va donc de méme de leurs plus grands éléments pged(a, b) et pged(b,r). O

Théoréme 1.2.16 (Bachet—Bézout). Pour tous a,b € Z*, il existe r, s € Z tels que r.a+ s.b = pged(a, b).

Démonstration. On commence par considérer le cas a,b € N*| que I'on montre par récurrence généralisée
sur b > 1. Le résultat est vrai pour b = 1 car alors pged(a,b) = 1 = 0.a + 1.b. Supposons maintenant
le résultat vrai jusqu’a b — 1. Par division euclidienne, on a a = ¢.b 4+ r avec r € [0,b — 1]. Si r = 0,
alors pged(a,b) = b = 0.a + 1.b; sinon, par hypothese de récurrence, on sait qu’il existe u,v € Z tels que
pged(b, ) = u.b + v.r. Mais alors pged(a, b) = pged(b,r) = u.b + v.(a — ¢.b) = v.a + (u — q.v).b.

Pour a,b € Z*, il suffit d’écrire pged(|al, |b]) = r'.Ja| + §".|b] avec 1, s’ € Z et d’en déduire pged(a, b) =
pged(lal, |b]) = r.a + s.b avec r = signe(a).r’ et s = signe(d).s’. O

Remarque 1.2.17. La récurrence de la preuve du théoréeme de Bachet—Bézout donne un algorithme récursif
effectif pour trouver des entiers r et s. C’est ce qu’on appelle I’algorithme d’FEuclide.

Corollaire 1.2.18. Pour tous a,b € Z*, on a a et b premiers entre eux ssi il existe r,s € Z tels que
r.a+s.b=1.

Démonstration. Si a et b sont premiers entre eux, alors il existe r, s € Z tels que 1 = pged(a, b) = r.a+s.b
d’apres la proposition précédente. Et réciproquement, s’il existe de tels r,s € Z, alors tout diviseur
commun & a et b divise 1. On a donc pged(a,b) =1 O

Corollaire 1.2.19. Soit a, b, c € Z* tels que a soit simultanément premier avec b et ¢, alors il est premier

avec b.c.

Démonstration. Par hypothese, il existe 1y, sp, ¢, S € Z tels que rp.a + sp.b = 1 = r..a + s..c, mais alors
1=1.1= (rp.a+sp.b).(re.a+sc.c) = (rp.re.a+8p.re.b+1p.80.¢).a+ (8p.8:).b.c avec rp.1c.a+ 8p.1e.b+7p.8c.C
et sp.5. dans Z. ]

Application 1.2.20. Soit a,b,c € Z*. On cherche les solutions entieres de 1’équation, alors dite diophan-
tienne, a.x + b.y = c.

Si pged(a,b) 1 ¢, alors I'équation n’a clairement aucune solution. Sinon, l’algorithme d’Euclide donne

r, s € Z tels que a.r +b.s = pged(a, b). Des lors, (zg,yo) = (pgcg'(ca’b), pgcf{(ca’b)) € Z? donne une solution &
I’équation. Toute autre solution (z,y) € Z? vérifie a.(x —x¢)+b.(y—yo) = 0. Mais a.(x—x0) = b.(yo—y) est
alors un multiple commun & a et b, et il existe donc k € Z tel que a.(x — x¢) = b.(yo — y) = k.ppcm(a, b).
On en déduit que z = z¢ + k.%(“’b) et y = yo — k.%(a’b). Réciproquement, pour tout k£ € Z,
(xo + k.%(“’b), Yo — k.%(a’w) € Z? est clairement solution de I’équation. Au final, on en déduit que

les solutions entieres sont exactement les couples de la forme

( r.c . ppcm(a, b) s.c . ppem(a, b)>

peged(a, b) a " pged(a,b) b

avec k € Z.



1.2.4 Factorisation en facteurs premiers

Lemme 1.2.21 (lemme de Gauss). Soit a,b € Z* et ¢ € Z. Si a divise b.c, et a est premier avec b, alors
a divise c.

Démonstration. Par le théoreme de Bachet—Bézout, on sait qu’il existe r,s € Z tels que 1 = r.a + s.b; et
par hypothese qu’il existe k € Z tel que b.c = k.a. Mais alors ¢ = c.r.a+c.s.b = cr.a+s.k.a = (er+s.k).a
et donc a divise c. O

Corollaire 1.2.22 (lemme d’Euclide). Soit a,b € Z et p € P. Si p divise a.b, alors p divise au moins a
ou b.

Plus généralement, si p divise un produit de & € N* entiers, alors p divise au moins 1'un des k facteurs.

Démonstration. Si p divise a, alors le résultat est vrai. Sinon, alors p est premier avec a et d’apres le
lemme de Gauss, p divise b.

La généralisation s’obtient par récurrence immédiate. O

Théoréme 1.2.23. Pour tout entier a € N* \ {1}, il existe une unique écriture
a=pit.py®...pp*
avec pp < pa < ---<pgp €Petag,ag,...,a, € N*.

Remarque 1.2.24. Le théoreme peut s’étendre & N* en admettant que, par convention un produit de k = 0
termes vaut 1.

Démonstration. L’existence découle du lemme par récurrence généralisée sur a. Le résultat est en
effet vrai pour a = 1. Supposons le résultat vrai jusqu’a a, alors a + 1 possede un diviseur premier p et
par hypothese de récurrence % € N* possede une telle décomposition a laquelle il suffit de rajouter p.

Supposons maintenant par I’absurde qu’il n’y a pas unicité d’une telle décomposition. On considere alors
ag le plus petit entier positif possédant ainsi plusieurs décompositions. On a clairement ag > 1 et donc

p‘f‘l...pg’“:aozqfl...qlﬁl

ol les produits de chaque c6tés sont deux décompositions distinctes telles que dans 1’énoncé, avec k,1 > 1.
Mais alors p; divise q’f o qig et par le lemme d’Euclide, p; divise I'un des ¢;. Mais par unicité du diviseur
strictement plus grand que 1 de g;, g; étant premier, on a méme p; = ¢;. On peut alors diviser de chaque

cOté par p; = ¢; et contredire la minimalité de ag. O

Définition 1.2.25. Soit p € P. On appelle valuation p—adique de a € N* 'exposant de p dans 'unique
décomposition de a en facteurs premiers. Cela définit une application v, : N = N U {oo} que 'on étend
par convention en zéro par v,(0) = oo.

Proposition 1.2.26. Pour tout p € P, on a :
e pour tout a € N*, a = [] p*»(@;
peEP
e pour tout a € N, v,(a) = max{k € N | p* divise a}.

Remarque 1.2.27. Puisqu’il porte sur 'ensemble P qui est infini, le produit du premier point est infini et
nécessite donc d’étre précisé. D’apres le théoreme [1.2.23] il n’y a, pour tout n € N*, qu'un nombre fini
de nombres premiers p € P tels que v,(n) # 0; tous les facteurs dans le produit valent donc 1 sauf un
nombre fini. On peut donc définir le produit infini comme limite, lorsque k tend vers +oo, de la suite
des produits partiels portant sur les élements de P inférieurs a k; cette suite est bien convergeante car
constante a partir d’'un certain rang.



Démonstration. Le premier point découle directement de la définition en lien avec le théoreme Ce
dernier théoréme montre également, concernant le second point lorsque a > 0, que p*»() divise a ; mais,
réciproquement, aucun p*»(@+* avec k € N* ne peut diviser a car autrement, en simplifiant par p*»(®), on
aurait p qui diviserait  [] ¢"*(*) et donc un certain ¢ € P \ {p} d’apres le lemme d’Euclide, ce qui est

q€P\{p}
absurde car deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux. Pour a = 0, toutes les puissances
de p divise clairement 0. O

Proposition 1.2.28. Pour tout p € P, et tout a,b € N, on a :

o vp(a) =o0ssia=0;
o vp(a.b) =vp(a) + vp(b);
e vp(a+b) > min(vy(a), v, (b)).

Remarque 1.2.29. Ce sont les propriétés que l'on attend d’une “valuation”. Cela permet de définir une
notion de distance sur Z, définie par d(a,b) = p~*»Us=8)  tres différente de la distance usuelle. C’est le
premier pas vers ’étude des nombres dits p—adiques, étude que nous ne pousserons néanmoins pas plus
loin dans ce cours.

Démonstration. Les deux premiers points viennent directement de la définition. Pour le troisiéme point,
posons k = min(yp(a), Vp(b)). On a alors p* qui divise a et b, et donc a+b; on en déduit que v,(a +b) >
k. O

Proposition 1.2.30. Pour tout a,b € N*, on a

ppem(a, b) = H prax(p(a).vy (b)) et pged(a,b) = H P (@) (0)
pEP peEP

Démonstration. Notons m := ppem(a,b) et d = pged(a, b). Pour tout p € P, il est clair d’apres le second

point de la proposition [1.2.28| que v,(m) > v,(a),vp(b) et que v,(d) < vy(a),vp(b). On en déduit que

m > [ pPex@e( @) et que d < J] p™in»(@)2»(®) Mais réciproquement, ces derniers sont bien,
peP peEP

respectivement, un multiple et un diviseur communs a a et b. O

Corollaire 1.2.31. Pour tout a,b € N* on a ppcm(a, b).pged(a, b) = a.b.

Démonstration. Celui provient de I’égalité, pour tout ki, ks € N, min(ky, ko) + max(ky, ko) = k1 + k. O

1.3 Congruences

La division euclidienne entre nombres entiers génere deux entiers : un quotient et un reste. Le lecteur
attentif aura pu remarquer que, dans les sections, seul le reste semble importer vraiment, le quotient
n’étant que rarement pris en considération. La notion de congruence est un moyen d’achever définitivement
le quotient. Dans la suite de cette section, on fixe n € N*.

Définition 1.3.1. On dit que deux entiers a,b € Z sont congruents modulo n si leur différence a — b est
divisible par n; on note alors a = b[n].

Proposition 1.3.2.
e La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

e Deux entiers sont congrus modulo n si et seulement si leurs divisions euclidiennes par n ont le méme
reste ; en particulier, un entier est divisible par n si et seulement si il est congru a 0 modulo n.



Démonstration. La relation est clairement réflexive et symétrique. Elle de plus transitive car si, pour
a,b,c € Z, n divise a — b et b — ¢, alors n divise également a — ¢ = (a — b) + (b — ¢).

Concernant le second point, on fixe a,b € Z et on pose a =: q,.n + r, et b =: gp.n + 73 les divisions
euclidiennes de a et b par n. On a a—b divisible par n ssi r, —ry, est divisible par n. Or r,—r, € [1—n,n—1]
et le seul multiple de n dans cet intervalle est 0. On en déduit que a = b[n] ssi r, — rp, = 0. O

Chaque relation de congruence étant une relation d’équivalence, on peut donc, pour chacune, considérer
I’ensemble quotient associé, dont les éléments sont les classes d’équivalence. La proposition précise méme
qu’il y a exactement n classes, avec chacune un unique représentant dans [0,n — 1].

Notation 1.3.3. Pour tout a € Z, on note @", et souvent juste @ lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur n,
la classe de a dans l'espace quotient associé a la relation de congruence modulo n.

Les opérations d’addition et de multiplication sont compatibles avec les relations de congruence dans le
sens suivant :

Proposition 1.3.4. Soit a,b,a’,b’ € Z tels que ¢’ = a[n] et ¥’ = b[n]. Alors @’ + b = a + b[n] et
a'.b' = a.bln].

Démonstration. Par définition, il existe qq,qp € Z tels que a’ —a = qo.n et ¥’ —b = gp.n. On a alors
(a/+V)—(a+b) =d' —a+b —b=(qa+q)neta b/ —ab=d.t/—d.b+a .b—ab=d.(t/—b)+b.(d'—a) =
(¢’ .qp + b.q4).n. On a donc bien @’ + b = a + bn] et a’.b' = a.b[n]. O

Cela permet de définir des opérations d’addition et de multiplication sur les classes de congruence modulo
n en choisissant arbitrairement des représentants pour chaque classe, en associant respectivement, la classe
de la somme et du produit de ces représentants. La proposition ci-dessus montre en effet que le résultat
ne dépend pas des réprésentants choisis.

Définition 1.3.5. On note Znz, = {0,1,...,n — 1} I'ensemble quotient pour la relation de congruence
modulo n. Il est muni d’une addition + : Z/,,7,x Z/p7, — Z/p7, et d’une multiplication . : Z/p7,x Z/p7, —
Z/y7, définies, pour tout @,b € Z/yz par a+b=a+b et a.b = a.b.

Proposition 1.3.6. Sur Z/nz, I’addition et la multiplication sont associatives et commutatives; la
multiplication est distributive sur I'addition; 0 est un élément neutre pour l'addition et un élément
absorbant pour la multiplication ; et 1 est un élément neutre pour la multiplication.

Démonstration. Toutes ces propriétés découlent directement des propriétés correspondantes de ’addition
et de la multiplication sur Z. O

On peut donc calculer dans Z/nZ comme dans Z, et méme plus facilement que dans Z puisque 1’on peut,
entre chaques étapes de calcul, se ramener & un élément dans [0,n — 1]. Couplé & la derniére affirmation
de la proposition cela permet de simplifier grandement les problématiques de divisibilité par n.
Avertissement 1.3.7. Nous avons parlé d’addition et de multiplication dans Z/nz, également d’opposé,
donc de soustraction, mais de division. Cette derniére n’est en, effet pas définie. En particulier, dans
Zln7, Végalité a.b = a.c n’implique pas b = ¢! Dans Z/47, on a en effet 2.2 = 2.0, mais 2 # 0. Parfois, la
division par un élément a € Z/nZ pourra étre simulée avec la multiplication par un inverse, c’est-a-dire
un élément a1 € Z/nZ tel que a.a”! = 1, mais seulement lorsqu’un tel inverse existe, ce qui n’est pas
toujours le cas.

Dans cette méme perspective, le théoreme suivant pourra également se révéler d’'une grande efficacité.

Théoréme 1.3.8. Soit nq,...,n; € N*.

1. cette notation trouvera tout son sens dans les chapitres suivants



e Sia,be Z vérifient a = b[n;] pour tout i € [1, k], alors a = b[ppcm(nq, ..., ng)].

e (théoreme des restes chinois) Si nq,...,n, sont deux a deux premiers entre eux, alors pour tout
ai,...,ar € Z, il existe un unique a € [0, N — 1], avec N := Hle n;, tel que a = a;[n;] pour tout
i€ [1,k].

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de constater que a — b est un multiple commun & tous les
n;. D’apres le lemme [1.2.14] ¢’est donc un multiple de ppem(ny, ..., ng), ce qui donne le résultat.

Concernant le second point, on commence par montrer I’existence. Pour cela, on remarque que, pour tout

i € [1,k], les entiers n; et n} = II n; sont premier entre eux et qu'il existe donc, par le théoreme
JELEIN G}

de Bachet—Bézout, des entiers r;,s; € Z tels que r;.n; + s;.n; = 1. En posant e; := s;.n}, on a alors

e; = 1[n;] et e; = 0[n;] pour tout j € [1,k] \ {j}. Il ne reste plus qu’a prendre le reste modulo N de

> i1 Gi-€;. L'unicité est une conséquence immédiate du premier point. O

Remarque 1.3.9. A T'occasion de cette preuve, on pourra remarquer l'utilisation du théoreme de Bachet—
Bézout pour trouver un inverse de k£ pour la multiplication dans Z/nZ pour tout k € Z* premier avec
n € N*.

2 Groupes

L’objectif de la théorie des groupes n’est pas d’étudier des objets en fonction de leur nature intrinseque,
mais en fonction de leurs comportement les uns par rapport aux autres. Plus que les objets, ce sont donc
les fonctions définis sur ces objets que 'on étudie, ce qui permet de créer des modeles applicables dans
différents contextes.

2.1 Structure de groupe

2.1.1 Groupes et sous-groupes

Définition et régles élémentaires

Définition 2.1.1. Un groupe est un ensemble G, muni d’une opération * : G x G — G, appelée loi de
composition interne, vérifiant les propriétés suivantes :

e (associativité) Vg1, 92,93 € G, (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3) ;
e (existence d’un élément neutre) de € G,Vg € G,exg=g+*e=g;
o (existence d’inverses) Vg € G,3h € G, g * h et h x g sont des éléments neutres.

Si, de plus, * vérifie g, * go = go * g1 pour tous g1, g2 € G, on dit que le groupe est commutatif ou abélien.

Ezxemples 2.1.2.

. ({e}, ((e,€) — e)) est un groupe (abélien) mais Iensemble vide n’en est pas un, car il ne possede
pas d’élément neutre.

e (N, +4) n’est pas un groupe, mais (Z,+) lest. (Z, .) n’est pas un groupe, (Q, .) non plus, mais
(Q*, .) Pest. (R,+), (C,+), (R*,.) et (C, .) sont aussi des groupes. Tous sont abéliens.

° (Z/nz, +) est un groupe abélien. (Z/nz, ) n’en est pas un, et méme (Z/nZ*, ) n’en est pas un
lorsque n n’est pas premier ; par exemple, 2 € Z/4Z n’a pas d’inverse quand bien méme il n’est pas
nul.

e Pour tout n € N* et K = R ou C, (.Mn(K),+) est un groupe abélien, mais (MWL(K), ) ne est
pas. Par contre (GL, (K), .) est bien un groupe, mais non abélien si n > 2.



e Le produit de matrices correspondant & la composition d’applications linéaires dans une base fixée,
on en déduit que pour tout espace vectoriel E, (Aut(E), o), ot Aut(E) est Iensemble des automor-
phismes linéaires de F, est un groupe.

e Plus généralement, pour tout ensemble €, (Bij(Q), o)7 ol Bij(€2) est 'ensemble des bijections de
dans lui-méme, est un groupe non abélien si |Q2] > 3.

e Remarquons au passage que la notion de groupe est une notion qui peut se rencontrer simultanément
a différents niveaux. Nous venons en effet de voir que les applications linéaires sur un espace vectoriel
E forment un groupe pour I'addition, mais les éléments de E, munis de I'addition forment également
un groupe.

Avertissement. Dans tout ce qui suit, les groupes ne seront souvent noté que par ’ensemble sous-jacent.
On notera par exemple Z pour (Z, +). Il faut néanmoins bien garder en téte que I’ensemble est muni impli-
citement d’une loi de composition interne. Il faudra notamment faire attention aux ensembles possédant
plusieurs structures de groupes; si un méme groupe G intervient plusieurs fois dans un énoncé, c’est que
I’on considere bien entendu a chaque fois la méme loi de composition interne.

Proposition 2.1.3. Dans tout groupe, I’élément neutre et I'inverse d’un élément sont uniques.

Démonstration. Soit G un groupe et ej,eo € G deux éléments neutres. Alors, e; étant neutre, on a
e1 * eg = e ; mais ey étant également neutre, on a également ey x es = e1. On en déduit que e; = ey et
donc que I’élément neutre est unique. On le note e.

Soit g € G et hy,hs € G deux inverses pour g. On a alors hy = hy xe = hy x (g* ha) = (hy x g) x hy =
ex* hg = ho. O

Notation 2.1.4. Soit G un groupe. Plutét que *, on notera le plus souvent sa loi de composition interne
par .. C’est ce qu’on appelle la notation multiplicative. Par convention, on notera alors

e ¢¢ ou e son élément neutre;

e pour tout g € G, g~ 'inverse de g;

e pour tout g € G et tout n € N*, g" :=g.g.--- .g, g~ " := (g~ 1", ainsi que g" := eq.
——

n fois
Toutefois, si G est notoirement abélien, par analogie avec les entiers, sa loi de composition interne sera
plutot notée 4. C’est ce qu’on appelle la notation additive. Dans ce cas, on notera plutot :

e Og ou 0 a la place de e¢;

1

e pour tout g € G, —g a la place de g7, et on I’appelera alors opposé de g;

e pour tout g € G et n € Z, n.g a la place de g", en observant que reste cohérent, méme si Z C G.

Voyons maintenant quelques regles simples et universelles de calculs.

Proposition 2.1.5. Soit G un groupe. Alors
e pour tout g € G, (¢71)" ! =g;
e pour tous g1,92 € G, (91.92) " =95 91
e pour tout g € G et tout neZ, g~" = (g")~1;
e pour tout g € G et tous ny,ng € Z, g".g"? = g2 et (g")"2 = g2,

Démonstration. Par unicité de l'inverse, il suffit de constater que ¢~ '.g = g.g~! = e, g;l.gfl.gl.gg =

g;l.gg =ecet g "g" =g l.--- .g lg.--- .g = e pour montrer les trois premiers points.

La premiere partie du troisieme point se montre sans difficulté par récurrence sur ny +ns lorsque ny+ns €
N. Sing+ny =0, on a en effet g"'.¢g"2 = g"'.g7 " =e = g° = g™ "2 et, une fois le résultat supposé vrai
pour ny +ny > 0, on a gMtnetl = gmitnz g — gmi g2 g — g™ g2t ainsi que gttt = g gt =
g.g".g" = gl gn2 Bt lorsque ny + ny < 0, alors on a g™ tn2 = (g71)7mmn2 = (g71)7m (g7 T2 =
gn1 .gng .
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Enfin, le dernier point se démontre également par récurrence lorsque no € N. On a en effet (g™ )°
e = 90 — gnl.O et, en supposant (gnl)ng — gnl.ng’ (gnl)n2+l — (gnl)ng'gnl — gnl./n/Q.g"Ll — gﬂ1-77«2+n1 —
g™ (24 Pour ny € Z\ N, on écrit (g™1)" = ((g”l)*l)fnz = (g ™M) "2 = gl=m).(=n2) — gnana, O

Par ailleurs la caractérisation suivante de I’élément neutre se révélera utile.

Lemme 2.1.6. Dans tout groupe G, eg est le seul élément égal a son carré.

Démonstration. On a clairement eg.eq = eg et, réciproquement, si g € G verifie g.g = g, alors g =

9.(9.97) =(9.9)-97 " = 997" = cc. O
Corollaire 2.1.7. Soit G un groupe et g, h € G. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

i. h=g1;

ii. g.h=-eg;

iii. h.g = eg.

Démonstration. D’apres les régles de calcul précédents, on a h = g~! < g = h™!, ce qui symétrise les
roles de g et h. Par définition de l'inverse, il suffit donc de montrer i. = iii.. Supposons donc g.h = eq,
alors on a (h.g).(h.g) = h.(g.h).g = h.eg.g = h.g et donc, ’apres la proposition précédente, h.g = eq. O

Tables de loi

Définition 2.1.8. On appelle ordre d’un groupe G son cardinal en tant qu’ensemble ; on le note |G|. On
dit que G est fini si son ordre est fini.

Profitons-en pour définir également 1’ordre d’un élément.

Définition 2.1.9. Pour tout élément g d’un groupe G, on appelle ordre de g, noté |g|, Uentier min{k €
N* | g* = e} € N* U {00} avec la convention que min ) = cc.

Lorsqu’un groupe G est fini d’ordre n € N*, on peut indexer arbitraimementﬂ ses éléments g1,92,...,9n;
la structure de groupe est alors intégralement donnée par la table de sa loi de composition interne, une
matrice carrée de taille n, dont le coefficient d’indice 4, j vaut g;.g;.

Ezemples 2.1.10. Dans les exemples précédents, seul (Z/p7, +) est fini, avec |Z/p7| = n. En ordonnant

les éléments comme 0,1,...,n — 1, la table en est la matrice circulante partant
e
1 2 -« n—-1 0
2 n—1 0 1
n—1 0 1 n—2

Dans le cas n = 4, cela donne

0123
1230
23071
301 2

2. toutefois, on commence en général par 1’élément neutre
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mais ¢a n’est pas le seul groupe (abélien) d’ordre 4, on pourra vérifier que, sur {e, a, b, c}, la table

o Q9 o
o o 9
[SEECEE IR~
o Q2 >0

défini également un groupe, distinct de (Z/4z, +). Son caractere abélien se lit par le caractére symétrique
de la matrice. Sur Pensemble {e, 012, 023, 031, 0123, 0321 }, la table

€ 012 023 031 0123 0321
012 € 0123 0321 023 031
023 0321 € 0123 031 012
031 0123 0123 € 012 023
0123 031 012 023 0321 e
0321 023 031 012 e 0123

donne une structure de groupe non abélien.

Sous-groupes

Pour un groupe donné, on peut s’intéresser aux sous-ensembles qui restent des groupes pour 'opération
donnée.

Définition 2.1.11. Soit G un groupe. On dit que H C G est un sous-groupe de G si H n’est pas vide
et qu’il est stable par loi de composition interne de G et prise d’inverse, c¢’est-a-dire si

o H#0;

(] Vhl,hg S H, hi.ho € H ;

e Vhe HhleH.

Il existe plusieurs caractérisations équivalentes des sous-groupes.

Proposition 2.1.12. Soit (G, . ) un groupe. Pour tout H C G, les propositions suivantes sont équivalentes :
i. H est un sous-groupe de G ;
ii. H non vide et pour tout z,y € H, z.y~' € H;
iii. (H, .) est un groupe.

Démonstration. 1l est clair que i. = ii.. Réciproquement, si ii. est vrai, alors il existe h € H et eq =
h.h~! € H. Des lors, H est stable par prise d’inverse car, pour tout h € H, h™! = eq.h™! € H. Et cela
implique enfin la stabilité par loi de composition interne, car pour tout hi, hy € H, on a donc hy lem
et donc hy.hg = hy.(hy ')~ € H.

11 est également clair que si (H, .) est un groupe, alors H n’est pas vide car il contient ey et est stable
par . et par prise d’inverse.

Réciproquement, supposons que H est un sous-groupe de G. On peut alors bien considérer . 5 : Hx H —
H et cette opération est associative car elle ’était déja sur G. Montrons qu’il contient un élément neutre.
Puisque H n’est pas vide, il contient un élément h € H. Par stabilité par prise d’inverse, on a alors
h~! € H, et par stabilité par . on a eq = h.h™! € H; ce dernier vérifie bien la propriété de I’élément
neutre. Enfin, tout élement de H possede un inverse dans G, qui est aussi dans H par stabilité de H par
prise d’inverse. O

Ezemples 2.1.13.
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e On a les suites d’inclusions de groupes (Z,+) C (Q,+) C (R,+) C (C,+) et

@1,.) ¢ (RY, )
c S
({1}, ) n n (C€)
S c
@, .) < (R7,.)

Par contre, bien que stable par multiplication, ni (N*,;.) ni (Z*, .) ne sont des sous-groupes de
(R*, .) car ils ne sont pas stables par prise d’inverse.

e Pour n € N*, nZ := {multiple de n} est un sous-groupe de (Z, +). On peut méme montrer que tout
sous-groupe de Z est de cette forme.

e Pour tout n € N* et K =R ou C, Sym,,(K) := {M € M, (K) | M symétrique} est un sous-groupe
de (M, (K),+); et SL,(K) := {M € My(K) | det(M) =1} est un sous-groupe de (GL, (K), .).

e L’ensemble des isométries du plan est un sous-groupe de (Bij(IRQ)7 O), que I'on note Isom(R?).

e Pour toute figure F C R?, par exemple un triangle ou une ellipse, 'ensemble des isométries en-
voyant C' sur lui-méme est un sous-groupe de Isom(R?) que I'on nomme groupe de symétrie de
F. Plus généralement, on pourra parler de groupe de symétrie pour tout ensemble de transforma-
tions préservant une structure donnée; c’est une notion importante dans beaucoup de domaines en
mathématiques, elle est méme a l'origine de la notion de groupe.

Intersections de sous-groupes

Il existe deux opérations fondamentales sur les ensembles, la réunion et I'intersection. Comme 1’essentiel
des structures algébriques, la structure de groupe est fortement compatible avec la seconde, mais pas avec
la premiere.

Proposition 2.1.14. Soit G un groupe, et (G;);c; une famille de sous-groupes de G. Alors N;c;G; est
un sous-groupe de G.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que N;c;G; est non vide car il contient eg, et que, pour tout
91,92 € G, (91,92 € Nie1Gi) & (Vi€ L, 91,92 €Gy) = (Vi€ I, g1.95" € Gy) & (9195 € MierGs). O

Remarque 2.1.15. A I'inverse, la réunion de deux sous-groupes n’est que trés rarement un sous-groupe. Par
exemple, dans R? vu comme un R-espace vectoriel de dimension 2, les sous ensembles E; := {()\, 0)|Xe
R} et Ey := {(0,\) | A € R} sont chacun des sous-groupes de (R?,+), mais E1 U E; ne l'est pas car
(1,0),(0,1) € Fy U E5 mais (1,1) = (1,0) 4+ (0,1) ¢ E1 U Es.

Définition 2.1.16. Soit G un groupe et X C G, on note (X) l'intersection de tous les sous-groupes de G
contenant X. Lorsque X est décrit explicitement, on omettra les accolades dans P'écriture (X); ({a, b, c})
sera par exemple écrit (a, b, c).

Proposition 2.1.17. Soit G un groupe. Pour tout X C G, (X) est un sous-groupe de G, contenu dans
tout sous-groupe de G contenant X.

Remarque 2.1.18. Le sous-groupe (X ) est donc le plus petit sous-groupe de G contenant X ; on lappelle
souvent sous-groupe engendré par X.

Démonstration. Le fait que (X) soit un groupe est une conséquence directe de la proposition [2.1.14] et
la seconde affirmation est une conséquence directe de la définition de (X). O

Ezemples 2.1.19.

e Pour tout groupe G, on a (G) = G et (B) = (e

) = {e}.
e Dans Z, on a (2) = 27, (2,4) = 27 et (2,3) = Z.
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e Dans M,,(R), pour tout 1 <4,j < n, on note E; ; la matrice n’ayant qu’un seul coefficient non nul,
1 en position (i,7). Dans (My(R),+), on a alors (E;; | 1 <4,j <n) = M,(R), tandis que dans
(GLn(R), .), (Id+ E;; | 1 <i#j <n) =SL,(R).

Proposition 2.1.20. Soit G un groupe et X =: {g; | ¢ € I'} une famille non vide d’éléments de G. On a
alors
(X) = {gfllgfjgf’“ | k € Nyiy,ia, ... ix € I,e1,62,... 6, € {£1}},

k

avec la convention qu’un produit vide vaut eg.

Démonstration. Notons H := {gfllgf;gf: | k€ Nyiy,do,... 0, € I,e1,69,...,6k € {:l:l}}. Puisque X C
(X) et par stabilité du sous-groupe (X) par produit et prise d’inverse, il est clair que H C (X). mais
réciproquement, H contient eg comme produit vide, et il est clairement stable par produit et prise
d’inverse ; ¢’est donc un sous-groupe de G. De plus, il contient X, on en déduit que (X) C H. O

Définition 2.1.21. On dit que X C G est une partie génératrice d’'un groupe G si (X) = G.

2.1.2 Morphismes de groupes

Définition et propriété élémentaires

L’idée fondamentale de la théorie des groupes est de pouvoir comparer des ensembles dont les éléments
se comportent de maniere similaire vis-a-vis d’opérations donnés, quand bien méme les ensembles sont
d’origines tres différentes. Il faut, pour cela, avoir une notion d’applications entre groupes qui respectent
les dites structures de groupes.

Définition 2.1.22. Soit GG1, G2 deux groupes dont on notera respectivement *; et %o les lois de com-
position interne. On dit qu’une application f : G; — G2 est un morphisme de groupes si, pour tous

91,92 € G1, on a f(g1 %1 g2) = f(g1) *2 f(g2)-
Plus précisemment, on parlera méme

e de monomorphisme (de groupes) si f est injective;
e d’épimorphisme (de groupes) si f est surjective;
e d’isomorphisme (de groupes) si f est bijective;
e d’endomorphisme (de groupe) si G1 = Ga;
o d’automorphisme (de groupe) si G1 = G5 et que f est bijective.
Définition 2.1.23. On dit que deux groupes G; et G sont isomorphes si il existe un isomorphisme de
groupes f : G; — G2. On note alors G; = Gs.

Remarque 2.1.24. On considére généralement que deux groupes isomorphes représentent le “méme”
groupe. Un isomorphisme entre eux correspond en effet a un renommage des éléments de G; par ceux
de G4, mais le comportement des éléments entre eux reste le méme. De fait, on ne considere souvent les
groupes qu’a isomorphisme pres.
Ezxemples 2.1.25.
e Pour tout groupe G, les applications
G — G G — {e}
Idg: et Triveg:
g — g g — e
sont, respectivement un automorphisme et un épimorphisme de groupes.
e Pour tout groupe m € N*, I'application

7 — 7 Zlng, — Zlng,

mult,, : et mult, :

— m.k k — .k

sont des endomorphismes de groupe.
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e Les applications

R — R Rt — R
exp: et In:
r — €F x +— In(z)

sont des isomorphismes entre (R, +) et (R%, .). De méme,
cC — C

exp:
z — e*

est un épimorphisme de groupes entre (C,+) et (C*, .).
e Pour K =R ou C, l'application
GL.(K) —  K*
M —  det(M)

det:

est un épimorphisme de groupes.

Proposition 2.1.26. Pour tout morphisme de groupes f : G; — Ga, on a f(eg,) = eq, et f(g7!) =
f(g)~! pour tout g € Gy. Plus généralement, on a f(g") = f(g)" pour tout n € Z.

Démonstration. On a f(eq,) = f(ec,-eq,) = flec,)-f(ec,) et donc f(eq,) = eq, d’apres le lemme[2.1.6]
Et pour tout g € G, on a f(g).f(¢g71) = f(g.971) = f(eg,) = eq,, ce qui, d’apres le corollaire suffit
pour dire que f(g~!) = f(g)~!. La derniére affirmation se prouve par récurrence pour n € N puis, pour

nZ\ N, en remarquant que f(g") = f((g7")™") = f((g7") "= (f(9) ) " = flo)™ O

Noyaux et images

Définition 2.1.27. Pour tout morphisme de groupes f : G; — G2, on définit son noyau comme Ker(f) =
f~(eq,) et son image comme I'ensemble Im(f) = f(G1).

Une propritétés essentielle de la théorie des groupes est la suivante :

Proposition 2.1.28. Un morphisme de groupes f : G; — G2 est injectif ssi Ker(f) = {eg, }.

Démonstration. Si f est injectif, on a clairement Ker(f) = {e¢g, }. Réciproquement, supposons Ker(f) =

{ec,} et considérons g1,92 € G tels que f(g1) = f(g2). On a alors f(g; .92) = f(g1) " flg2) =
f(91) " f(g1) = eq, et donc g;t.g2 € Ker(f) = {eq,}. On en déduit que g;*.go = eq, et donc que

91 = g O
Ezemples 2.1.29. En reprenant les notations des exemples plus haut, on a :

e Ker(Idg) = {eq} et donc Idg injectif, mais trivg ne Uest que si G est trivial, car Ker(trivg) = G;

e Ker(mult,,) = {0} donc mult,, injectif, mais mult;,, ne le sera que si pged(n,m) = 1 car on peut
montrer que Ker(mult;,) est engendré par la classe de m dans Z/nZ?

e dans R, e” = 1 ssiz = 0, donc exp : R — R est injective, mais sur C, e* = 1ssi z € {2k7i | k € Z},
donc exp : C — C* n’est pas injective;

e Ker(det) = SL, (K), donc det n’est injective que si n = 1.

Les morphismes de groupes peuvent également étre utiles pour construire de nouveaux sous-groupes.

Proposition 2.1.30. Soit f : G; — G2 un morphisme de groupes. Pour tout sous-groupe Hy C Ga,
f~1(H3) est un sous-groupe de G ; et pour tout sous-groupe H; C Gy, f(Hi) est un sous-groupe de Go.
En particulier, Ker(f) et Im(f) sont respectivement des sous-groupes de G et Gs.
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Démonstration. Montrons que f~!'(Hy) C G; est un sous-groupe. Pour cela, on considere g1,g2 €
f~Y(Hs), on a alors f(g1), f(g2) € Ha, et donc f(g1.95") = f(g91)-f(g2)~" € Hy. On en déduit que
g1.95 2 € f~1(Hs), montrant donc que f~*(Hy) est bien un sous-groupe de G;.

Considérons maintenant g1,g2 € f(Hp); il existe donc hy,hy € Hy tels que g1 = g(h1) et go = f(ha).
Mais alors g1.95 1 = f(h1).f(h2)™t = f(hi.hy") € f(Hy) puisque hy.hy? € Hj. O

Composition de morphismes

Proposition 2.1.31.
e Sif1:Gy = Gyet fo: G — G3 sont deux morphismes de groupes, alors fs o fi : Gi — G3 est
aussi un morphisme de groupes.
e Si f:G1 — Gy est un isomorphisme de groupes, alors f~! : Go — G1 est aussi un morphisme de
groupes.

Démonstration. Pour la premiere affirmation, notons *i, *9 et *x3 les lois de composition internes de Gy,
G et G3, et considérons ¢;, g2 € G1. On a alors

(f2of1)(g1%192) = f2(f1(g1%192)) = f2(f1(g1)*2f1(g92)) = f2(f1(91))*sf2(f1(g2)) = (f20f1)(91)*3(f20/1)(g2)-

L’application f; o f1 est donc bien un morphisme de groupes.

Pour la seconde, il suffit d’observer que, pour tout g1,g2 € Go, on a

FOF M) %1 7 92)) F(F M (a0) #2 F(F M (92)) = 91 %2 92 = F(f " (g1 %2 92))-
Par injectivité de f, on a bien f=1(g1 *2 g2) = f~1(g1) *1 £~ (g2)- O
Corollaire 2.1.32. Pour tout groupe G, (Aut(G),O)7 ot Aut(G) := {automorphisme de G}, est un

groupe.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, la composition définie bien une application de Aut(G)x
Aut(G) dans Aut(G). Celle-ci est bien associative car, pour tout fi, fa, f3 € Aut(G) et tout g € G, on a

(f1 o(f20f3))(9) = fu <f2 (fg(g))) - ((f1 o f2) © f3)(g). Elle admet un élément neutre, a savoir Idg. Et

tout élément f € Aut(G) admet bien un inverse, & savoir f~1, qui est encore bien dans Aut(G) d’apres
la proposition précédente. O
Terminons cette partie par une mise en abyme.

Définition 2.1.33. Soit G un groupe. On dit 1’ € G est le conjugué de h € G par g € G si h' = g.h.g L.
On dit aussi que h' est obtenu & partir de h par conjugaison.

Proposition 2.1.34. Soit G un groupe. Pour tout g € G, 'application

G — G
conjy, o
— g.h.g

est un automorphisme de G, et 'application

G — Aut(G)
conj: )
> conj,

est un morphisme de groupes.
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Démonstration. Soit g € G. Montrons que conj, est un morphisme de groupe. Pour tout h1,hs € G, on
a en effet
conj, (hy.he) = g.h1.hog = g.h1.g  g.ho.gTt = conj, (hy).conj, (ha).

Mais par ailleurs, pour tout g1, g2 € G et tout h € G, on a aussi

(conj,, o conj,, )(h) = conj,, (92.h.95") = g1.92.h.95 .91 " = (91.92)-h-(g1.92) " = conj,, ,, (h).

On en déduit
e d’une part, que pour tout g € G, conj, o conj,—1 = conj, ,—1 = conj,, = Idg, donc que conj, est
inversible, et donc que conj, € Aut(G);
e d’autre part, que conj est en effet un morphisme de groupes.

O

Remarque 2.1.35. L’application conj : G — Aut(G) n’est en général pas surjective. On note parfois Int(G)
son image, et ses éléments sont appelés automorphismes intérieurs de G.

2.1.3 Groupes quotient

Proposition 2.1.36. Soit G un groupe et H C G un sous-groupe. La relation ~py définie sur G par
g1 ~H g2 & 91.92_1 € H est une relation d’équivalence.

Démonstration. La relation est réflexive car H contient 1’élément neutre et donc, pour tout g € G,
g.g~! = e € H. Elle est symétrique car H est stable par inverse et donc, pour tous g1, g € G, gl.ggl €
H & (gl.ggl)_1 ceH <& gz.gfl € H. Elle est transitive car H est stable par loi de composition interne
et donc, pour tout g1,92,93 € G, 91-95 ' 92-95 = = 91.95 -92-95 = 91.95 ' € H. O

Remarque 2.1.37. Plus précisément, on a défini ici la notion de classe a4 droite d’un élément par rapport
4 H. En posant g ~p g2 < g; *.g2 € H, on définit la notion de classe a gauche. Ces deux notions sont,
en général, différentes. Pour ce qui suit, nous pouvons néanmoins librement utiliser I'une ou l'autre.

Proposition 2.1.38. Soit G un groupe et H C G un sous-groupe. Pour tout g € G, la classe d’équivalence
g de g pour ~g est H.g := {h.g | h € H}. En particulier, e = H.

Démonstration. On travaille par double inclusion. Si ¢’ € g, c’est que ¢’ ~p g et donc que h :=g'.g7 ! €
H. Mais alors ¢’ = h.g € H.g. Réciproquement, si ¢’ = h.g avec h € H, alors ¢'.g"' € H et ¢’ € 3. O

Dans le cas d’un groupe G fini, cette relation d’équivalence a une tres forte conséquence sur les cardinaux
possibles des ses sous-groupes.

Définition 2.1.39. Pour tout groupe G et tout sous-groupe H C G, on appelle indice de H dans G le
cardinal, noté [G : H|, de ensemble des classes d’équivalence pour la relation ~p.

Théoréme 2.1.40 (Lagrange). Si G est un groupe fini et H C G un sous-groupe, alors |G| = [G : H]|.|H]|.
En particulier, |H| divise |G|.

Démonstration. La relation d’équivalence ~g donne une partition de G en ses classes d’équivalence. Or
d’apres la proposition précédente, application (h +— h.g) donne une bijection entre H et § pour tout
g € G. On en déduit que chaque classe possede |H| éléments et on a donc |G| = [G : H].|H|. O

Ezemples 2.1.41.
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e Les sous-groupes de Z/4Z ne peuvent avoir que 1, 2 ou 4 éléments, mais pas 3. Or un sous-groupe
de cardinal 1 ou 4 ne peut étre, respectivement, que le sous-groupe trivial ou le groupe tout entier.
On en déduit que les seuls sous-groupes non évidents ne peuvent étre que de cardinal 2. Un tel
sous-groupe contient de fait 0 et un autre élément k; on vérifie rapidement que seul {0,2} est
effectivement un sous-groupe.

e Un groupe G tel que |G| soit un nombre premier ne possede que deux sous-groupes, {e} et G.

Maintenant que I'on a une relation d’équivalence, il est tentant de considérer I’espace quotient. Puisque
clairement, g ~g e & g € H, cela revient a vouloir “annuler” tous les éléments de H. La question est de
savoir s’il est possible de le faire tout en préservant une structure de groupe. La réponse est en général
non.

Ezemple 2.1.42. Considérons SLy(Z) C GLy(R). Il s’agit bien d’un sous-groupe car SLy(Z) est clairement
stable par produit, et la formule

a b\ ' 1 d —b\ '
c d ad—bc\ —c¢ a

montre que c’est également stable par prise d’inverse. Supposons maintenant que la multiplication dans
GL2(R) soit compatible avec ~sL,(z) (que I'on notera dans suite ~) et notons

1 1 1 0
am (3 Y (1),

Puisque A € H, on a A ~ Id et 'on devrait donc avoir B.A ~ B, c’est-a-dire B.A.B~! € SLy(Z). Or
10 11 1 0 11
~1 — 2
B.A.B _<02).<0 1).<0 §> <0 1>¢SL2(Z).

En généralisant cet exemple, on voit que, pour que la loi de composition interne soit compatible avec
I'espace quotient, il faut que, pour tout h € H et tout ¢ € G, on ait g.h ~p g, c’est-a-dire g.h.g~' € H.
Cela motive la définition suivante.

Définition 2.1.43. Soit G un groupe et H C G un sous-groupe. On dit que H est distingué, s’il est
stable par conjugaison, c’est-a-dire si pour tout h € H et tout g € G, on a g.h.g~* € H. On note alors
H«adG.

Remarque 2.1.44. Nous avons évoqué, dans la remarque [2.1.36] 1'existence de classes a droite et & gauche.
Un sous-groupe H C G est en fait distingué ssi, pour tout élément de G, ses classes a droite et & gauche
vis-a-vis de H sont identiques. Autrement dit, les sous-groupes distingués sont ceux pour lesquels la
relation d’équivalence ~p est globalement bien définie.
Ezxemples 2.1.45.
e Pour tout groupe G, {e} et G sont des sous-groupes distingués.
e Si GG est un groupe abélien, alors tout sous-groupe H C G est distingué car, pour tout h € H et
tout g€ G,onag.hg '=hgg '=hecH.
e D’apres ce qui précede, SLy(Z) n’est pas un sous-groupe distingué de GL3(R), mais SLy(R), lui,
I’est d’apres la proposition qui suit.

Proposition 2.1.46. Pour tout un morphisme de groupes f : G3 — Ga, le noyau Ker(f) C Gy est un
sous-groupe distingué.
Démonstration. Soit h € Ker(f) et g € G1, on a f(g.h.g7') = f(g).f(h).f(g7) = f(9).-f(g) L =e. O

Remarque 2.1.47. Au contraire du noyau, I'image d’un morphisme de groupe n’est pas forcément dis-
tingué, autrement tout sous-groupe serait distingué puisque pour H C G, on peut toujours considérer

I'inclusion
H — G

h ~— h
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qui est évidemment un morphisme de groupes et dont 'image est H. Or nous avons déja vu un exemple
de sous-groupe non distingué.

Proposition 2.1.48. Soit G un groupe. Pour tout un sous-groupe distingué H <1G, la loi de composition
interne de G est compatible avec ~g dans le sens ol si g1, g2, 91, g5 € G vérifient g1 ~g g1 et g1 ~u g5,
alors g1.92 ~u 91-95-

Démonstration. 1l suffit de remarquer que

_ -1 -1 —1 -1 -1 —1 1y -1
(91-92)-(d1-92) " = g1.92.95" .91 =g1.91 -G192.95 91 =(91:91 )-(91-(92-92" )91 )

car gg.géfl € H, puisque gs ~p g5, et donc g’l.(gg.géfl).g’fl € H puisque H est distingué; et par

ailleurs ¢1.g, " € H puisque g1 ~g g} O

Définition 2.1.49. Pour tout sous-groupe H <1 G d’un groupe G, on définit le groupe quotient G/H
comme ['espace quotient pour la relation d’équivalence ~ g, muni de la loi de composition interne induite
par celle de G via la formule g, *GJy 92 1= 91 %G G2 ou g dénote la classe d’équivalence de g € G.

Proposition 2.1.50. Pour tout sous-groupe H <1 G d’un groupe G, G/H est un groupe, et la surjection

naturelle
G — G / I
TH .
g g

est un morphisme de groupe.

Démonstration. Toutes les vérifications sont immédiates. La loi est associative car, pour tout g1, g2, g3 €
G, on a (g1.92).93 = (91-92)-93 = 91-(92-93) = G1-(.93). Elle admet € comme élément neutre puisque,
pour tout g € G, e.g=e€.g =g = g.e = g.e. Et tout élément g € G/ H admet un élément neutre, a savoir

gL, puisque g lg=g lg=e=gg =79

Enfin, Papplication 7y est un morphisme de groupe car, pour tout ¢1,92 € G, mu(g1.92) = G1-92 =
91-92 = 7r(91) 7 (92)-

O

Ezemples 2.1.51.
e Pour groupe G, G et {e} sont distingués. La relation ~¢ identifie tout le monde, il n’y a donc qu’une
seule classe d’équivalence et G/G = {€}. Deux éléments ne sont par contre équivalents pour ~ .
que s’ils sont égaux, il y a donc autant de classe d’équivalence que d’élément dans G et G/{e} =G.

e Pour tout n € N*, (Z/nZ, +) est le groupe quotient de Z par son sous-groupe nZ. Ce dernier est
bien distingué car Z est abélien.

Le théoreme suivant est sans doute le plus important en théorie des groupes.

Théoréme 2.1.52 (premier théoréme d’isomorphisme). Tout morphisme de groupes f : G; — G induit

un isomorphisme f : Gl/Ker(Gg) — Im(f) définie, pour tout g € Gy, par f(g) = f(9).

Démonstration. Montrons déja que f est bien défini, c’est-a-dire que f(g) ne dépend pas du choix du
représentant g € G. Considérons donc g’ un autre représentant de la classe de g. On a alors ¢'.g7' €
Ker(f) et donc e = f(g'.g7%) = f(¢').f(9)~ !, autrement dit f(¢’) = f(g). De plus, par définition de
Im(f), f va bien dans dans Im(f), et elle est méme surjective. Il ne reste donc plus qu’a montrer que f

est injective. Mais si g € Ker(f), c’est que f(z) = eg,, donc que x € Ker(f), et donc que g = €g,. O
Ezemples 2.1.53. Reprenons les situations des exemples 2.1.50]
e OnaKer(Idg) = {e} et Im(Idg) = G, on en déduit donc que Idg : G/{e} — G est un isomorphisme.
e On a Ker(Trivg) = G et Im(Trive) = {e}, on en déduit donc que Trive : G/G — {e} est un

isomorphisme.
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e Pour n € N*, considérons 'application

7z — C*
exp,, : pirr -
k — en

On a Ker(exp,,) = nZ et Im(exp,,) = U,,, ensemble des racines n'®™® de I'unité. On en déduit que
exp,, Z/nZ — U,, est un isomorphisme.

2.2 Un exemple important : les groupes de permutation

2.2.1 Définition et généralités

Nous allons maintenant étudier plus en détail une famille importante de groupes finis.

Définition 2.2.1. Pour tout ensemble X, on note &(X) I'ensemble des bijections de X dans lui-méme;;
et pour tout n € N* on note &,, := &([1,n]). On appelle permutations leurs éléments.

Notation 2.2.2. Lorsque X := {z1,...,2,} est un ensemble fini, on peut représenter tout élément
o € 6(X) par le double vecteur suivant :

(ot oty 0 uiy):

a b c ¢ 1 2 3
c b a ¢ 2 1 4

représentent respectivement les bijections

Ainsi

W
N——

1,2,3,4) — {1,2,3.4

bl 3 et s} = (o
et 2 — 1
b : b 3 — 4
¢ a 4 s 3

S’il n’y a pas d’ambiguité sur 'ensemble sous-jacent X, on pourra omettre les colonnes des éléments
i . - a c
laissés fixes. Le premier exemple s’écrira alors ¢ a )

Proposition 2.2.3. Pour tout ensemble non vide X, (G(X ), o) est un groupe, lequel est non abélien ssi
| X] > 3.

Démonstration. Nous avons déja vu qu’il s’agissait d’un groupe. Si | X| > 3, alors il existe trois éléments
distincts a,b,c € X et on peut vérifier directement que

(5202 )-(3 ¢ 5
()3 0)-(00)

Par contre, si |X| =1, 6(X) est le groupe trivial; et si | X| = 2, &(X) ne contient que deux éléments,
I'identité et la bijection qui échange les deux éléments. Dans les deux cas, &(X) est abélien. O

o
N———

tandis que

o

S
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Proposition 2.2.4. Si ¢ : X7 — X5 est une bijection, alors I’application
. S(Xy) — S(X2)
Tf o plofop

est un isomorphisme de groupes. En particulier, si X est un ensemble fini, alors &(X) est isomorphe a
S x|

Démonstration. Pour fi, fo € 6(X;), on a

Fo(fiofa)=¢ o fiofaop=9ptofiopop o frop=F,(fi)oF,(f2),
F, est donc un morphisme de groupes qui est clairement bijectif, car d'inverse F,-1.

Pour montrer la seconde affirmation, il suffit de considérer une bijection qui numérote les éléments de X
de 1 a|X]|. O

Par la suite, nous nous concentrerons donc sur 1’étude de S,,. Ces derniers sont des groupes finis :
Proposition 2.2.5. Pour tout n € N*, &,, est un groupe fini de cardinal n!.
Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, G,, ne contient qu'un

seul élément, a savoir l'identité. Supposons maintenant le résultat vrai au rang n — 1 et considérons
Iapplication

Gn — 6nfl
1 - i—1 i i41 -+ n—1 n . 1 - i—1 i i+l - n—2 n—1
kl e ki—l n ki—i—l e kn—l kn kl co ki—l kz’+1 k11+1 e kn—l kn

qui enleve les deux m, ou qu’il soit sur la seconde ligne. Chaque élément de &, 1 a exactement n
antécédents, obtenus en rajoutant n au bout de la premiere ligne, et en insérant n quelque part sur la
seconde ligne. On en déduit que |&,| = n.|6,_1], ce qui par hypotheése de récurrence, donne |&,| =
n.(n— 1) =nl O

Mais parmi les groupes finis, ils possedent méme un certain caractere universel :

Théoréme 2.2.6 (Cayley). Tout groupe fini G est isomorphe a un sous-groupe de &g

Démonstration. 11 suffit de considérer ’application

_ G — &(G)
¢ g — (h—gh)

Pour tout g € G, £g(g) est en effet une bijection, d’inverse g (g~ 1) ; et on vérifie facilement que, pour
tout g1, 92 € G, on afg(g1)o&a(g2) = €c(g1.92). Lapplication &g est donc un morphisme de groupe dont
le noyau est trivial. En effet, si g € Ker(¢¢), alors g.e = (6(g))(e) = Idg(e) = e et donc g = e. D’apreés
le premier théoréme d’isomorphisme, on en déduit que G est isomorphe & Im(£g) qui est un sous-groupe
de &(X). Pour obtenir le résultat avec &g/, il suffit de composer {g avec un isomorphisme entre &(G)
et 6|G\~ O
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2.2.2 Description des éléments

Fixons maintenant n € N* et étudions maintenant plus en détail les éléments de &,,.

Définition 2.2.7.

e On appelle support d’une permutation o € &,, 'ensemble supp(o) des éléments k € [1,n] tels que
o(k) # k.
e On dit qu’'une permutation o € &,, est un cycle ou une permutation circulaire si supp(c) # 0 et,

pour tous ki, ks € supp(o), il existe i € N tel que o?(k1) = ko. On appelle alors longueur du cycle
le cardinal de son support.

Ezxemples 2.2.8.
1
2

\V]

e La permutation oy := ( i) ) est un cycle car supp(oy) = {1, 2,3} et, en itérant oy, on a

w

152253251

. 1 . s
e La permutation oy := < 3 g g 411 Z ) Pest aussi car supp(o1) = {1,3,4,5} et, en itérant oo,
on a
12325 2421
. 123 4\
e La permutation o3 := 9 1 4 3 )0 est, par contre, pas un cycle car supp(os) = {1,2,3,4}
et, en itérant o3, on obtient
155251 et 3254253,

impossible donc d’obtenir, par exemple, 4 en partant de 2 ou 1 en partant de 4. On peut toutefois

remarquer que os est le produit de deux cycles, ( ; ? ) et ( Z ;L ), lesquels ont des supports

disjoints ; ceci est un fait général !

Proposition 2.2.9. Toute permutation est un produit, éventuellement vide, de cycles a supports dis-
joints.

Démonstration. Montrons par récurrence généralisée sur le cardinal s € N du support que toute permu-
tation o possede une décomposition en produit de cycles dont les supports sont disjoints et contenus dans
le support de o. Seul I’identité a un support vide, et le produit est alors le produit vide. Supposons main-
tenant le résultat vrai pour les permutations dont le support contient au plus s éléments et considérons
une permutation o € &,, avec |supp(c)| = s+ 1. On a alors s + 1 > 1, supp(c) n’est donc pas vide et
on peut fixer un élément kg € supp(c), par exemple son plus petit élément. Considérons alors la suite
(ki)ien = (Ui(kl))iEN des images itérées de z1 par o. Cette suite est périodique. En effet, N étant infini
mais pas [1,n], il existe forcément i; > iz € N tels que k;, = k,, c’est-a-dire tels que o' (k1) = 0?2 (ky).
Mais puisque o est bijective, on obtient alors que k;, ;, = 027% (k) = k; en composant par o~ ; on en
déduit que {z eN* | k; = ko} n’est pas vide et qu’on peut en considérer p, son plus petit élément. Alors,
en composant par o7 pour tout j € N, on obtient que 0777 (k;) = o7 (ky), c’est-a-dire que kjy, = k;. La

suite est donc p—périodique et, par minimalité de p, les éléments ko, k1, ..., k,—1 sont tous distincts. On
o . ko k1 oo kpe - .. .
définit alors la permutation ¢y := ko kl Z 1 et on pose o' = c Lo o ; on vérifie aisément
1 kg e .
que ¢; est un cycle et que supp(o’) = supp(o)\{k1, ..., kp—1}. En particulier, |[supp(c’)| < |supp(o)| < s;
par hypothese de récurrence, il existe donc des cycles co, ..., ¢, a supports disjoints, tous contenus dans
supp(c’) tels que 01_1 oco=0 =cpo---¢.. On a alors 0 = ¢y ocg 0 --- 0 ¢, avec toutes les conditions
voulues. O
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Remarque 2.2.10. Deux cycles a supports disjoints commutent, ’ordre des cycles n’a donc pas d’impor-
tance. Hormis cet ordre, la décomposition en produit de cycles a supports disjoints d’'une permutation o
donnée est unique. Les supports des cycles sont en effet déterminés comme les classes d’équivalence de la
relation d’équivalence définie par ki ~ ko < 3i € Z, ko = 0% (ky), et chaque cycle ¢ est alors défini, pour
tout k € [1,n], par

= {30 g

Notation 2.2.11. En reprenant les idées de la preuve de la proposition [2.2.9] on observe que, pour tout
cycle ¢, on peut choisir un élément ky dans son support et décrire entierement ¢ par la suite

(& (& C
ko—)kl—)“'—)kp,l

des images itérées de kg par c¢. On peut donc, de maniere efficiente, noter ¢ par (k0k1 -+ kp_1). Puisque
toute permutation (non triviale) o s’écrit comme produit de tels cycles, on peut alors noter o en
concaténant les cycles qui la compose en omettant le signe o.

Ezemples 2.2.12. En reprenant les notations des exemples on a oy = (123), o2 = (1354) et 03 =
(12)(34).

Remarque 2.2.13. La notation ci-dessus pour un cycle dépend du choix d’un élément kg, mais choisir un
autre élément aura simplement ’effet de permuter cycliquement les éléments. Par exemple (123), (231)
et (312) représentent tous le méme cycle.

Parmi les permutations, les cycles sont des éléments simples, mais suffisamment généraux pour engendrer
tout &,,. On peut encore optimiser cela. Pour cela, regardons les cycles qui fixent un maximum d’éléments.
A D’évidence, il n’existe pas de permutation dont le support est de cardinal 1, le plus petit cardinal est
donc 2.

Définition 2.2.14. On appelle transposition tout cycle de longueur 2, c’est-a-dire toute permutation
(k1k2) qui ne fait qu’échanger deux éléments k1 # ko € [1,n]. Et on dit que la transposition est
élémentaire si k1 et ko sont deux entiers consécutifs.

Proposition 2.2.15. Tout élément de &,, est un produit de transpositions élémentaires, c’est-a-dire
& = ({(i+1) | 1<i<n}).

Démonstration. D’apres la proposition[2:2.9] &,, est déja engendré par les cycles, il suffit donc de montrer
que tout cycle s’écrit comme produit de transpositions élémentaire. Mais commencons par montrer qu’ils
sont déja des produits de transpositions par récurrence sur la longueur s du cycle. Comme remarqué
précédemment, la plus petite valeur pour s est 2, le cycle est alors lui-méme une transposition. Supposons
maintenant le résultat vrai pour un cycle de longueur s — 1 et considérons un cycle ¢ = (ky---k;s)
de longueur s. Un calcul direct montre alors que ¢’ := s o (kg ks) = (k1---ks—1), par hypothese de
récurrence, il existe donc des transpositions 71,...,7 tels que ¢ = 77 0 --- 7. et on en déduit que ¢ =
71070 (k- ks_1) apres avoir observé qu’une transposition est toujours son propre inverse.

Pour conclure, il ne reste plus qu’a remarquer que, pour tout 1 < k; < ke < n, on

(klkg) = (kil(k’1 + 1)) o ((k‘l + 1)(]{}1 + 2)) 0:++0 ((k‘g — 2)(1{:2 — 1)) o ((/C2 — 1)]{}2) o
O((k‘g - 2)(1{72 — 1)) 0---0 ((k‘l + 1)(k‘1 + 2)) o (k‘l(kl + 1))

O

Remarque 2.2.16. La proposition [2.2.15| est conforme & l'intuition. Permuter les entiers entre 1 et n, cela
correspond a les réarranger, et pour réaliser “a la main” ce réarrangement, nous procédons naturellement
a une suite de transpositions. Plus précisemment, alors que nous déplagons un entier de son ancienne a
sa nouvelle place, celui-ci échange successivement sa place avec son prédécesseur ou son successeur.
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2.2.3 Signature

On fixe ici n € N*\ {1}.

Nous venons de montrer que les groupes de permutation étaient engendrés par les transpositions. Utilisons
ce fait pour montrer le résultat suivant.

Lemme 2.2.17. Si G est un groupe abélien, alors tout morphisme de groupes f : &,, — G est entierement
déterminé par f((12)).

Démonstration. On commence par remarquer que la valeur de f en (12) impose la valeur de f sur toute
transposition. Considérons pour cela (k1ks), avec 1 < k1 < ko < m, et montrons qu’il existe o € &,, telle
que (kikz) =0 1o (12) o0 :

e siky > 2, alors {k1,k2} N{1,2} =0 et il suffit de prendre o = (1k1)(2k2);

e si ky =2, alors ko ¢ {1,2} et on peut prendre o = (1kg);

e si ky =1 et ky > 2, alors on prend o = (2k3) ;

e si ki =1 et ko = 2, alors on peut prendre o = Id.

Des lors, on a

F((kik) = F(o 0 (12) 00) = f(0) " ((12))-F(0) = F(0) (o). £ ((12)) = £((12))
puisque G est abélien.

Pour une permutation o quelconque, il ne reste plus qu’a 'exprimer comme produit de transpositions
T10--- 07, al'aide de la proposition [2.2.15 On obtient alors f(c) = f(71). -+ .f(7) = f((lQ))T. O

Corollaire 2.2.18. Il existe un unique épimorphisme de groupe allant de &,, a Z/QZ.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, il ne peut exister que deux morphismes de groupes
entre &,, et Z/97, distingués par le fait d’envoyer (12) sur 0 ou 1. Dans le premier cas, le morphisme est
I'application trivial envoyant tout le monde sur 0; seul le second cas est donc sucseptible de produire un
épimorphisme. Il ne reste plus qu’a montrer qu’un tel morphisme existe. Or le détail de la preuve de la
proposition [2.2.15 donne méme plus : si un tel morphisme existe, on sait qu’il doit envoyer nécessairement
o=Ti0--0T.sur 1 +---+1 =7, c’est-a-dire sur la parité du nombre de transpositions nécessaire pour
—_———
r fois
décrire . Montrons que cette quantité est bien définie, ¢’est-a-dire que siTyo---o7, =g =7{0---07/,,
alors ' = r [2]. Pour ce faire, nous allons montrer que r a la méme parité que le nombre d’inversions
de o, c’est-a-dire le nombre de couples (i,5) € [1,n]? tels que i < j mais (i) > o(j); cette derniere
quantité ne dépendant pas de la décomposition, cela montrera le résultat. Procédons par récurrence sur
le nombre s de transpositions élémentaires nécessaire pour décrire o. Si s = 0, alors o = Id et le résultat
est vrai. Supposons le résultat vrai pour un produit de s — 1 transpositions élémentaires et considérons
oc=T0---0Tg, OU les 7; sont des transpositions élémentaires. On pose ¢’ = 71 0 -+ 0 T4_1 et on écrit
7s = (io(io + 1)) avec ig € [1,n —1]. On a donc o(ip) = o’ (ig + 1), o(ig + 1) = o' (ip) et o(i) = o’ (i) pour
tout ¢ € [1,n] \ {40,% + 1}. On observe alors que
e si(4,7), avec {i,7} N {ip,i0 + 1} = 0, est (resp. n’est pas) une inversion pour ¢, alors il l'est aussi
(resp. ne l’est pas non plus) pour o
e si (i,i9) est (resp. n’est pas) une inversion pour o', alors (7,49 + 1) est (resp. ne l'est pas) pour o ;
e si (4,49 + 1), avec i # ig, est (resp. n’est pas) une inversion pour o', alors (i,ig) l'est (resp. ne l'est
pas) pour c;
e (ig,ip + 1) est une inversion pour ¢’ si et seulement il ne l’est pas pour o;
e si (ip,]), avec j # ig + 1, est (resp. n’est pas) une inversion pour ¢’, alors (ig + 1,7) l'est (resp. ne
Pest pas) pour o ;
e si (ig+1,7) est (resp. n’est pas) une inversion pour o, alors (ig, j) l'est (resp. ne ’est pas) pour o.
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On en déduit que o a une inversion de plus ou de moins que ¢’, & savoir (ig,i9 + 1). Or, par hypotheéde
de récurrence, la parité du nombre d’inversions de ¢’ est congrue & (s — 1) modulo 2, on en déduit que
celle de o est congrue & s — 1+ 1 = s modulo 2. O

Définition 2.2.19.
e On note sign 'unique épimorphisme de groupes allant de &,, vers Z/QZ; et pour toute permutation
o € G, on appelle signature de o la quantité (—1)s&2(@),

e On appelle n'®™¢ groupe alterné le noyau A,, du morphisme sign sur &,,, c’est-a-dire ’ensemble des
permutations de &,, de signature positive.

Application 2.2.20 (jeu de taquin). Le jeu de taquin est composé de 15 petits carrés numérotés de 1 a
15 disposés sur les cases d’une grille carrée de coté 4. Une des cases de la grille est donc vide et chacun
des carrés peut étre déplacé horizontalement ou verticalement d’une case lorsqu’il jouxte la case vide (il
vient donc se positionner sur la case anciennement vide, et son ancienne case devient vide) :

10(15| 5| 4 10]15] 5 10(15] 5 10|15| 5| 4
12(131917 12(131 917 12(131917 12(13
— T — .
6(3P |2 6 3 6|3 63192
118 1]14 1118 1]14 118 1]14 118 1]14
314 112
e 6|7]8 . NN . 56 8
La position initiale est et le but du jeu est d’arriver a la position . A la fin
9 (101112 9 (101112
131415 131415

du XIX®™e gidcle, Sam Loyd proposa une récompense de 1000$ & celui qui résoudrait le probleme. La
récompense ne fut jamais réclamé car le probleme est impossible. En effet, a toute position de la grille, on
peut associer la permutation o € &5 qui envoie k sur le £*™¢ nombre lu en parcourant la grille comme
suit, la case vide ne comptant pas :

4
hJ

Un déplacement de case horizontal ne change pas la permutation associée. Selon I’emplacement de la case
vide, un déplacement vertical peut ne pas la changer ou bien la multiplier par un cycle de longeur 3, 5
ou 7, lesquels s’écrivent comme produit de 0, 2, 4 ou 6 transpositions. Dans tous les cas, la signature de
la permutation n’est pas modifiée. Or la configuration de départ correspond & (12)(58)(67)(1315), dont
la signature vaut 1, tandis que la position d’arrivée correspond & (58)(67)(1315), dont la signature vaut
—1. 11 est donc impossible de passer de 'une & l'autre en n’utilisant que les mouvements autorisés.

3 Anneaux

Inspirée de plusieurs exemples comme la somme sur les entiers, la multiplications des matrices inversibles
ou la composition de bijections, la notion de groupe a permis d’extraire de ces exemples une substantifique
moelle commune, permettant d’axiomatiser ces opérations et d’en abstraire certains calculs. La notion
d’anneau, quant a elle, vise a généraliser les situations oli, comme sur les nombres ou les matrices, deux
opérations cohabitent sur un méme ensemble.
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3.1 Théorie générale
3.1.1 Anneaux et sous-anneaux

Définition 3.1.1. Un anneau est un ensemble A, muni de deux lois de compositions internes, une
addition + : A x A — A et une multiplication . : A x A — A, vérifiant les propriétés suivantes :

e (A,+) est un groupe abélien dont on note 0 I’élément neutre ;

e la multiplication est associative, ¢’est-a-dire a;.(az.a3) = (a;.a2).az pour tous aj,as,a3 € A;

e la multiplication est distributive sur addition, c’est-a-dire aq.(as + a3) = aj.az + aj.a3 et (a1 +

(l2).(13 = ay.a3 + as.a3 pour tous ay,as, a3 € A.

Si, de plus, aj.as = az.a; pour tous aj,as € A, on dit que 'anneau est commutatif. Et si il existe un
élément 1 € A\ {0} tel que 1.a = a.1 = a pour tout a € A, on dit que Panneau est unitaire.

Ezemples 3.1.2.
(Z,+, .), (Q,+, .), (R,+, .) et (C,+, . ) sont des anneaux commutatifs et unitaires.
e Pour tout n € N*, (nZ,+, . ) est un anneau commutatif qui n’est unitaire que si n = 1.

e Pour tout n € N*, (Z/nz, +, . ) est un anneau commutatif qui n’est unitaire que si n > 2. En
particulier {0} = Z/7, et {0,1} = Z/97, sont des anneaux commutatifs, le second étant unitaire,
mais pas le premier.

e Pour tout n € N* et K=R ou C, (./\/ln(K)7 +, . ) est un anneau unitaire, non commutatif si n > 2.

Il en va donc de méme pour (End(E), +, o) pour tout K-espace vectoriel de dimension finie (et
méme de dimension infinie).

e L’ensemble R[X] des polynomes réels & une indéterminé, muni de I’addition et de la multiplication
des polynomes, est un anneau.

e Pour tout anneau A et tout ensemble X, F(X,A) := {f : X — A}est naturellement muni d’une
structure d’anneau, la somme et la multiplication étant définies pour tous f1, fo : X — A par

(fi+ f2)(z) = fi(z) + fa(z) (fi-f2)(x) = fi(x). f2(z)

pour tout & € X. Ce dernier est commutatif et/ou unitaire ssi A I'est. Par exemple, I’ensemble des
applications de R dans R, ou I’ensemble des suites a valeurs complexes forment des anneaux.

Un anneau est donc un groupe abélien pour l'addition, et a ce titre, tous les résultats du précédent
chapitre s’appliquent. La multiplication, quant a elle, n’induit pas une structure de groupe car il manque
en général un élément neutre, et méme si 'anneau est unitaire, il manquera toujours des inverses pour
certains éléments. Toutefois, en regardant le détail des preuves, on peut observer que certains résultats
demeurent.

Lemme 3.1.3. Si A est un anneau unitaire, alors 1’élément unité pour la multiplication est unique.

Notation 3.1.4. Pour tout anneau, il est vraiment classique d’utiliser la notation additive pour ’addition
et la notation multiplicative pour la multiplication.

A Tinstar de la structure de groupe, la structure d’anneau induit naturellement un certain nombre de
regles de calculs.

Proposition 3.1.5. Soit A un anneau. On a

e pour tout a € A, 04.a = a.04 = 04, on dit que 0 est absorbant ;

e pour tous a1, as € A, —(aj.a2) = (—a1).a2 = a1.(—az), et notamment (—ay).(—az) = aj.as;
pour tout a € A et ny,ny €N, a™.a™ = g™ ™2 et (a")"2 = g""2

si A est unitaire, pour tout a € Aet n € Z, n.a = (n.1a).a = a.(n.14);
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e (formule du binéme de Newton) si A est commutatif, pour tout a1,a2 € A et n € N,

n
n . .
(a1 +a)" =3 (z) ay.ay”"

1=0

e (identités remarquables) si A est commutatif, pour tout aj,a2 € A et n € N,
n—1
al —al = (a1 — az). Z al.ay~
=0

Démonstration. Le premier point, on observe que 04.a = (04 +04).a =04.a + 04.a et a.04 = a.(04 +
04) =a.04+a.04 et on utilise le lemmedans le groupe (A, +). La premiere partie du deuxiéme point
provient des égalités aj.as + (—aq1).a2 = (a1 — a1).aa = 04.a2 = 04 et aj.a2 + a1.(—az) = a1.(az — a2) =
a1.04 = 04; le seconde de aj.a5 = —(—aj.a2) = —a;.(—a2) = (—a1).(—ag). Le troisitme se montre par
récurrence sur n comme dans un groupe.

De méme, le quatrieme point se montre d’abord par récurrence pour n € N. Le résultat est en effet
vrai pour n = 0 d’apres le premier point. Et si on suppose le résultat vrai pour n — 1, on a alors
na=(n-1).a+a=((n—1).14).a4+1s.a= ((n—1).1a+14).a = (n.14).a et de méme & droite. Pour
n€Z\N,onana=—(—n).a=—((-n).1la).a=(—(-n).la).a = (n.14).a et de méme & droite.

La formule du binéme de Newton se montre par récurrence sur n € N*. Le résultat est en effet vrai pour
n = 0. On suppose ensuite le résultat vrai au rang n — 1, on a alors

n—1
n—1 ) )
(a1 +a2)" = (a1 4a2).(a; +a2)" ' = (a1 +ap). 1Y i ap i
)
i=0
n—1 1
-1 , , 1 4 A | |
= Z (n 7/ )(a/l + a2)-a11-a/gli]-f’b — (n Z ) ,(al.aﬁ.agiliz + a2.azl.a37172)
=0 i=0
n—1
—1 ] _ _ _
= > (n ; )-(aﬁ“-aS‘l‘z +al.al)
i=0

car A est commutatif. En regroupant les termes selon la puissance de a1, on obtient alors

n = n—1 n—1 i n—i - n i n—i
(a1 +ax)" = Z((i—1>+< ; >>.a1.a2 = Z(i).al.% ,
i=0 i=0

. —1
avec la convention que ("n ) =0; on a en effet

n— n— n—1)! n—1)! n—1)!

(z’—11>+< z’l> - (i—(l)!(;)—i)!+i!(1(1—111i)! - (i—l()!(n—l)l—i)!'(nl—i+1>
_ (n—1)! i+n—i n! _(n
G —=Dl(n—1-19)"i(n—1) il(n —i)! (>

Enfin, les identités remarquables découlent du calcul direct :

n—1 n—1 n—1
i n—i—l _ i n—i—1 _ i+1 n—i—1 _ i n—i
(a1 — az). g aj.ah = g (a1 — ag).aj.aj = g ai"™.ah —aj.aj
i=0 i=0 i=0
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car A est commutatif, et donc

n—1 n—1 n—1
i on—i—1 _ i+l n—i—1 i n—i
(a1 — ag). E aj.ay = E ai"™.ah - E aj.as
i=0 i=0 i=0
n n—1
= g aj.ay” " — g aj.ay”"
i=1 i=0
n—1 n—1
_ n i n—1 i n—1i n o _ .n n
= aj + g ai.Gy — — g a1.G9  — Gy = A7 —Ay.
i=1 i=1
O

Comme pour les groupes, on peut s’intéresser aux sous-ensembles d’un anneaux qui sont eux-méme un
anneau.

Définition 3.1.6. Soit A un anneau. On dit que B C A est un sous-anneau si B est un sous-groupe de
(A, +) stable par multiplication, c’est-a-dire si

e B#(;

e Vai,as € A,a1 —ag € A;

e Yay,as € A,ay.a0 € A.

De plus, si A est unitaire et que 14 € B, on dit que B est un sous-anneau unitaire.

Proposition 3.1.7. Soit (4,4, . ) un anneau. Alors pour tout B C A, B est un sous-anneau (unitaire)
ssi (B,+, . ) est un anneau (unitaire).

Démonstration. On sait déja que (B, +) est un groupe ssi B est un sous-groupe de A pour addition. De
plus, la multiplication étant déja associative et distributive dans A, elle ne peut que le rester dans B ; la
seule question qui reste est donc de savoir si B est stable par multiplication. O

Ezemples 3.1.8.
e Pour tout anneau A, {04} et A sont des sous-anneaux de A.
e On a la suite d’inclusion d’anneaux unitaires

{0}cZcQcRcC.

e Pour tout n € N*, nZ est un sous-anneau de Z qui n’est unitaire que si n = 1.
e On a la suite d’inclusion d’anneaux unitaires

C*(R,R) C --- C C*R,R) C --- € C}(R,R) C C°(R,R) C F(R,R),

ot F(R,R) est ensemble des applications de R de R, C°(R,R) le sous-ensemble des fonctions
continues, C*(R, R) celui des fonctions k fois dérivables, et C>° (R, R) celui des fonctions indéfiniment
dérivables.

Remarque 3.1.9. Comme pour les groupes, on peut montrer qu’une intersection de sous-anneaux est un
sous-anneau et définir une notion de sous-anneau engendré par un sous-ensemble. Dans ce cours, nous
ne développerons toutefois ces notions que pour les idéaux, un cas particulier de sous-anneau, introduit
plus tard.

3.1.2 Inversibilité et intégrité

Dans un anneau, on n’oblige pas tous les éléments a avoir un inverse pour la multiplication, mais cela
n’interdit pas certains d’en avoir. Bien entendu, cela n’a de sens que si A est unitaire.
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Définition 3.1.10. Soit A un anneau unitaire. On dit que a € A est inversible si il existe b € A tel que
a.b=b.a=14. On note A* := {a € A | a inversible}.

Avertissement 3.1.11. Ne pas confondre A* et A* := A\ {04}. On a A* C A*, car 'égalité 04.b = 04
pour tout b € A interdit existence d’un inverse pour 04, mais I'inclusion inverse est en général fausse.

FExemples 3.1.12.
e Pour tout anneau unitaire A, 14 € A*.
e On a Z* = {£1}, mais Q* = Q*, R* =R* et C* = C*.
e Pour tout n € N*, (Z/nz)X ={k | k € Z,pged(k,n) = 1}.
e Pour K =R ou C et tout n € N*, (M,,(K))* = GL,(K).
X

Proposition 3.1.13. Pour tout anneau unitaire A, (A
unité et les inverses sont uniques.

, . ) est un groupe. En particulier, I’élément

Démonstration. Le seul point & vérifier est que A* est bien stable par multiplication. L’associativité et
Iexistence d’un élément neutre découlent en effet du fait que A est un anneau unitaire, et 1’existence
d’inverses de la définition méme de A*. Or si aq,a2 € A, alors ils ont des inverses by,bo € A et on
a (ba.b1).(a1.a2) = ba.(by.a1).a2 = by.14.a2 = ba.az = 14 et pareil pour (aj.as).(b1.b2). On a donc bien
ai.as € A. O
Notation 3.1.14. Si A est un anneau unitaire, alors pour tout a € AX, on note a~! l'inverse de a et,
pour tout n € N, a™™ := (a~1)". dés lors, toutes les régles usuelles de calculs de calcul dans le groupe
A* s’appliquent.

Remarque 3.1.15. On appelle corps tout anneau A tel que A* = A*, c’est-a-dire tel que tout élément
non nul soit inversible. Les anneaux Q, R, C ou F, := Z/pZ, lorsque p est un nombre premier, sont des
corps. L’étude des corps est en soi un domaine important des mathématiques, mais que nous n’aborderons
cependant pas dans ce cours.

Nous avons vu que, dans un anneau A, 04 n’est jamais inversible. C’est en réalité un élément dans une
famille d’éléments non inversibles potentiellement plus grande.

Définition 3.1.16. Soit A un anneau. On dit que a est un diviseur de zéro si il existe b € A* tel que
ab=04 oub.a=0g4.
Ezemples 3.1.17.

e Dans Z, il n’y a aucun diviseur de zéro non trivial.

e Sin € N* n’est pas premier, alors il existe a,b € [2,n — 1] tels que n = a.b et alors @ et b sont des
diviseurs de zéro dans Z/7,.

e Pour K =R ou C et tout n € R*, toute matrice non inversible de M,,(K) est un diviseur de zéro.
Proposition 3.1.18. Dans un anneau, aucun élément ne peut étre simultanément inversible et diviseur

de zéro.

Démonstration. Supposons par ’absurde qu’il existe trois éléments a, a=! et b # 0 tels que a.a™' =1 et
b.a =0. On a alors 0 = b.a.a”' = b.1 = b, ce qui contredit ’hypotheése de non trivialité de b. O

Plus que la non inversibilité, c’est d’étre un diviseur de zéro qui interdit de “simplifier” par un élément.

Lemme 3.1.19. Soit A un anneau et a € A un élément qui ne soit pas un diviseur de zéro. Si a.b = a.c
ou b.a = c.a avec b,c € A, alors b = c.

Démonstration. Si a.b = a.c, alors a.(b — ¢) = a.b — a.c = 04. Mais puisque a n’est pas un diviseur de
zéro, on a nécessairement b — ¢ = 04, et donc b = ¢. On raisonne de méme si b.a = c.a. O
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On comprendra donc I'intérét de travailler dans un anneau qui ne possede pas d’autre diviseur de zéro
que 0 lui-méme : dans un tel anneau, on peut, a 'instar de 7Z, simplifier par tout élément non nul.

Définition 3.1.20. On dit qu'un anneau A est intégre si 04 y est le seul diviseur de zéro.

Ezemples 3.1.21.
e 7 est intégre, mais Z/nZ ne l'est que si n € N* est premier.
e Tout corps est intégre. En particuliers, Q, R et C le sont.

3.1.3 Morphismes d’anneaux

Nous allons maintenant nous intéresser aux applications qui respectent les structures d’anneaux.

Définition 3.1.22. Soit A1, A3 deux anneaux. On dit qu’'une application f : A; — As est un morphisme
d’anneaux si, pour tous ar,az € Ay, on a f(a; +az) = f(a1) + f(az) et f(ai.a2) = f(a1).f(az). Comme
dans le cas des groupes, on pourra préciser la nature de f en parlant

e de monomorphisme (de anneaux) si f est injective;

o d’épimorphisme (de anneauz) si f est surjective;

o d’isomorphisme (de anneauz) si f est bijective;

e d’endomorphisme (de anneau) si A1 = As;

o d’automorphisme (de anneau) si Ay = Ag et que f est bijective.

De plus, si A; et Ag sont unitaires, on dit que f est unitaire si f(14,) = 14,.

Remarque 3.1.23. Tout morphisme d’anneaux est également un morphisme de groupes pour 1’addition.
Cela permet déja de déduire un certain nombre de propriétés, telles que f(04,) = f(04,) ou f injective
si et seulement si Ker(f) := f=1(04,) = {04, }-

Définition 3.1.24. On dit que deux anneaux A; et A, sont isomorphes en tant qu’anneaux si il existe
un isomorphisme d’anneaux f : A; — As. On note alors A; = As.

Remarque 3.1.25. Comme pour les groupes, on peut considerer que deux anneaux isomorphes sont deux
représentations d’un méme anneau abstrait, et on n’étudie en général les anneaux qu’a isomorphisme pres.
Il est toutefois important de préciser qu’on parle alors d’isomorphisme d’anneauz, car si tout isomorphisme
d’anneaux induit un isomorphisme de groupes, la réciproque n’est pas vrai.

Ezxemples 3.1.26.

e Si A est un anneau et B C A un sous-anneau (unitaire), alors l'injection B < A est un monomor-
phisme (unitaire) d’anneaux.

e Pour tout n € N*, I’application
Z — Zlng

k +— k

est un épimorphisme unitaire d’anneaux. Plus généralement, pour tout anneau unitaire A, il existe
un unique morphisme d’anneaux unitaire allant de Z vers A, a savoir

7Z — A

k — k‘.lA .

e Soit X un ensemble et A un anneau. Alors pour tout x € X, ’application

F(X,A) — A

evy:
f — f(@)

est un morphisme d’anneaux.
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Comme pour les groupes, on a les propriétés suivantes :

Proposition 3.1.27.
e La composé de deux morphismes d’anneaux (unitaires) est un morphisme d’anneaux (unitaire).
e Si f est un isomorphisme d’anneaux, alors f~! est également un morphisme d’anneaux.

Démonstration. La démonstration, rigoureusement similaire au cas des groupes, est laissé en exercice. [J

Corollaire 3.1.28. Pour tout anneau (unitaire) A, ’ensemble des automorphismes (unitaires) d’anneaux
de A dans lui-méme forme un groupe pour la composition.

Et la notion de morphisme est toujours liée a la notion de sous-anneau par ce qui suit.

Proposition 3.1.29. Soit A;, A deux anneaux (unitaires), et f : A; — As un morphisme (unitaire)
d’anneaux.

e Pour tout sous-anneau (unitaire) B C Aa, f~!(B) est un sous-anneau (unitaire).
e Pour tout sous-anneau (unitaire) B C Ay, f(B) est un sous-anneau (unitaire).

Démonstration. La encore, la preuve, similaire au cas des groupes, est laissé en exercice. O

3.1.4 Idéaux et anneaux quotients

Si A est un anneau et B C A un sous-anneau, alors (B, +) est un sous-groupe de (4, +), et ce sous-groupe

est distingué puisque (4, +) est abélien. On peut donc considérer le groupe quotient A/ B et se demander

si la mutliplication de A nduit une structure d’anneau sur A/ B- La réponse n’est pas toujours oui. Pour
1

Z C Q, par exemple, on a 1 ~z 2 et pourtant 1.% =35>z 1= 2.%. Plus généralement, pour que A/B

puisse étre un anneau, il faut que OA/B soit absorbant, et donc que a.b ~g b.a ~g 04 pour tout b € B

et a € A, puisqu’alors b ~p 0.

Définition 3.1.30. Soit A un anneau. On dit que I C A est un idéal si (I,+) est un sous-groupe de
(A,+4) et que A.T := {a.x |la€ A,z e I} Cletl.A:= {x.a |la€ Az € I} cl.

Remarques 3.1.31.

e On peut raffiner la définition en parlant d’idéal a droite ou a gauche selon que I'impose seulement
A.I C I ou I.A C I. La définition ci-dessus correspond alors a la notion d’idéal bilatére. Bien
entendu, si A est commutatif, les notions d’idéal a droite, a gauche ou bilatere sont équivalentes.

e Un idéal (& droite, & gauche ou bilatere) est toujours un sous-anneau. La réciproque n’est par contre
pas vrai : Z est un sous-anneau de Q mais n’en est pas un idéal.

e De méme que la notion de sous-groupe distingué H <1 G dépend de G, la notion d’idéal I C A

dépend de A. L’ensemble Z est en effet un idéal de lui-méme, mais pas de Q.
Ezxemples 3.1.32.

e Pour tout anneau A, {0} et A sont des idéaux.

e Pour tout n € N*, nZ C Z est un idéal.

e Aucune des inclusions Z C Q C R C C n’est un idéal. Plus généralement, aucun sous-anneau unitaire
strict n’est un idéal. Ainsi, les inclusions C*(R,R) C --- ¢ C*({R,R) C --- € C°(R,R) C F(R,R)
non plus ne sont pas des idéaux.

e Si A est un anneau unitaire et que I C A contient un élément inversible, alors I = A. Notamment,
les seuls idéaux d’un corps K sont {0} et K.

La théorie se déroule alors comme dans le cas des sous-groupes distingués.

Proposition 3.1.33. Soit A un anneau (commutatif et/ou unitaire) et I C A un idéal. Alors la multi-
plication de A induit une structure d’anneau (commutatif et/ou unitaire) sur A/ I
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Démonstration. On a déja vu que A/ 7 est un groupe abélien pour I'addition. Vérifions maintenant que
la multiplication de A induit, par @.b := a.b, une opération bien définie sur A/7. Pour cela, on considere
a1, as,b1,by € A tels que a1 ~p as et by ~p by, c’est-a-dire tels que as — a1,by — by € I. On a alors

(Z2.b2 - al.bl = a2‘b2 - ag.bl + ag.bl - (Zl.bl = ag.(bQ - bl) + (GQ - al)‘bl el
car, I étant un idéal, as.(ba — b1), (aa — a1).by € I. On a donc bien as.bs ~p aq.b;.

L’associativité et la distributivité, ainsi que les éventuelles commutativité et unitarité de cette multipli-
cation sur A/ T découlent alors directement des propriétés dans A. O

Ezemple 3.1.34. Pour tout n € N*, Z/nZ est un anneau quotient.

La notion d’anneau quotient jouera un role important dans le cas des anneaux de polyndémes, notamment
pour I’étude des extensions de corps, mais ceci sort du cadre de ce cours.

Proposition 3.1.35.
e Pour tout morphisme f: A; — Ay d’anneaux, Ker(f) est un idéal de A;.
e Si (I;);cs est une famille d’idéaux d’un anneau A, alors N;crI; est un idéal de A.

Démonstration. On sait déja que Ker(f) est un sous-groupe de A; pour l'addition, il suffit de vérifier
qu’il est stable par multiplication a droite ou a gauche par un élément de A;. Or clairement, si x € Ker(f)

et a € Ay, on a f(a.x) = f(a).f(z) = f(a).0 =0et f(x.a) = f(x).f(a) =0.f(a) = 0.

De méme, on sait que N;c; est un sous-groupe pour l'addition, et si € N;er et a € A, alors z € I;
pour tout ¢ € I, donc a.xz,x.a € I; pour tout ¢ € I, et de fait a.x, x.a € N;erl;. O

Définition 3.1.36. Soit A un anneau et X C A un sous-ensemble. On appelle idéal engendré par X
I'intersection de tous les idéaux de A contenant X. On le note (X) ou (z1,...,2k) si X = {z1,..., 21}
est un ensemble fini.

Proposition 3.1.37. Si A un anneau et X C A un sous-ensemble, alors (X) est un idéal de A, minimal
pour 'inclusion parmi tous les idéaux contenant X.

La preuve de ce résultat est rigoureusement identique au cas des groupes.

Ezemple 3.1.38. Si A est un anneau et a € A un élément, alors (a) est égal a 'ensemble {a.b | b €
A} U{b.a | b€ A} des multiples (& droite ou & gauche) de a.

L’intersection permet donc de définir une opération sur les idéaux. La proposition suivante en donne une
seconde.

Proposition 3.1.39. Soit A un anneau et I;,Is C A deux idéaux. Alors I; + I := {a1 +az | a1 €
Ii,a5 € 12} est un idéal.

Démonstration. Soit a,b € I + I, il existe donc ay,b; € I et ag, by € I tels que a = ay + ag et by + bs.
On a alors

° a—b:(al—bl)—l—(al—bg) €I1+IQ;

e a.b= (a1 +az).b=ai.b+as.b € I} + L5, et ce méme si b est un élément quelconque de A4;

e ab=a.(by +by) = a.by + a.by € I} + L5, et ce méme si a est un élément quelconque de A.

Terminons enfin par I’équivalent pour les anneaux du premier théoreme d’isomorphisme.

Théoréme 3.1.40. Tout morphisme d’anneaux f : A; — As induit un isomorphisme d’anneaux f :

A/Ker(f) — Im(f).

La preuve de ce résultat est rigoureusement identique au cas des groupes.

32



3.2 Propriétés d’anneaux

Dans toute cette partie, on fixe A un anneau commutatif unitaire et intégre. Nous avons vu que la notion
d’anneau est calquée sur les propriétés algebriques de (Z,+, . ), ce dernier exemple vérifie cependant
un certain nombre de propriétés supplémentaires, que ’on peut éventuellement demander a un anneau.
Nous introduisons maintenant certaines de ces notions, de la plus générale a la plus restrictive.

3.2.1 Anneaux factoriels

Un des éléments les plus centraux de I’étude des nombres entiers est 'unique décomposition en facteurs
premiers. Mais avant de généraliser cette notion, il convient de distinguer les notions d’élément premier et
d’élément irréductible. Bien entendu, ces notions ne concernent ni 0, qui est absorbant, ni les inversibles
qui peuvent toujours étre rajoutés artificiellement en facteur.

Définition 3.2.1. Soit a € A*\ A*.

e On dit que a est irréductible s’il n’est pas le produit de deux éléments non inversibles. Cela revient
a dire que si a = b.c avec b,c € A, alors b ou ¢ est inversible.

e On dit que a est premier si, pour tout by,by € A tels que by.by € (a), on a by € (a) ou bs € (a).
Cela revient a dire que a vérifie le critere d’Euclide, a savoir que si un produit est un multiple de
a, alors I'un des facteur au moins est un multiple de a.

Ezemples 3.2.2.
e Dans Z, les éléments premiers et les éléments irréductibles sont les mémes, et ils correspondent aux
nombres premiers et leurs opposés.
e Dans C[X], les éléments premiers et les éléments irréductibles sont les mémes, et ils correspondent
aux polynémes de degré 1. Dans R[X] également, mais il faut alors rajouter les polynémes de degré
2 dont le discriminant est strictement négatif.
e Dans Z[iv/3] := {a + ibv/3 | a,b € Z}, on peut montrer que 2 est irréductible mais il n’est pas

premier car (1 +iv/3).(1 —iv/3) =4 € (2) mais (1 +iv/3), (1 —iV3) ¢ (2).
Proposition 3.2.3. Tout élément premier est irréductible.
Démonstration. Soit a € A un élément premier. Suposons que a = by.bs avec by, by € A. Alors by.by € (a)

donc par primalité, et quitte & échanger by et by, on a bs € (a), c’est-a-dire by = c.a avec ¢ € A. Mais
alors a = by.c.a et par intégrité de A, a étant non nul, 1 = by.c. On en déduit que by est inversible. [

Remarque 3.2.4. L’hypothese d’intégrité de A est ici essentielle. En effet, dans Z/Gz, 2 n’est pas irréductible
car 2 = 2.4 avec 2 et 4 non inversibles, mais 2 est premier car (2) = {0,2,4} et un produit d’éléments
dans Z/gz, \ (2) = {1, 3,5} restera dans {1,3,5} par un argument de parité.

Définition 3.2.5. On dit que A est factoriel si tout élément a € A* \ A* est un produit d’éléments
premiers.

Sous cette hypothese, les notions d’élements premiers et irréductibles coincident.

Proposition 3.2.6. Si A est factoriel, alors un élément a € A* \ A* est premier ssi il est irréductible.
Démonstration. On a déja vu que tout élément premier est irréductible, il suffit donc de montrer la
réciproque. Soit donc a € A* \ A* irréductible. Par factorialité de A, il existe des éléments py,...,px €
A*\ A* premiers tels que a = p; ... pg. Supposons par 'absurde que k > 1. Puisque p; est non inversible,

on sait que ps...pg 'est par irréducibilité de a. Il existe donc ¢ € A tel que ps ... pg.c = 1. Mais alors po
est inversible ce qui contredit sa primalité. On en déduit que k = 1 et a = p; est donc premier. O

On peut maintenants exprimer la factorialité de A en terme d’unique factorisation.
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Définition 3.2.7. Deux éléments aq,as € A sont associés si il existe b € A tel que as = b.a;. On parle
alors d’association entre aq et as.

Proposition 3.2.8.
e [’association est une relation d’équivalence.
e Deux éléments aj,as € A sont associés ssi (a1) = (az).
e Deux éléments associés sont simultanément irréductibles ou non, et simultanément premiers ou non.

Démonstration. Le premier point est clair.

Concernant le second point, supposons d’abord que a; et as sont associés. Il existe alors b € A* tel que
a; = b.ay et on a alors d’'une part a; = b.ay € (az) et donc (a1) C (az), et d’autre part az = b~t.a; € (ay)
et donc (az) C (a1). Réciproquement, on suppose (a;) = (az2). On a alors d’une part a; € (az) et il existe
donc b € A tel que a; = b.as, et d’autre part as € (a1) et il existe donc ¢ € A tel que as = c.a;. On
en déduit que a; = b.as = b.c.a; et, par intégrité de A, que 1 = b.c. L’élément b est donc inversible ; les
éléments a; et as sont donc associés.

Enfin, pour le dernier point, 'affirmation est claire concernant la primalité car la définition de cette
derniere ne fait intervenir que 'idéal engendré par I’élément en question. Et concernant I'irréductibilité,
supposons que a1 et as soient associés. Il existe donc b € A* tel que as = b.a;. Alors toute décomposition
ay = c1,cy avec ¢1 et cg non inversibles induit une décomposition a; = (b.c1).co avec b.c; et ¢y non
inversibles. En effet, si b.c; était inversible, alors ¢; = b~1.b.c; le serait aussi. On en déduit que as n’est
irréductible que si a; 1'est, et par un raisonnement similaire, on n’en déduit que a; n’est irréductible que
si ag lest. O

Proposition 3.2.9. L’anneau A est factoriel ssi

e pour tout a € A*\ A il existe p1,pa, -+ , pr des éléments irréductibles de A tels que a = p;.--- .pi;
e sipi.-- .pr =Dpj. - .pj, avec tous les p;, p; € A irréductibles, alors k =k et il existe o € &y, tels
que p; et p,(;) sont associés pour tout i € [1, k].

Autrement dit, A est factoriel si tout élément non nul et non inversible admet une unique décomposition
en facteurs irréductibles, a ordre et association pres des facteurs.

Démonstration. Supposons que A est factoriel. Alors tout élément non nul et non inversible s’écrit comme
produit d’éléments premiers et donc comme produit d’éléments irréductibles. On montre le second point
par récurrence sur k, en supposant, quitte & échanger les roles des p; et des p}, que k < k’. Pour k =1, le
résultat est clair si &’ = 1. Supposons donc par ’absurde que k&’ > 1, alors on a pf.--- .p}, € (p1) et donc,
par application succesive de la primalité de py, il existe j € [1, '] tel que p) € (p1). Par commutativité
de A et quitte & réindexer les p}, on peut supposer que j = 1. Il existe donc b € A tel que p} = p1.b. Si
k' =1, et donc p1 = p1.b.ph. - -+ .p},. Par intégrité de A, on obtient 1 = b.pj.--- .p}, et donc p}, inversible
ce qui contredit son primalité/irréducibilité.

Supposons maintenant le résultat vrai pour k—1. De I'égalité p1, pa, -+ ,pr = Py, Db, - , Plr, on en déduit
que ph,ph, - ,pp € (p1) et donc, par application successive de la primalité de pq, qu’il existe j € [1, k']
tel que p;- € (p1). Par commutativité de A et quitte & réindexer les les p}, on peut supposer que j = 1. I
existe donc b € A tel que p} = p;.b. Par irréducibilité de p} 'un des facteurs b ou p; est inversible, et par
primalité/irréducibilité de p;, ¢a ne peut étre que b. On en déduit que p; et pj sont associés. De plus,
par intégrité de A, on a pa.--- .p = (b.p5).phs.- -+ .p}, avec (b.ph),ph, ..., D} irréductibles et on conclut
par hypothese de récurrence.

Réciproquement, supposons maintenant les deux points vérifiés et montrons que A est factoriel. Pour
tout a € A*\ A, le premier point donne une factorisation de a en produits d’éléments irréductibles. 11
suffit de montrer que chacun de ces facteur est en fait premier. Supposons donc par I’absurde qu’il existe
p € A*\ A% irréductible mais non premier. Il existe alors by, bs € A tels que by.by € (p) mais by, bs € (p).
On a alors by, by # 0, car 0 € (p), et by, by ¢ AX car si, par exemple by € AX, alors by = by.ba.by ' € (p).
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Par hypothese, il existe donc des éléments irréductibles p1,...,pr et q1,...,q de A telsque by = p1.--- .pg
et by =¢q1.--- .q;. Mais alors p = py.- -+ .pg.q1.- - .qi, ce qui viole le second point car k +1 > 1. O

Ezemples 3.2.10.
e L’ensemble des entiers Z est factoriel.
e L’ensemble des entiers de Gauss Z[i] := {a + ib | a,b € Z} est factoriel.
e L’ensemble Z[iv/3] := {a +ib\/3 | a,b € Z} n’est pas factoriel car 4 = 2.2 = (1 +iv/3).(1 — iv/3) or
on peut montrer que 2, 1 + iv3 et 1 — iv/3 sont irréductibles et non associés.
e Les ensembles de polynémes R[X] et C[X] sont factoriels.

Afin de simplifier 'unicité de la décomposition en facteurs irréductibles, on fixe parfois un systéeme de
représentants d’éléments irréductibles dans chaque classe d’association. Par exemple, dans Z, il existe
dans chaque classe d’association un unique représentant positif : cela conduit & ’ensemble P des nombres
premiers usuels et le théoréme d’unique décomposition en facteurs premiers devient donc

n=ep. - Pk
avec € € Z* = {£1} et p; € P, les p; étant uniques & ordre pres.

Dans C[X], il existe dans chaque classe d’association un unique représentant unitaire, c¢’est-a-dire dont
le coefficient dominant vaut 1 : cela conduit au théoreme d’unique décomposition en facteurs premiers
suivant

P(X)=a.Py.--- Py
avec o € C* et P, := X — 3; avec 3; € C, les P; étant uniques & ordre preés. Idem dans R[X].
Terminons sur une derniére caractérisation des anneaux factoriels.

Proposition 3.2.11. L’anneau A est factoriel ssi

e tout élément irréductible est premier;
e toute suite croissante d’idéaux engendrés par un élément

(al) C (ag) C (0,3) (@RI

est stationnaire.

Démonstration. Commencons par supposer que A est factoriel. Nous avons déja démontré dans la réci-
proque de la preuve de la proposition que tout élément irréductible est premier. Il ne reste donc plus
que le second point a montrer. Considérons pour cela une telle suite croissante d’idéaux et supposons par
I’absurde qu’elle n’est pas stationnaire. On peut alors en extraire une sous-suite strictement croissante.
On supposera donc maintenant que la suite initiale était strictement croissante et, quitte a supprimer
le premier terme, que a; # 0. Pour tout i € N, il existe donc b; € A* tel que a; = b;.a;41, et comme
(a;) # (ai+1), on sait de plus que b; n’est pas inversible. Les a; sont également non inversibles, car
sinon on aurait (a;,) = A pour un certain ig € N et la suite serait stationnaire & partir de ce terme.
Par factorialité de A, chaque a; et chaque b; peut donc s’écrire comme produit d’au moins un facteur
irréductible. Or par récurrence, on a a; = by.bs.--- .bg.ax4+1 pour tout £ € N. En remplacant chaque
terme par sa décomposition en facteurs irréductibles, cela donne des décompositions de a1 avec un nombre
arbitrairement grand de facteurs irréductibles ; cela contredit I'unicité de la décomposition.

Réciproquement, supposons les deux points vérifiés. Pour montrer que A est factoriel, il suffit de montrer
que tout élément non nul et non inversible s’écrit comme produit de facteurs irréductibles, le premier point
permettra alors de conclure. Supposons par 'absurde qu’il existe un élément ag € A* \ A* n’admettant
pas de telle décomposition. En particulier, il n’est pas lui-méme irréductible, il existe donc aj, by € A*\ A*
non inversibles tels que ag = a1.b;. Mais parmi ces deux éléments a; et by, 'un au moins doit ne pas
admettre de décomposition en facteurs irréductibles, autrement la concaténation de ces facteurs donnerait
une décomposition pour ag ; quitte a les échanger, on peut supposer qu’il s’agit de a;. Mais alors, pour
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les méme raisons, il existe ag, by €€ A* \ A* tels que a1 = az.by et as n’admet pas de décomposition en
facteurs irréductibles. Par récurrence, on construit une suite (a;);en~ d’éléments de A* \ A* telle que,
pour tout i € N* il existe b, € A* \ A* vérifiant a;—1 = a;.b;, c’est-d-dire (a;—1) € (a;). Mais cela

donne donc une suite croissante non stationnaire d’idéaux engendrés par des éléments, et cela contredit
le seconde point. Tout élément de A* \ A* admet donc une décomposition en facteurs irréductibles. [

3.2.2 Anneaux principaux

Tout idéal de Z est également un sous-groupe de (Z,+), or nous avons vu que tout sous-groupe de Z est
de la forme nZ avec n € N. On en déduit que tout idéal de Z est de la forme (n) avec n € Z. Cela permet
de faire une identification entre les idéaux de Z et les classes d’association dans Z. Or toutes les notions
liées a la divisibilité de dépendent en réalité que de la classe d’association. De fait, pour tout a,b € Z*, on
aalb< b€ (a), et pour tout ar,az € Z*, (a1) N (az) = (ppem(ar, az)) et (a1) + (a2) = (pged(ar, az)), le
second point étant une reformulation du théoreme de Bézout. Touts les propriétés arithmétiques peuvent
de fait se réinterpréter en terme d’idéaux. Cela motive les définitions suivantes :

Définition 3.2.12. On dit qu’un idéal I C A est principal si il existe a € A tel que I = (a). On dit que
A est principal si tout idéal de A est principal.

Ezxemples 3.2.13.

e [’anneau des entiers Z est principal.

e Tout corps K est principal car ses seuls idéaux sont {0} = (0) et K = (1).

e Nous allons voir que les anneaux R[X] et C[X] sont principaux.

e L’anneau Z[X], par contre, n’est pas principal car I = (2,X) n’est pas principal. En effet, T
correspond aux polyndémes dont le terme constant est pair. S’il était engendré par un élément
P € Z[X], cet élément devrait étre de degré 0 car sinon I ne pourrait pas contenir 2; mais s’il était
engendré par un élément n € Z, alors n devrait étre pair et tous les coefficients de tous les éléments
de I seraient pairs.

On suppose maintenant dans ce qui suit que A est principal. On peut alors importer toute une arithmétique
sur A.

Définition 3.2.14. Soit a1,as € A. On dit que :

e ay divise ag si as € (a1), c'est-a-dire si ag est un multiple de a; ;
e m € A est un plus petit multiple commun de a1 et ag si (a;) N (az) = (m);
e d € A est un plus grand diviseur de ay et az si (a1) + (az2) = (d).

Remarques 3.2.15.

e Si A n’est pas principal, il se peut que (a1) N (az) et/ou (a1) + (az) ne soient pas engendré par un
élément. Dans ce cas, a; et ag n’ont pas de plus petit multiple et/ou plus grand diviseur commun.

e On parle bien ici d’un plus grand diviseur ou plus petit multiple commun et non du car ces derniers
ne sont définis qu’a association pres. Toutefois, si un choix de représentant a été fait dans chaque
classe d’association, on peut alors parler, pour tous ai,as € A, du plus grand diviseur commun
pged(ag, as) et du plus petit multiple commun ppem(ag,ag). Cest le cas dans Z, ou 'on choisit
I'unique représentant positif.

Le résultat suivant devient alors tautologique.

Proposition 3.2.16 (Bachet—Bézout). Pour tout ai,as € A, il existe by, by € A tels que a1.ba + as + by
soit un plus grand diviseur commun de a; et as.

Remarques 3.2.17.

e On peut des lors développer toute une arithmétique similaire a celle des entiers relatifs. On peut
par exemple définir la notion d’éléments a1, as € A premiers entre eux par le fait d’avoir 1 comme
plus grand diviseur commun. cela se traduit également par (a1) + (az2) = (1) = A.
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e Pour un anneau non principal, on peut également développer une arithmétique, mais celle-ci ne se
fera alors pas sur I’ensemble de ses éléments, mais sur I’ensemble de ses idéaux.

Les anneaux principaux sont en fait un cas particulier des anneaux factoriel.

Proposition 3.2.18. Tout anneau principal est factoriel.

Démonstration. Supposons que A est principal. pour montrer qu’il est factoriel, nous allons utiliser la
proposition Commencgons donc par montrer que tout élément irréductible a € A est premier.
Considérons donc by,bs € A tels que by.by € (a) et montrons que by ou by est dans (a). Pour ce faire,
on considere un plus grand diviseur communﬁ d € A de a et by. En particulier, il existe ¢ € A tel que
a = c.d, et comme a est irréductible, ¢ ou d doit étre inversible. Si ¢ est inversible, alors d est associé a a
et by € (d) = (a). Si d est inversible, alors on écrit d = u.a + v.b; avec u,v € A a l'aide de la proposition
de Bachet-Bézout. On a alors by = d~1.d.by = d_l.(u.a—i—v.bl).bg =d lu.a.bs+d Lub by € (a) puisque
d=tu.a.by, d1v.b1.by € (a). On en déduit donc que a est premier.

Montrons maintenant que toute suite croissante d’idéaux est stationnaire. On considére donc (a1) C
(a2) C -+, avec ay,az,... € A, un suite infinie d’idéaux inclus les uns dans les autres. Une réunion
d’idéaux n’est en général pas un idéal, mais elle 'est si les idéaux sont ainsi imbriqués. En effet, considérons
I = U2, (a;). Pour tout by,by € I il existe i1,i2 € N* tels que by € (a;,) et by € (a;,), mais alors
b1,b2 € (Amax(iy,iz)) €t donc by — by € (Amax(iy,iy)) C I. Et pour tout b € I et ¢ € A, il existe i € N* tel
que b € (a;) et donc b.c € (a;) C I. L’ensemble I est donc un idéal, et par principalité de A, il existe donc
a € A tel que I = (a). En particulier, a € T et il existe donc ig € N* tel que a € (a;,). Mais alors, pour
tout entier i > 4g, on a (a;) C I par définition de I, et I = (a) C (a;) car a € (a;,) C (a;). On en déduit
que la suite est constante égale a I a partir du rang ig. O

Corollaire 3.2.19. Dans tout anneau principal, un élément non nul et non inversible admet une
décomposition en facteurs irréductibles, et cette décomposition est unique & ordre et association des
facteurs pres.

Ezemple 3.2.20. Nous avons vu que 'anneau Z[X] n’est pas principal car il contient I'idéal (2, X) qui
n’est pas principal. Nous verrons toutefois qu’il est factoriel. Il n’y a donc pas équivalence entre anneaux
factoriels et anneaux principaux.

Avec les définitions données dans la section précédente et en reprenant verbatim, lorsque nécessaire, les
preuves du cas A = Z, on obtient les lemmes usuels d’arithmétique :

Lemme 3.2.21. Si A est principal, alors :

o (lemme d’Euclide) si a € A* \ A irréductible divise un produit b.c, alors a divise b ou a divise ¢;

e (lemme de Gauss) si a,b,c € A* sont tels que a divise b.c et que a et b sont premiers entre eux,
alors a divise c;

e sia,b € A* sont premiers entre eux et divisent ¢ € A, alors a.b divise c.

3.2.3 Anneaux euclidiens
Dans notre étude Z au premier chapitre, la division euclidienne est clairement apparue comme un outil
majeur.

Définition 3.2.22. On dit que A est euclidien si il existe une application v : A — N, appelée stathme
telle que, pour tout a € A et b € A*, il existe ¢,7 € A tels que a = b.q + r et v(r) < v(b).

Remarque 3.2.23. On n’impose ici aucune condition d’unicité sur q et 7.
Ezxemples 3.2.24.

3. on utilise ici ’hypothése A principal, pour I'existence d’un plus grand diviseur commun
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Z — N
e L’application v: in définie une structure d’anneau euclidien sur Z.
n +— |n

K[X] — N
e Pour K = R ou C, I'application v: , avec la convention que deg(0) = —1,
P  +— 1+deg(P)

définie une structure d’anneau euclidien sur K[X].
Zli — N
e [’application v: définie une structure d’anneau euclidien sur les entiers de
a+ib +— a®+b?
Gauss.

Proposition 3.2.25. Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit A un anneau euclidien et I C A un idéal. Si I = {0}, alors I = (0). Autrement,
l’ensemble v(I*) est un sous-ensemble non vide de N, il posseéde donc un plus petit élément et on peut
considerer b € I* tel que v(b) = min{v(a) | a € I*}. On a alors (b) C I. Et réciproquement, pour tout
a € I, 1l existe ¢,r € A tels que a = q.b+r avec v(r) < v(b). Mais r = a — ¢.b € I et donc, par minimalité
de b, on ne peut avoir que r = 04. On en déduit que a = ¢.b € (b) et donc que I = (b). O

14419
2

Ezxemple 3.2.26. On peut montrer que ’anneau 7Z [ } est principal mais pas euclidien.

Remarque 3.2.27. Puisque tout anneau euclidien est principal, le caractere euclidien génere automati-
quement une notion de divisibilité. De plus, puisque pour tous a,b € A*, on a clairement a = 0.b + a,
il s’ensuit que a est le reste de sa division euclidienne par b dés lors que v(a) < v(b). On en déduit a
contrario que si b divise a, alors v(a) > v(b).

4 Un exemple important : ’anneau des polynomes

La notion de polynome est une notion fondamentale en mathématiques, apparaissant dans de nombreux
contextes, mais sous des formes parfois trompeuses. Les polynomes sont en effet souvent confondus avec
les fonctions polynomiales. Il s’ensuit, en général, une grande confusion sur la nature du X apparaissant
couramment dans ce contexte. Cette confusion peut s’expliquer d’une part par les natures tres diverses
que peut en effet recouvrir ce X, mais aussi par le fait qu’il ne joue, en réalité, aucun role puisque qu’un
polyndme est entierement déterminé par ses coefficients. Nous allons donner ici une définition formelle
des polynoémes se basant uniquement sur ces derniers.

On fixe maintenant K un corps commutatif, par exemple K = R ou C.

Remarque. On peut définir une notion de polynéme sur n’importe quel anneau. Parmi tout ce qui suit,
certaines propriétés restent vraies lorsqu’on enleve la propriété de commutativité ou d’intégrité et d’autres
deviennent fausses. C’est un tres bon exercice de chercher ot chaque hypothese est effectivement utilisée.

4.1 Définition

Notation 4.1.1. Si z dénote une suite indexée par N, pour tout n € N, on notera par z, son ni™e
terme.

Définition 4.1.2. On dit qu’une suite a est a support fini si il existe n, € N tel que a,, = 0 pour tout
n > ng,. On note £(K) I'ensemble des suites & valeurs dans K, et £.(K) C ¢(K) le sous-ensemble des suites
a support compact. On définit également les deux opérations :

UK) x ((K) — U(K) UK) X (K) — U(K)

(a7 b) — (an + bn)neN . (av b) — (ZZ:() ak'bnfk)neN .
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Remarque 4.1.3. La définition du produit a.b peut sembler disymétrique, mais en faisant le changement de
variable k' = n—k, le n'®™ terme de la suite a.b peut également s’écrire Y ;_ a—k.bi. Et en remarquant
que k + (n — k) = n, on peut méme symétriser directement la formule en :

(ab)n = Z akl.ka.
k1,k2€N
ki+ko=n
Proposition 4.1.4. Soit a,b € £.(K), alors a + b et a.b sont dans ¢.(K).

Démonstration. Puisque a et b sont a supports compacts, notons n,,n, € N tels que a,, = 0 pour n > ng,
et b, = 0 pour n > n,. Alors, pout tout n > max(ng.,ny), a, + b, = 0+ 0 =0, et pour tout n > n, + np,

n Ng n Na n
Zak.bn_k = Zak.bn_k + Z ar.by_1 = Zak.() + Z 0.b,,—r = 0.
k=0 k=0 k=n,+1 k=0 k=n,+1

En effet, pour & > n,, ap =0 et pour k < ng,onan—k >n,+n, —k > ng+np, —n, = ny, et donc
bn_r = 0. O]

Proposition 4.1.5. Les opérations + et . munissent £.(K) d’une structure d’anneau unitaire commutatif
dont le zéro est la suite 0, constante égale & zéro, et I’élément unité est la suite 1 := (1,0,0,...) dont tous
les termes valent zéro sauf celui d’indice 0 qui vaut un.

Démonstration. 11 est clair que (¢.,+) est un groupe abélien dont la suite 0 est ’élément neutre.

Pour montrer I'associativité du produit, on considere a, b, ¢ € £.(K). Alors, pour tout k € N, on a

(a.(b.c))n = Z ag, - (b.0)k, = Z Ak, by -Cry

k1,k2€N k1,k5 ks €N
kitkz=n k1 +kh+kY =n
= E ak'1~bk’1’-ck2 = E (a.b)kl.ckz
k1,ky k2 €N k1,k2€N
Kk b =n Fitka=n

((a.b).c)n.
Avant d’attaquer la distributivité, montrons la commutativité. Pour tous a, b € £.(K) et tout n € N, on a

(ab)n = Z akl.bk2 = Z bkl.akz = (ba)n
k1 ,ko €N k1,k2 €N
k1+ko=n kit+ko=n
Concernant la distributivité, pour tous a, b, ¢ € £.(K) et tout n € N, on a

(a.(b+c))n = Zak.(bJrc)n_k = Zak.(bn_k+cn_k) = Zak.bn_kJrak.cn_k
k=0 k=0 k=0

n n
= Zak.bn_k + Z ag-Cn—r = (a.b)y, + (a.c)p,
k=0 k=0

et donc, en utilisant la commutativité, (a + b).c = c.(a +b) = c.a+ c.b = a.c + b.c.

Enfin, pour tout a € £.(K) et tout n € N, on a

(a.), = (lua), = Zlk.an,k = lg.anp = an
k=0

et donc a.1 = 1.a = a. L’élément 1 est donc un élément unité. O
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Remarque 4.1.6. De la méme maniere, on montre que (K(K), +, . ) est un anneau unitaire commuta-
tif, dont £.(K) est un sous-anneau. A Dinverse, on peut remarquer que {y(K) := {a € (K) | Vn €
N*,a, =0} C {(K) est un sous-anneau de £.(K) qui s’identifie naturellement avec K. Plus précisemment,
Papplication ¢ : K — £o(K) qui envoie A € K sur la suite (A,0,...) est un isomorphisme d’an-
neaux; le résultat est clair au niveau de la somme et, concernant le produit, on vérifie directement
que (A1,0,...).(A2,0,...) = (A1.A2,0,...). Cela permet d’utiliser la multiplication dans ¢(K) pour définir
sur £(K) une notion de multiplication par un scalaire de K, & savoir A.a := ¢(\).a, qui plus prosaiquement
parlant, multiplie chaque terme de a par A. Puisque cela ne crée pas d’ambiguité, nous identifierons par
la suite K et £(K) et noterons A.a pour ¢(A).a.

Notation 4.1.7. On note X la suite (0,1,0,...) dont tous les termes valent 0 sauf celui d’indice 1 qui
vaut 1.

Proposition 4.1.8. Pour tout n € N, X" est égal a la suite dont tous les termes valent 0 sauf celui
d’indice n qui vaut 1. De fait, pour tout a € £.(K), on a a = Y %, ar. X" avec n, € N tel que a, = 0
pour tout n > n,.

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n € N. Pour n = 0, on a bien (par convention)
X% = 1. Supposons maintenant le résultat vrai au rang n, alors pour tout m € N, on a

m
lsim—1=ncadsim=n-+1
1
= = S = e = {0,
k=0
La seconde partie de la proposition en découle directement par linéarité. O]

Notation 4.1.9. Il est traditionnel de noter la suite non nulle a € ¢.(K)* par ag + a1 X + -+ - + a,, X",
avec n, € N tel que a,, # 0 et a, = 0 pour tout n > n,. Ici, la lettre X ne correspond donc ni & une
variable, ni a une inconnue, mais juste a une notation pour un élément particulier. La suite nulle, quant
a elle, est notée 0. En accord avec ces conventions, 'anneau (¢.(K), +, . ) est noté K[X], et ses éléments
sont appelés polynomes (a coefficients dans K). Il arrive que, pour certaines raisons, X soit remplacé par
une autre notation, par exemple Y, Z ou a, il convient alors de modifier la notation K[Y], K[Z] ou K[a]
en conséquence. Toujours inspiré par cette notation, le terme a,, est souvent appelé coefficient (de degré
n) tandis que a, X™ est appelé terme (de degré n), ap est aussi appelé terme constant.

Remarque 4.1.10. En tant qu’anneau unitaire commutatif intégre, K[X] vérifie toutes les propriétés de
ces derniers. Toutes les regles de calculs restent en particulier valables, notamment le binome de Newton
et les identités remarquables.

4.2 Différentes facettes algébriques de K|[X]

4.2.1 K[X] vu comme anneau euclidien

Définition 4.2.1. Pour tout P € K[X]\ {0}, on définit deg(P) comme le plus grand degré des termes
non nuls de P. Par convention, on pose deg(0) = —cc.

Définition 4.2.2.

e Pour tout polynéme non nul P € K[X], on appelle respectivement coefficient et terme dominant
le coefficient et le terme de degré deg(P), et on dit que le polyndme est unitaire si son coefficient
dominant vaut 1.

e On appelle polynéme constant tout polynome de degré 0 ou —oc.

Proposition 4.2.3. Soit P;, P> € K[X], on a

e deg(P; + P») < max (deg(Pl),deg(Pg)) avec inégalité stricte si et seulement si P; et P, sont de
méme degré avec des coefficients dominants opposés ;
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o deg(Py.Pp) = deg(P1) + deg(P%).

Démonstration. Quitte a les permuter par commutativité de la somme et du produit, on peut supposer
deg(Py) > deg(P2). Au sein de la preuve de la proposition nous avons déja montré que deg(P; +
P,) < max (deg(P),deg(P)) et deg(Py.P2) < deg(Py) + deg(P,). Si P> est nul, alors deg(P; + P2) =
deg(Py) = max (deg(Py), deg(P,)) et deg(P;.P2) = deg(0) = —oo = deg(Py) + deg(P). Sinon, on note
(ag)ren et (bk)ken les coefficients de, respectivement, P; et P,. Par définition du degré, on a donc
Adeg(Py), Ddeg(Py) 7# 0, ax = 0 pour k > deg(Py) et by = 0 pour k > deg(F%). On en déduit

deg(P1)+deg(P2)
(P1.Ps)deg(Py)+deg(Ps) = Z Ak -Ddeg(Py)+deg(Ps)—k
k=0
deg(P1)—1
= Z k-Ddeg(Py)+deg(Po)—k | T+ Gdeg(Pr)-Ddeg(Py)
k=0
deg(P1)+deg(P2)
+ > k-Deg(Py)+deg(Po)—k
k=deg(P1)+1
deg(P1)—1 deg(P1)+deg(P2)
= D k0 |+ aaeg(py) bacg(ry) + D, Obacg(py)tder(rr)—k
k=0 k=deg(P1)+1

= Qdeg(Py)-baeg(p) 7 0.
De fait deg(P;.Ps) > deg(Py) + deg(P2), et donc deg(Py.Py) = deg(Py) + deg(Ps).

Concernant la somme, le terme de degré deg(Py) de Py + P vaut aqeg(p,) + bdeg(p;)- Si celui-ci s’annule,
alors deg(Py + P») < deg(P;) = max (deg(P),deg(P,)) ; s'il est non nul, alors deg(P; + P;) > deg(P;) =
max (deg(P),deg(P2)) et donc deg(P; + P2) = max (deg(Py), deg(P)). O

Corollaire 4.2.4. L’anneau K[X] est intégre et les inversibles sont les polynémes constants non nuls,
c’est-a-dire les polynomes de degré 0.

Démonstration. Si Py, P, € K[X]*, alors deg(Py),deg(P2) > 0 et donc deg(P;.P;) > 0, c’est-a-dire
P,.P; # 0, ce qui montre par contraposé que K[X] est integre.

Soit P € K[X]*. 1l existe donc P~! € K[X]* tel que P.P~! = 1. Puisque P! # 0, on a deg(P~!) > 0
et de fait deg(P) < deg(P) + deg(P~!) = deg(P.P~!) = deg(1) = 0. On en déduit que deg(P) = 0.
Réciproquement, il est clair que tout polynéme constant non nul est inversible. O

Remarque 4.2.5. Les éléments de K[X]* \ K[X]* sont exactement les polynémes de degré 1 ou plus,
c’est-a-dire de degré strictement positif.

Corollaire 4.2.6. La classe d’association de tout polynéme non nul posséde un unique représentant
unitaire ; aurement dit, pour tout P € K[X]*, il existe un unique polynéme P € K[X] unitaire tel que

P = a.P avec a c K*.

Démonstration. On note ageg(py € K* le coefficient dominant de P, alors P = a;elg( P).P est unitaire et

associé & P. Supposons P’ € K[X]* également unitaire et associé & P, alors par transitivité P et P sont

associés et il existe donc a € K* tel que P’ = a.P. Or le coefficient dominant de aP vaut a, on a donc
a=1et P =P. O

Proposition 4.2.7. L’anneau K[X] est euclidien pour le stathme v: K[X] — N définie par v :=
max(1 + deg, 0).
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Démonstration. Soit P € K[X] et @ € K[X]*. Montrons par récurrence généralisée sur deg(P) qu’il existe
R, S € K[X] tels que P = 5.Q + R avec v(R) < v(Q).

Si deg(P) < deg(@®), alors le résultat est vrai en posant S = 0 et R = P. Supposons maintenant le
résultat vrai en degré n > deg(Q) — 1 et considérons P de degré n+1 > deg(Q). Alors, P et () étant non
nuls, on peut noter ap, ag € K* leurs coefficients dominants et considérer P et ap.aél.Xdeg(P)_deg(Q).Q
qui sont deux polyndémes de méme degré n + 1 et de méme coefficient dominant. D’apres la propo-
sition deg(P — ap.aél.Xdeg(P)_deg(Q).Q) < n et, par hypotheése de récurrence, il existe donc

R, S tels que P — ap.aél.Xdeg(P)’deg(Q).Q = gQ + R et v(R) < v(Q). 1l ne reste plus qu’a poser
S = ap.aél.Xdeg(P)_deg(Q) +8 pour conclure. O

Remarque 4.2.8. De cette preuve, on peut extraire une notion de division euclidienne pour les po-
lynéme tres similaire a la division des entiers telle que pratiquée dans les écoles primaires. En effet,
la démonstration consiste a identifier ce par quoi il faut multiplier ) pour que son coefficient dominant
soit égal & celui de P, de sorte a ce que, en retranchant ce produit & P on fasse diminuer le degré,
et on répete cela jusqu'a obtenir un reste de degré strictement inférieur a celui de @. Sur I'exemple
P:=2X3—-X+41letQ:=X?+2X —1, cela donne :

étape 1 : par quoi faut-il multiplier X2 + 2X — 1 pour avoir un coefficient dominant égal & celui de
2X3 — X +17 Réponse : 2X.
On pose alors Py := P —2X.Q =2X% - X +1—-2X.(X?+2X — 1) = —4X?+ X + 1.

étape 2 : par quoi faut-il multiplier X2 + 2X — 1 pour avoir un coefficient dominant égal & celui de
—4X?2 4+ X 4+ 17 Réponse : —4.
On pose alors Py := Py +4.Q = —4X? + X + 14+ 4.(X? +2X — 1) =9X — 3.

On a enfin deg(9X — 3) = 1 < 2 = deg(X? + 2X — 1), et on en déduit que
P=P+2X.Q =P —4.Q+2X.Q = (2X — 4).Q + (9X — 3).

Ecrit fagon école primaire, cela donne :

2X3 -X 41| X?2+2Xx-1 2X3 -X 41| X%2+2X-1
~ 2X
2X3 -X 41| X*4+2X-1 2X°3 -X 41 X*+2X-1
(2X3 4X? —2X) - (2Xx3 4X%7 —2X)
~ 2X ~ —4X2 X +1 1] 2X
2X3 -X 41 [X?+2X-1 2X3 -X 41 [ X?+2X -1
- (2x3 4X%7 —2X) - (2x3 4X%7 —2X)
~ —4X2 X +1 | 2X —4 ~ —4X2 X +1 | 2X —4
—  (—4X?% —8X +4) - (-4X? —8X +4)
9X -3

Pour qu’un anneau soit euclidien, il n’est pas nécessaire, a priori, que les reste et quotient d’une division
euclidienne soient uniques. C’est néanmoins le cas dans le cas d’'un anneau de polynomes.

Proposition 4.2.9. Pour tout P € K[X] et Q € K[X]*, les R, S € K[X] tels que P = S.Q + R et
deg(R) < deg(Q) sont uniques.
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Démonstration. Supposons que S1.Q+R; = P = S3.Q+R3 avec Ry, Rz, 51,52 € K[X] et deg(R1), deg(R2) <
deg(Q). Alors Q.(Ry — Ry) = S1 — S2 et donc deg(Q.(S2 — S1)) = deg(R1 — Rz) < deg(Q). Mais par
ailleurs, deg(Q.(S2 — S1)) = deg(Q) + deg(S2 — S1) > deg(Q) sauf si deg(S2 — S1) = —o00. On en déduit
donc que Sy — S; = 0, c’est-a-dire Sy = Sy, et donc Ry = P — 51.Q = P — 55.QQ = R». O

4.2.2 K[X] vu comme anneau principal

Nous avons vu dans la section que tout anneau euclidien est principal. En corollaire de la section
précédente, on a donc :

Proposition 4.2.10. L’anneau K[X] est principal.

En conséquence, on obtient une notion de multiple et de divisibilité, ainsi que :

Définition 4.2.11. Pour tous polynémes P, P, € K[X]*, on définit pged(Pr, P2) et ppem(Py, Ps)
comme, respectivement, I'unique plus grand diviseur commun unitaire et I'unique plus petit multiple
commun unitaire de P; et Py. Et on dit que Py et P, sont premiers entre euz si pged(Py, Py) = 1.

De la théorie générale, on obtient :

Théoréme 4.2.12.
e Pour tout Pp, P, € K[X]*, il existe @1, Q2 € K[X] tels que P;.Q1 + P2.Q2 = pged(Py, Ps).

e Deux polynémes Py, P, € K[X]* sont premiers entre eux ssi il existe Q1,Q2 € K[X] tels que
P.Q1 + P.QQ2 = 1.

Remarque 4.2.13. Comme pour les entiers, on peut définir un algorithme d’Euclide par divisions eucli-
diennes successives, lequel permet non seulement de déterminer le plus grand diviseur commun de deux
polyndémes non nuls, mais aussi une relation de Bézout entre eux.

Remarque 4.2.14. Conformément & la remarque [3.:2.27] on peut remarquer directement que si P; et P,
sont deux polynomes non nuls tels que Py divise Ps, alors deg(P) < deg(P2).

4.2.3 K[X] vu comme anneau factoriel

Nous avons vu dans la section que tout anneau principal est factoriel. En corollaire de la section
précédente, on a donc :

Proposition 4.2.15. L’anneau K[X] est factoriel.

En conséquence, on obtient le résultat suivant :

Théoréeme 4.2.16. A ordre des facteurs pres, tout polynéme P € K[X] de degré strictement positif
admet une unique décomposition
P=aP. - P

avec a € K* et P,..., Py, € K[X] des polynémes unitaires irréductibles.

Il est de fait intéressant de savoir quels polynomes sont irréductibles.

Proposition 4.2.17. Tout polynome de degré 1 est irréductible.
Démonstration. Soit P € K[X] de degré 1 et P, Py € K[X] tels que P = P;.P». Alors deg(Py), deg(P2) >

0 car P, P, # 0 puisque P # 0, et d’autre part deg(P;) + deg(Ps) = deg(P) = 1. On déduit que
(deg(Py),deg(P2)) = (0,1) ou (1,0), et dans les deux cas on a Py ou P, inversible. O
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Définition 4.2.18. On dit qu’un polynéme non nul et non inversible est scindé si sa décomposition en
facteurs irréductibles ne contient que des polynomes de degré 1.

Savoir s’il existe des polynomes irréductibles de degré strictement plus grand que 1, autrement dit savoir
§’il existe des polynémes non nul, non inversible et non scindé, est une question dont la réponse dépend
du corps K.

Définition 4.2.19. On dit qu'un corps K est algébriqguement clos si tout polynéme de degré au moins
un dans K[X] est scindé, autrement dit si les polynémes de degré 1 sont les seuls & étre irréductibles.

Théoréme 4.2.20. Le corps C est algébriquement clos.

Démonstration. Ce résultat ne sera prouvé qu’en appendice car sa preuve nécessite un peu d’analyse
complexe, c’est-a-dire d’analyse pour les fonctions continues allant de C dans C. O

Corollaire 4.2.21. Les polynémes irréductibles de C[X] sont exactement les polynémes de degré 1. En
particulier, pour tout polynéme P € C[X] de degré strictement positif, il existe & € C* et 2y, ..., Zdeg(P) €
C tels que

P=oa(X —2z1) (X — zdeg(P))-

Théoréme 4.2.22. Les polynomes irréductibles de R[X] sont exactement les polynémes de degré 1 et
les polynomes de degré 2 de la forme ag + a1 X + as X? avec a? < 4agas.

Démonstration. Considérons un polynéme P € R[X] irréductible et de degré au moins 2. Puisque R C C,
on peut voir P comme un élément de C[X], et en tant que tel, il existe &« € C* et 21,...,2; € C tels
que P = (X —z1) -+ (X — z). Mais en développant ce produit, on observe que « est égal au coefficient
dominant de P € R[X], on a donc a € R*. De plus, si P possédait une racine réelle 2y € R, il serait
divisible par X — z( et cela contredirait son irréducibilité. On en déduit que z; € C\ R, et donc que
Z1 # 21. Or, en notant (a,)nen les coeffcients de P, on a

deg(P) deg(P) B
P(z) = Z apzZt = Z ap.2f =0 = 0.
k=0 k=0

Le complexe z7 est donc lui aussi racine de P et, quitte a permuter les racines, on peut supposer zo = 27.
On a donc P = a(X — 21)(X — 77). Ze:g?fp)(X —21) = a(X? = 2Re(21) + |21]?). (,ig?fp)(X — zg). Or
Q = a(X? — 2Re(z1) + |21]?) € R[X] et, lalgorithme de division euclidienne de P par Q étant le méme
dans R[X] et dans C[X], son résultat est le méme et on en déduit que @ divise P. Cela implique que P = @
par irréducibilité de P. De plus, on a ( —2a%e(z1))” < (= 2a%e(21))” + (- 209m(z1))” = 4.a.alz 2.

Réciproquement, si P = ag + a1 X + a2 X? avec a? < 4agpaz, alors P(z) = az(X + 24)2 +

4apas 70,? N
2@2

4a2

2
MOZ%‘“ > 0. Le polynéme P ne peut donc pas avoir de racine réelle, mais étant de degré 2, tout facteur
2

non triviale dans R[X] ne peut étre que de degré 1, ce qui générerait une racine réelle. On en déduit donc
que P est irréductible. O

L’intérét des polynomes irréductibles va au-dela de la simple décomposition en facteurs.

Proposition 4.2.23. Si P € K[X] est irréductible, alors K[X}/(P) est un corps.

Démonstration. Soit @ € (K[X]/(P)) , alors tout représentant @ € K[X] de @ est premier avec P. En

effet, si D € K[X]* \ K[X]* est un diviseur commun & P et @, alors D = «.P avec o € K[X]* car P est
irréductible, et donc P = a~1.D divise @, ce qui implique que @ € (P), contredisant la non trivialité de
é. Par le theéoréme de Bachet-Bézout, il existe donc R, S € K[X] tels que R.Q + S.P = 1. On en déduit
que 1 — R.QQ € (P) et donc que 1 — EQV = 0, en notant R I'image de R dans K[X}/(P). Cela fournit un

inverse R pour @, qui est donc inversible. O]
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Ezxemple 4.2.24. En tant que corps, on a C = R[X]/(X2 +1)- On peut en effet considérer 'application

R[X] — C

’ Zzzoaka — ZZ:Oakik

f

)

qui est un épimorphisme d’anneaux. Son noyau Ker(f) est un idéal, et comme R[X] est principal, il est
engendré par un polynome P unitaire. Or, clairement, X2+1 € Ker(f) = (P). Par irréducibilité de X2 +1
dans R[X], on en déduit que P = X? + 1 ou P = 1. Mais on ne peut pas avoir P = 1, car 1 ¢ Ker(f).
On a donc P = X2 + 1 et, par le théoréme on obtient que C =2 R[X]/(X2 +1)-

4.2.4 K[X] vu comme un espace vectoriel

Proposition 4.2.25. La somme et la multiplication par un scalaire munissent K[X] d’une structure de
K-espace vectoriel de dimension infinie.

Démonstration. 11 a déja été vérifié que (K[X],+) est un groupe abélien. Les propriétés concernant le
produit par un scalaire découlent, quant & elles, de la structure d’anneaux de K[X]. Rappelons en effet
que cette opération, introduite dans la remarque est définie par \.P := 1(\).P ou ¢ identifie, en
tant qu’anneau, K aux polynémes constants. On a alors bien, pour tous A\, A1, Ay € Ket P, P, P, € K[X],

e \(P+ P) :=vN).(PL+ P) =9(N).PL+1(N\).Pe =2 AP + APy

o (M +X2).P =9\ + A2).P = (¥(A1) + (X)) .P = (M).P+¥(A2). P =: \.P + Ao . P;

o A.(A2.P) = ¢(A).(¥(A2).P) = ((A1)-1h(A2)).P = (A1 X2). P =: (A1 A2).P;

e 1.P:=1(1).P =1.P = P, en notant 1 I’élément unité de K.
L’ensemble K[X] est donc bien un espace vectoriel.

Concernant sa dimension, montrons que pour tout n € N, dim (K[X ]) > n+ 1. Pour cela, on montre par

récurrence sur n que la famille (1, X, X2,..., X™) est libre. Le résultat est évidemment vrai pour n = 1.
. Sag . 1 ; .
Supposons-le donc vrai au rang n et considérons une relation Z?:o a; X" = 0 avec ag,...,an,4+1 € K. Si

any1 était non nul, on aurait X"+ = a;}rl.ao + a;}rl.alX +e 4+ a;}rl.anX", ce qui n’est pas possible
car deg(X"*!) = n+1 et deg(a, ;1.0 +a, 1.1 X + -+ +a,;1.a,X") < n. On en déduit que a,41 =0
et donc que Z?:o a; X" = 0, ce qui par hypothése de récurrence implique que tous les a; sont nuls. La
dimension de K[X] en tant qu’espace vectoriel est donc infinie. O

Remarque 4.2.26. Dans la preuve ci-dessus, la famille infinie B := (1, X, X?2,...) se comporte comme
une base infinie, dans le sens toutes les sous-familles finies sont libres, et que tout élément de K[X]
s’écrit comme combinaison linéaire (finie) d’éléments de B. Il est alors tentant d’étendre tout cela a
des combinaison linéaires infinies, mais il faut pour cela donner un sens a ces sommes infinies. Nous ne
traiterons pas de cela ici, mais cela peut se faire de maniere abstraite, on parle alors de séries formelles,
ou bien avec des considérations de convergence, on met alors le pied dans ’analyse.

Néanmoins, il est souvent agréable de pouvoir raisonner en dimension finie.

Définition 4.2.27. Pour tout n € N*, on définit K, [X] := {P € K[X] | deg(P) < n}.

Proposition 4.2.28. Pour tout n € N, K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X] de dimension n + 1.
Démonstration. D’apres la proposition K,,[X] est stable par somme, opposé et produit par un
scalaire. C’est donc bien un sous-espace vectoriel. Nous avons déja montrer dans la preuve de la proposition

4.2.25que la famille (1, X, ..., X™) est libre et il est clair qu’elle est génératrice. Il s’agit donc d’une base
de cardinal n + 1, on a donc bien dim (K[X]) =n + 1. O

Remarques 4.2.29.
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e L’espace K, [X] peut étre interprété algébriquement comme l’anneau quotient K[X ]/( Xnt1y. En
remarquant par ailleurs que (X" 1) = {P € K[X] | deg(P) > n} U {0} est un sous-espace vectoriel
de K[X], que I'on notera K., [ X], on peut observer la concommitance des trois opérations suivantes :

» projection vectorielle de K[X] sur K, [X] selon K-, [X] (point de vue “algebre linéaire”);
» projection canonique de K[X] vers K[X]/(Xnﬂ), (point de vue “algebre”);
» reste de la division euclidienne par X", (point de vue “arithmétique”).

e Dans le cas K =R (et aussi C), et en empiétant sur la section suivante, tout cela a également fort
a voir avec l'analyse. En effet, d’apres le théoreme de Stone—Weierstrass, toute fonction continue
f sur un compact de R peut étre approché par une suite (Pp)pen de polynémesﬁ En chaque
degré, le coefficient correspondant de P, converge alors lorsque n tend vers Uinfini, et f peut en ce
sens étre (un peu abusivement) interprétée comme un “polynéme de degré potentiellement infini”.
En projetant ce “polynéme” sur K, [X] par troncation des termes de degré plus grand que n, on
obtient une suite approchant f; dans le cas ou f est analytique, c’est la suite de ses développements
limités en 0. Pour f polynomiale, cela donne un quatrieme point de vue, étiqueté “analyse”, pour
la projection de K[X] sur K, [X] évoquée ci-dessus.

4.3 Fonctions polynomiales et racines

Commengons par donner une définition purement algébrique de la notion de racine.

Définition 4.3.1. On dit que a € K est racine de P € K[X] si P est divisible par X — a.

De cette définition, il vient directement que :

Proposition 4.3.2. Tout polynéme P € K[X]* non nul admet au plus deg(P) racines distinctes.

Démonstration. Soit a; # ag € K deux racines de P. On a alors (az —a1) " H(X —a1) + (o —ag) 71X —
as) = 1, et donc pged(X — a1, X — ag) = 1. Tous les mondémes X — «, avec « racine de P, sont donc
premiers entre eux et ils divisent tous P. D’apres la proposition [3:2.21] leur produit divise P et son degré,
correspondant au nombre de racines distinctes de P, est donc inférieur a celui de P. O

La définition [4.3.1] ne correspond pas exactement a l'idée, pourtant commune, qu'une racine d’un po-
lynéme, c’est une valeur ou le polynéme “s’annule”. Cette approche nécessite de donner un sens a une
telle annulation ; c’est ici que la distinction polynéme/fonction polynomiale intervient.

Définition 4.3.3. Pour tout polynome P =: >/, apX* € K[X], on définit I’application polynomiale
associée par

K — K
fe: [ — Zzzoakxk .
Proposition 4.3.4. L’application
KX] — FXKK)
€k: ,

P — fp

ou F(K,K) est 'anneau des applications de K dans K, est un morphisme unitaire d’anneaux. Lorsque
K = R ou C, on peut méme remplacer F(K,K) par 'anneau des applications continues, dérivables,
infiniment dérivables ou méme analytiques.

Démonstration. En notant P; := ag + a1 X + -+ + a,, X™ € K[X], a,, := 0 pour n > ny, Py :=
bo + b1 X + -+ b, X™ € K[X] et by, := 0 pour n > na, on a bien, pour tout x € K,

4. en vrai, leurs fonctions polynomiales fp, associées
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On en déduit que (P + P2) = Er(P1) + Er(P2), §x(P1.2) = &k (P1)-§x(F2) et k(1) = 1, c’est-a-dire
que &k est un morphisme unitaire d’anneaux. O

Notation 4.3.5. Par abus de notation, on notera dans la suite P(«) pour fp(a) pour tout P € K[X] et
ae K

Proposition 4.3.6. Soit P € K[X] et a € K. Alors « est racine de P ssi P(«) = 0.

Démonstration. Si « est racine de P, alors il existe @ € K[X] tel que P = (X — «)Q et on a P(a) =
(o — a)Q(a) = 0.

Réciproquement, supposons que P(a) = 0. Par division euclidienne de P par X —q, il existe @, R € K[X]
tels que P = Q.(X — a) + R avec deg(R) < deg(X — a) = 1. Le polynéme R est donc constant égal &
B € K. Mais on a alors R = = Q(a)(a — a) + 8 = P(a) = 0. On en déduit que P = Q.(X — «) et donc
que X — « divise P. O

Corollaire 4.3.7. Si K est de cardinal infini, alors 'application &g est injective.

Démonstration. Soit P € Ker(ék). Alors, pour tout « € K, = est racine de P. Or, d’apres la proposition
si P est non nul, il ne peut posséder qu'un nombre fini de racines. Par contraposée, on en déduit
que P = 0 et donc que £k est injective. O

Remarque 4.3.8. Dans le cas K = R ou C, le corollaire [£.3.7] permet d’identifier les notions de polynome et
de fonction polynomiale. C’est un avantage, mais aussi un inconvénient car cela est susceptible de générer
un certain nombre de confusions (notamment chez les étudiants). Pour un corps fini, ces deux notions
different en effet nécessairement car F(K,K) est alors de cardinal fini mais pas K[X]; pour K = Z/Qz,
par exemple, I'application fx(x 1) est triviale sans que X(X +1) = X + X? ne le soit.

Plus généralement, on peut montrer que 'application &g est injective ssi K est infini, et qu’elle est
surjective ssi K est fini. On remarquera de fait que &g n’est jamais un isomorphisme d’anneaux.

La proposition [£.3:2] peut étre raffinée en comptant les racines “avec multiplicité”.

Lemme 4.3.9. Soit P € K[X] et a € K une racine de P. Alors il existe un unique ko € N* tel que P
soit divisible par (X — a)* mais pas par (X — a)ko+!,

Démonstration. Si a € K est racine de P € K[X], c’est que X — «a divise P. De plus, si (X — a)*+!
divise P avec k € N*, alors (X — a)* aussi. Enfin, d’aprés la remarque 4.2.14) (X — a)d°8(P)+1 ne peut
pas diviser P. On en déduit que l'ensemble I, := {k € N* | (X — )" divise P} est un ensemble fini
non vide de la forme {1,2,...,ky — 1,ko} et que ko := max I, est Punique entier vérifiant les propriétés
voulues. O

Définition 4.3.10. Soit P € K[X] et a € K une racine de P. On appelle multiplicité de o 'unique
k € N* tel que P soit divisible par (X — a)* mais pas par (X — a)¥*1. Si a est racine de multiplicité 1,
on parle de racine simple, sinon on parle de racine multiple.

Proposition 4.3.11. Tout polynoéme P € K[X]* non nul admet au plus deg(P) racines, comptées avec
multiplicité, c’est-a-dire

> ko < deg(P),

« racine de P

ou k, est la multiplicité de o comme racine de P.

47



Démonstration. On va proceder comme pour la preuve de la proposition mais pour cela, il faut
montrer que, pour « # 3 € K racines de P, les polynomes (X — a)k> et (X — 3)*# sont premiers entre
eux. Supposons donc par 'absurde qu’il existe un facteur commun @, que ’on peut supposer irréductible,
alors @ divise (X —a)*= et donc, en itérant le lemme d’Euclide, il divise X — . De méme, il divise X — 3.
Or nous avons déja montré que X —a et X — f sont premiers entre eux, ils ne peuvent donc pas posséder
de diviseur commun non trivial. O

Dans le cas des fonctions polynomiales réelles, les racines multiples se détectent grace a I’annulation des
dérivées successives. Ce principe a un pendant algébrique.

Définition 4.3.12. Pour tout P =: Zze:géP) arX* € K[X], on définit la dérivé de P par
deg(P)
Pli= > kapXF
k=1

Pour tout n € N, on définit alors récursivement la n™¢ dérivé de P par P(® := P lorsque n = 0 et
P = (P™=1Y lorsque n > 0.

Remarque 4.3.13. Cette définition est motivé par le fait que, pour tout P € R[X], fpr = fp.

Proposition 4.3.14.
e Pour tout P € K[X], deg(P’) = deg(P) — 1 si deg(P) > 1 et deg(P’) = —oo si deg(P) < 0.
e Pour tous P, P, € K[X], on a
» (P, +P,) =P+ Pj;
> (Pl.PQ)/ = P{PQ + P1P2/
e Pour tout P € K[X] et tout n € N*, on a (P")" = nP’.P. En particulier, pour tout @ € K et
ne N ona (X —a)”) =n(X —a)"
K[X] — K[X]
Remarque 4.3.15. L’application D: . p est donc un endomorphisme d’espace vectoriel,
mais pas un endomorphisme d’anneaux!

Démonstration. Le premier point se vérifie directement lorsque deg(P) < 1 et provient de ce que
deg(P).ageg(py 7 0 lorsque deg(P) > 1.

Montrons maintenant le second point. Soit P;, P> € K[X] dont on note respectivement (ax)ren et (bk)ken
les coefficients. Par définition, on a

max (deg(Pl ) ,dEg(PZ))

deg(P1) deg(P2)
Pl +P = Z kap X*~t 4 kbp X*1 = Z Rlax + bi) X
k=1 k=1 k=1
max (deg(P1)7deg(P2)) I
= (ax +01)X" | = (P + B)

i
|
o
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ainsi que

deg(P1) deg(P2) deg(Py) deg(P2)
P.P,+P/.P, = arXF Z kbp XF—1 | + Z ka XF! Z b X
k=0
deg(P1) deg(P2)—1 deg(P1)—1 deg(P2)
= ap X* Do kDb X+ DY (bt Daga XP > bx*
k=0 k=0 k=0 k=0
deg(P1)+deg(P2)—1 deg(P1)+deg(P2)—1
= Z ai, (ig + 1)bi2+1 Xk + Z (il + 1)ai1+1bi2 Xk
k=0 i1,i0€N k=0 i1,i0€N
i1+io=k i1+io=k
deg(Py)+deg(P2)—1 deg(P1)+deg(P2)—1
= Z izail biz Xk + Z Z ilah bi2 Xk
k=0 i1,i0€N k=0 i1,i0€N
i1+io=k+1 i1+io=k+1
deg(P1)+deg(P2)—1 deg(Py)+deg(P;)—1
= Z Z (ig +i1)ai1bi2Xk = Z Z (k+ 1)ailbi2Xk
k=0 i1,i0€N k=0 i1,i2€N
i1+io=k+1 i1+io=k+1
deg(P1)+deg(P2)—1 deg(P1)+deg(P2)
= Z (k + 1) Z ai1b7;2 Xk = Z k Z ailbi2 inl
k=0 i1,i0€N k=1 i1,i2€N
i1+io=k+1 i1+i2=k
— (PP

Le dernier point provient d’'une récurrence immédiate.

Proposition 4.3.16. Soit Pi, P» € K[X] tels que P|

— P =)} _,axrX". On a alors

Z kaka =

Démonstration. Notons Ps

(P, —P) =Py —

Mais, la famille (1, X, ...,

donc a; = 0. En posant a := ag, on obtient bien P, = P; + a.

Corollaire 4.3.17 (formule de Taylor). Pour tout P € K[X]* et touta« € K,ona P =3}~

a)k.

= P}, alors il existe a € K tel que Py, =

P +a.

Pl =o0.

Xn=1) étant libre, on peut en déduire que kap = 0 pour tout k € [1,n], et

O

deg P) P(k)(a)(

Démonstration. On travaille par récurrence généralisée sur deg(P)

€ N. Le résultat est clair si deg(P) = 0,

c’est-a-dire si P est un polynéme constant. Supposons maintenant le résultat vrai au rang n et considérons
un polynéme P € K[X] de degré n + 1. Le polynome P’ est alors de degré au plus n et, par hypothese

de récurrence, on a donc P’ = ZiigéP)A %(X — a)F. Mais alors
deg(P) deg(P) deg(P)—1
p(k)(a) p(k)(a) p(k+1)(a)
(X - o) (X —a)ht= — (X —a)f =P,
— k! — (k—1)! — k!
et donc, d’apres la proposition précédente, 2e=gO(P) PU:!(O‘) (X —a)* = P+ a avec a € K. En évaluant en

«, on obtient enfin a = 0. O
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Proposition 4.3.18. Soit P € K[X]. Un élément a € K est racine de multiplicité k, € N* ssi P*)(a) = 0
pour tout k € [0, ko — 1] mais P*e)(a) # 0.

Démonstration. En utilisant le corollaire 4.3.17 il est clair que, si P(*)(a) s’annule en a pour tout
k € [0, kg — 1] mais pas pour k = kg, alors « est racine de multiplicité ko pour P.

Pour la réciproque, on commence par remarquer que, sous la convention qu’une racine de multiplicité 0
est une non racine et que [0, —1] = @, le résultat est vrai pour k, = 0. De plus, on peut remarquer que, si
a € K est racine de multiplicité k, € N* de P, alors P = (X — a)*Q avec Q € K[X] vérifiant Q(a) # 0,
et done P’ = k(X — a)fe=1Q + (X — a)k Q' = (X — a)*~1Q avec Q := (ka@Q + (X — @)Q') vérifiant
Q(a) = koQ(c) # 0. Autrement dit, a est racine de multiplicité ko — 1 de P’

La preuve se fait des lors par récurrence sur k, € N. Supposons donc le résultat vrai au rang n € N
et considérons une racine « de multiplicité k, = n + 1 pour P. Alors « est racine de multiplicité n
pour P’ et, par hypothese de récurrence, on a P*)(a) = (P)*~Y = 0 pour tout k € [1,n], ainsi que
P (q) = (P")"(a) # 0. De plus P(®) = P(a) = 0 car « est racine de P puisque n +1 > 1. O

Appendice : Theoréeme de d’Alembert—Gauss

En supposant acquis la notion de continuité pour les fonctions allant de C dans C, nous donnons ici une
preuve du théoréeme suivant :

Théoreme (d’Alembert—Gauss). Tout polynéme P € C[X] non constant admet une racine.
Remarque. Cela peut étre reformulé en :

e tout polynéme P € C[X]* \ C[X]* est scindé;
e seuls les polynomes de degré 1 sont irréductibles dans C[X];
o C est algébriquement clos.

Démonstration. Soit P =: " ja;X* € C[X] de degré n € N*. Par inégalité triangulaire, on a pour tout
zeC

1P(2)| =

n n—1 |a|
< lail 2l =lanl 2" (14 — lim |an|.|2|" = co.
P P |an| |z| 2300 2—300

n
E a; 2"
i=0

En particulier, il existe R > 0 tel que |2| > R = |P(z)| > |P(0)| + 1. On en déduit que mié1|P(z)\ =
zE

mi({:l |P(z)| et que, par compacité de I'ensemble {z € C | |z| < R} et par continuité des applications
<k
polynomiales sur C, le minimum de |P| est atteint en un point zg. Supposons par I'absurde que P(zg) # 0.

D’apres le corollaire [4.3.17] il existe ay, ..., al, € C, avec aj = P(zg) # 0, tels que
P(z) = Zag(z — z)".
i=0

Puisque P est de degré n > 1, 'ensemble {1 < ¢ < n | a; # 0} est non vide, il possede donc un plus petit

% = 0. Encore par inégalité

élément que I'on note ig. On fixe également w € C une racine i5™° de —-
0

triangulaire, on a alors pour tout 0 < ¢ < 1

n
ag + E ait'w’

i=1g

n
ap — apt™ + E ait'w’
i=ig+1

n
/ I tio, o r4i i
ay + a; 10w’ + g a;t’w
i=ig+1

|P(z0 + tw)| =

n
(= t)apl+ 3l = (1= £)laj] + (),
1=ig+1

IN
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avec e(t) = Z?;lio |af 4, witio |t = 0. Pour ¢ suffisamment proche de 0, on a alors 0 < (t) < %|a6| et

donc . .
%0 / 2 / 2 / /
[P(z0 +tw)| = (1= ¢")|ag| + —-lag] = (1= 5 ) lao| < lag| = [P(z0)l,
ce qui contredit la minimalité de zg. On en déduit que P s’annule en zj. O
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