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Exercice 1.

(a) Deux entiers ki, ko € Z sont congrus modulo n € N* si et seulement si n divise ko — ky.

(b) Dans un groupe G, on appelle conjugué de g € G par h € G I'élément h.g.h 1.

(¢c) Un anneau A est intégre si 04 est le seul diviseur de zéro, c’est-a-dire si, pour tout aq,as €
A\ {04}, on a aj.az #04.

2. Le premier théoreme d’isomorphisme pour les groupes dit que tout morphisme de groupes f :

G1 — Gy induit un isomorphisme de groupes f : Gl/Ker(f) — Im(f). Pour le démontrer, on
commence par remarquer que, Ker(f) étant un sous-groupe distingué de G, Gl/Ker( f) est bien
un groupe, de méme que Im(f) C Ga, et que pour toute classe [g] € Gl/Ker(f), on peut définir

f(l9]) = f(g) € Im(f). En effet, si ¢’ € [g], on a alors g'.g~ " € Ker(f) et donc f(¢') = f(¢'.g7 .9) =
f(g'.g7Y).f(9) = f(g). De plus, f est un morphisme de groupes car on a, pour tous gi,gs € G1,

Flg1-92]) = f(91-92) = f(g1)-f(92) = f([g1])-f([g2]), et ce morphisme est surjectif sur Im(f) par
construction. Enfin, si pour g1,92 € G, on a f([g1]) = f([g2]), c’est que f(g1) = f(ga2) et donc que
flg1.951) = f(91)-f(g2)"" = eq,, impliquant de fait que [g1] = [g2] et donc P'injectivité de f. Au

final, 'application f est donc bien un isomorphisme de groupes.

. Commengons par vérifier que la multiplication est bien une opération interne pour les éléments
inversibles, c’est-a-dire qu’un produit de deux élément inversible est bien inversible. Pour cela, on
considere a; et ap deux éléments inversibles et on constate que a; *.a7 ' est bien un inverse pour
ai.as. En effet, on a a;l.afl.al.ag = a;l.ag = 1 et pareil pour al.a2.a§1.af1. Deés lors, I’associa-
tivité est vérifié par définition d’'un anneau, ’existence d’un élément neutre ’est par définition du
caractére unitaire d’un anneau, et I'existence d’un inverse ’est par définition d’un élément inversible.

Exercice 2.
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(a) Soit e »*t ,e #*2 € U,, alors
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Le sous-ensemble U, de C est donc bien un sous-groupe, donc un groupe.
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(b) La suite (e ok )k N donne une suite infini d’éléments de U, qui sont tous distincts, le groupe
€
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U, est donc d’ordre infini. Par contre, pour tout e K )pk = e2lam = 1,

€ Up,ona (e
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montrant que e »* est d’ordre fini.

(c) Supposons par 'absurde que U, est monogene, alors il est engendré par un élément d’ordre
fini et est donc lui-méme d’ordre fini, ce qui contredit la question précédente. On en déduit
donc que U, n’est pas monogene.

Remarque : on pourrait montrer que U, n’est méme pas finiment engendré, c’est-a-dire en-
gendré par un nombre fini d’éléments.
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(a) Siki <k €N alorser™ =e 2 = (erf2) € Gy, et donc, G, = (e?*) C Gi,.
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(b) On a clairement UpenGr C Up,. Réciproquement, pour tout e #* € Up,onae »* = (e ok )a €

G, C UkenGy. Par double inclusion, on a donc UgenGy = U,.
(¢) On considere I’application

Z — Gk
(pk: Zi(lt-ﬂ .
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C’est un morphisme de groupes car on a, pour tout aj,as € Z, p(a; + az) = e »F
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e »* e »* = p(a1).p(az). Ce morphisme est surjectif car Gy, est engendré par ¢(1) = et
et son noyau vaut {a ez ]% € Z} = pFZ. Par le premier théoreme d’isomorphisme, on en

déduit que Gy, est isomorphe a Z/pk 7.
(d) i o. Puisque H C U, = UkenGy, il existe nécessairement un k € N tel que z € Gy.
L’ensemble {k € N | z € Gj} est donc un ensemble non vide d’entiers naturels, il
possede donc un plus petit élément. vir b
B. Comme x € Gy, il existe a € Z tel que z = (ep’“z) = er= . Si k, = 0, alors
x = %" = 1 = 2" et on peut remplacer a par 1 qui est bien premier avec p.
Autrement, supposons par 'absurde que a n’est pas premier avec p, alors puisque p
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est premier, on a a = a’.p avec o’ € Z et donc x = e »F* = erFoT € Gy, _1, ce qui
contredit la minimalité de k,. On en déduit que a est premler avec p.
~. Puisque a est premier avec p, il 'est également avec pF=, et d’apres le théoreme de
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Bachet-Bezout, il existe donc w,v € Z tels que a.u + v.p** = 1. On a alors er’> =
2i(autvphe)r 2auin . 2airm
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)u = z" € H et donc G, C H puisque Gy, est
2im
engendré par er*= .
ii. Supposons par 'absurde que H # U, = UgenGy. L'ensemble {k € N | G, ¢ H} est donc

non vide et on peut considérer son plus petit élément ky. On a kg > 0 car Gy = {1} C H
et, par minimalité de ko, Gy,—1 C H. Or, par hypothese, H # Gy,_1, il existe donc
x € H\ Gi,—1. D’apres la question précédente, on a alors G, C H. Mais k, > ko car
x ¢ Gr,—1, et d’apres la question (a), on a Gy, C G, C H, ce qui contredit la définition
de k().
(e) D’apres la question (c), tous les G, sont cycliques et d’apres la question (d), U, est le seul sous-
groupe de U, & ne pas étre égal & un Gj. On en déduit donc que, parmi tous les sous-groupes
de U,, seul U, n’est pas cyclique.

Exercice 3.
1. (a) Ona

(a—0b).(a" =V)=a.ad +bb —ab —bad =a.a —3.bY —ab —ba mod 4.

(b) Pour montrer que A est un sous-anneau de C, il faut montrer qu’il est stable par somme,
opposé et inverse. Soit “”\/gb “l“\/gb/ € A, avecdonca=b mod2eta = mod2:
. “‘“fb a +“[b/ (‘H'a )+“[(b+b )c Acara+a =b+b mod 2;
. a'”‘fb i “fb € Acar —a=—b mod 2;
. “‘*"fb “‘“fb’ = a“_?’bb“‘[(“b*’ba) aaigbb +\/§'ab+ba or a.a’ = b.t' = 3.b.b

m0d2 et ab’ = b.a’ = —b.d mod2 donc a.a' —Sbb’ et ab’+ba sont tous les deux
pairs et 42 }3 b. b/, g b,;rb'a’ € 7Z; de plus, 2 divise a — b et @’ — I’ par hypothese, 4 divise
donc (a — b).(a’ — V') ainsi que a.a’ — 3.b.0" — a.b/ — b.a’ d’apres la question précédente, et
a.a'723.b.b' o a.b';b.a' et donc que a+i2\/§b'a/+i2\/§b/ c A.

on en déduit que 2 divise
2. Onae%:—%—f—iéeA.
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3. Par stabilité par produit, si un anneau contient %% , il contlent également ' = (e % ) . Et par

stabilité par somme et inverse, il contient également —(e 5 et =—(—3+i% -5 —i) =
2im din /A L .
et e — M = -1+ + 1403 =iV,
4. L mtersectlon de tous les sous-anneaux de C contenant e 5 est un sous-anneau de C contenant
24
e , inclu dans tous les sous-anneau de C contenant e . Il existe donc bien un plus petit sous-
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anneau de C contenant e 35 . D’apres la question précédente, ce dernier contient 1 et iv/3, donc

par combinaison linéaire, il contient tous les a + ib\/3, avec a,b € Z, autrement dit tous les Mg\/g
avec a,b € Z et a = b = 0 mod 2. Et en sommant tous ces derniers avec e = —% + i?, il

contient également tous les Lg\ﬁ avec a,b € Zet a=b=1 mod 2. On en déduit qu’il contient



. . . ~ 2im .
A. Mais par ailleurs, A est lui-méme un sous-anneau de C contenant e™s | c’est donc bien le plus
petit sous-anneau de C contenant e .




