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Mathématiques — M1

DEVOIR SURVEILLE N°2— ALGEBRE ET GEOMETRIE-2H

Exercice 1
Déterminer, dans Q[X], un polynéme annnulateur pour v/3 + /2.

Exercice 2

Décrire le groupe des inversibles de Z/1 17, et donner la liste des éléments d’ordre maximal.

Exercice 3
Pour tout d € N*, on dit qu’une racine d*™ de I’unité dans C est primitive si elle engrendre toutes les autres

racines d'°™® par multiplication ; on note

¢a(X):= [ (x=0),

¢€C racine d*™
primitive de 1’unité

le d®™ polyndme cyclotomique. On rappelle que ¢4(X ) € Z[X] et que, pour tout n € N*, X" —1 = H da(X).
d|n
Pour tout ensemble A contenant un élément noté 0, on notera A* := A\ {0}.

Dans cet exercice, on ne suppose pas a priori qu’un corps est commutatif. Le but est de démontrer le théoréme
de Wedderburn, lequel affirme que tout corps fini est néanmoins commutatif. On considere donc un corps fini [F et
on suppose, par I’absurde, qu’il est non commutatif. On note Z := {z € F | Vy € F, 2y = ya} le centre de F et
q:=\Z|.

1. (a) Montrer que Z est un sous-corps de I contenant au moins deux éléments.
(b) Montrer que [F est un Z—espace vectoriel.
(c) En déduire que |F| = ¢™ avec n € N*\ {1}.
2. On considere I’action de F* sur lui-m&me par conjugaison.
(a) Dans cette question, on fixe x € F* et on note Z(z) := {y € F | zy = yz} le commutant de .
i. Montrer que Z C Z(z) et en déduire que |Z(z)| = ¢% avec d, € N*.
ii. Montrer que Stab(z) U {0} = Z(x).
iii. Montrer que Stab(z) est un sous-groupe de F* et en déduire que g% — 1 divise ¢" — 1.
iv. Montrer que d,, divise n, avec d,, = n si et seulement si x € Z*.
v. On note w(zx) I’orbite de x. Montrer que |w(x)| = H ba(q)-

d divise n
d ne divise pas d,

(b) i. Montrer que |F*| = |Z*| + Z |w].
w orbite
Jw|>1
ii. En déduire que ¢, (q) divise ¢ — 1.
3. (a) Soitz € C\ {1} tel que |z| = 1. Montrer que |[¢ — z| > ¢—1 > 1.

(b) Conclure.



