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NOTES DE COURS

Groupes (géométrie)

Généralités

Groupes et sous-groupes

Définition 1.1.1. On appelle groupe tout ensemble G muni d’une opération .: G x G — G associative
(Y91, 92,93 € G, (91.92).93 = g1-(92-93)), admettant un élément neutre (e € G,Vg € G,e.g = g.e =g) et
tel que tout élément posséde un inverse (Vg € G, 3¢’ € G, g.9' = ¢'.¢ élément neutre). On dit de plus que
G est abélien si I'opération . est commutative (Vg1, g2 € G, g1.92 = ¢2.91)-

Notation 1.1.2. Dans tout ce qui suit, et sauf mention contraire, G et toute variation de la notation G
sera un groupe. Si G est nommément abélien, on notera par + son opération, par Og, ou 0 s’il n’y a pas
d’ambiguité, son élément neutre, par —g l'inverse de g € G, par ng la somme itérée n € N fois de g € G
et par —ng la somme itérée n fois de son inverse. Autrement, on notera par . son opération, par eg, ou e
s’il n’y a pas d’ambiguité, son élément neutre, par g~! I'inverse de g € G, par ¢g" le produit itéré n € N
fois de g € G et par g~ le produit itéré n fois de son inverse.

Proposition 1.1.3.

e [’élément neutre de G est unique.

e Pour tout g € G, l'inverse a droite et I'inverse a gauche de g sont uniques et égaux.
Pour tout g € G et tout n € N, g7 = (g") L.

t=gy gt

e Pour tous g1,92 € G, (91.92)~

Définition 1.1.4. On appelle ordre de G, noté |G|, son cardinal (éventuellement infini) en tant qu’en-
semble. Pour tout g € G, |g| :== min{n € N | g" = e} est appelé ordre de g, avec la convention que
min () = oco.

Définition 1.1.5. Pour tout g € @, on appelle conjugué de g tout élément de la forme ¢’ '.g.g’ avec
/
g €qG.

Définition 1.1.6. Un sous-ensemble non vide H C G est un sous-groupe s’il est stable par . et par
inverse. On dit de plus que H est distingué s’il est stable par conjugaison, on note alors H <1 G.

Définition 1.1.7. On dit que G est simple si ses seuls sous-groupes distingués sont G et {e}.

Proposition 1.1.8.
e Un sous-ensemble non vide H C G est un sous-groupe ssi, pour tout gi,92 € H, ¢1.95 leH.

e Tout sous-groupe H C G est un groupe dont I’élément neutre et les inverses sont identiques a ceux
de G.

Ezemple 1.1.9. Pour tout g € G, le centralisateur de g, Zg(g) := {g’ eG|gyg = g’.g}, est un sous-
groupe de G. Le centralisateur de G, Z(G) := {g € G |Vg' € G,g.g' = ¢'.g}, est un sous-groupe distingué
de G.



Morphismes de groupes

Définition 1.2.1. Une application f: G; — G5 entre deux groupes est un morphisme de groupes
si elle respecte les opérations (Vgi1,92 € Gi, f(91.92) = f(g91)-f(g2)). On parle méme plus précisement
de monomorphisme, d’épimorphisme et d’isomorphisme de groupes si f est respectivement injective,
surjective ou bijective ; et on parle d’endomorphisme de groupe si G1 = Gs, et d’automorphisme si f est
simultanément un isomorphisme et un endomorphisme de groupes.

Ezemple 1.2.2. Pour tout g € G, I'application conj,: G — G définie, pour tout g € G, par Conjg(g’) =
g~ 1.¢’.g est un automorphisme de groupe.

Proposition 1.2.3.
e Si f: Gi — G4 est un morphisme de groupes, alors f(eq,) = eq,.
e La composé de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes et la réciproque d’un
isomorphisme de groupes est un isomorphisme de groupes.
e Une application f: G; — G5 est un morphisme de groupes ssi, pour tous g1, g2 € G, f(gl.ggl) =

flg1)-f(g2)~"

Proposition 1.2.4. L’ensemble des automorphismes de G, noté Aut(G), muni de la composition est un
groupe dont Idg est I’élément neutre.

Définition 1.2.5. Soit f: G; — G2 un morphisme de groupes. On appelle image de f, notée Im(f),
son image ensembliste, et noyau de f, noté Ker(f), 'image réciproque de eg,.

Proposition 1.2.6.
e Pour tout morphisme de groupes f: G; — G2, Ker(f) est sous-groupe distingué de G; et Im(f)
est sous-groupe de Gs.

e Un morphisme de groupes est un monomorphisme de groupes si et seulement si son noyau est réduit
a I’élément neutre.

Définition 1.2.7. On dit que G; et G4 sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de groupes f: G; —
Gs.

Essentiellement, deux groupes isomorphes ne sont I'un pour 'autre qu'un renommage des éléments, cela ne
change aucune de leurs propriétés algébriques. On n’étudie donc en général les groupes qu’d isomorphisme
pres. Mais attention toutefois, car I'isomorphisme entre deux groupes isomorphes n’est en général pas
canonique !

Opérations sur les groupes
Opérations ensemblistes

Proposition 1.3.1. Soit (Hi)i ¢ une famille de sous-groupes (resp. sous-groupes distingués) de G, alors
ﬂI H; est un sous-groupe (resp. sous-groupe distingué) de G.
1€

Ezemple 1.3.2. Ona N Zg(g) = Z(G).
geG

Par contre, la réunion de sous-groupes n’est en général pas un sous-groupe car la stabilité par produit
n’est pas assurée a moins d’ajouter des éléments. Cela conduit a la notion suivante.

Définition 1.3.3. Soit H C G un sous-ensemble non vide, on appelle sous-groupe engendré par H, noté
(H), l'intersection de tous les sous-groupes de G contenant H. Il s’agit du plus petit sous-groupe de G
contenant H.

Définition 1.3.4. On dit qu’une famille (g;) oy d’éléments de G engendre G si (g; | i € 1) = G.
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Produits

Définition 1.3.5. Soit ¢: G; — Aut(G2) un morphisme de groupes. Alors opération

(91,92)-(d.95) = (9191 » g2-95""),

(91) = (

avec gh¥ go(gl))(gé), muni G X G2 d’une structure de groupe que 'on note G1 %, Ga.

Ezemples 1.3.6.

e En considérant le morphisme de groupes constant Idg,: Gi — Aut(G2) qui envoie tout élément
de G, sur Idg,, on définit le produit direct de G; et Ga, noté tout simplement G; x Gb.

e Soit £ un espace affine d’espace directeur E. Pour tout ¢ € £, chaque bijection affine f de £ dans
lui-méme se décompose de maniére unique en f = fy, 0 ty,, ou fo, € {h: € — £ affine | h(zg) =
xo} ~ GL(E) et t,, € {t translations de 5} ~ F. Cela définit une bijection entre le groupe des
bijections affines de £ dans lui-méme et le produit cartésien GL(F) x E, mais en tant que groupe,
cela correspond a GL(E) X1dgy, ) E-

e Soit Hy, Hy C G deux sous-groupes tels que HiNHy = {e} et Ho<IG. Alors (H1UH3) =~ Hj Xconj Ha

avec
H — Aut(Hg)
conj: .

x>y conj,(y)

Quotients

Définition 1.3.7. On définit les classes a gauche (resp. classes & droite) d’un sous-groupe H C G comme
les sous-ensembles de la forme g.H (resp. H.g) avec g € G.

Proposition 1.3.8. Soit H C G un sous-groupe.
Pour tout ¢1,92 € G, on a g1.H = go.H ssi gfl.gg €H.

Les classes & gauche (resp. & droite) de H forment une partition de G.

Toutes les classes & gauche (resp. & droite) de H sont en bijection.
e Les classes a gauche de H sont en bijection avec ses classes a droite.

e Le sous-groupe H est distingué ssi les classes a gauche et a droite de H associées a g € G sont
identiques.

Remarque 1.3.9. Lorsque H <1 G ou lorsqu’il n’est question que des cardinaux, il est inutile de préciser si
Pon considere les classes a gauche ou a droite.

Définition 1.3.10. On appelle indice d’un sous-groupe H C G le cardinal, noté [G : H], de ses classes.
Proposition 1.3.11. Pour tout sous-groupe H C G, on a |G| = [G : H].|H|.

Corollaire 1.3.12 (théoréme de Lagrange). Si H est un sous-groupe d’un groupe fini, alors |H| divise
|G| (théoreme de Lagrange).

Proposition 1.3.13. Pour tout H < G, l'opération de groupe de G induit une structure de groupe sur
I’ensemble des classes de H.

Notation 1.3.14. Pour tout H < G, on note G/H le groupe quotient associé, et my: G — G/H la
surjection canonique qui envoie tout g € G sur g.H.

Remarque 1.3.15. D’un point de vue ensembliste, on peut réinterpréter le groupe quotient en terme
de quotient par une relation d’équivalence en remarquant que la relation ~y définie par g1 ~g g2 <
gl_l.gg € H est une relation d’équivalence et que 'on a g1.H = g2.H < g1 ~g go.



Proposition 1.3.16 (propriété universelle du groupe quotient). Soit H <1 G. Pour tout morphisme de
groupes f: G — G’ tel que H C Ker(f), il existe un unique morphisme de groupes f: G/g — G’ tel
que

Glu

et tout groupe vérifiant cette méme propriété est isomorphe a G/ H-

Corollaire 1.3.17. Soit H; <G, H1 <G et un morphisme de groupes f: G1 — G tel que f(Hy) C Ho.
Il existe un unique morphisme de groupes f: Gl/H1 — Gz/H2 tel que

¢ —' . q,

ﬂHll . lﬂHz

Gl/H1 *?) GQ/Hz

La notion de groupe quotient permet d’établir trois résultats important d’isomorphismes.

Proposition 1.3.18 (premier théoréme d’isomorphisme). Pour tout morphisme de groupes f: G; —

Gy, on a Im(f) = G1/Ker(f)-

Proposition 1.3.19 (second théoréme d’isomorphisme). Soit H << G et H' C G un sous-groupe. Alors
H.H' est un sous-groupe de G et ona HNH' <H', H<H.H' et H' /g g = H.H'/f.

Proposition 1.3.20 (troisitme théoréme d’isomorphisme). Soit H <1 G. Pour tout i « G/, il existe
un unique H C H' <1 G tel que i = mr(H'). Réciproquement, pour tout H' <1 G tel que H C H', on a
H'/g < G/ et (G/H)/(H'Jg) = G/m.

Actions de groupe

Définition 1.4.1. On dit que G agit (& gauche) sur un ensemble X §'il existe une application .,: G X
X — X telle que, pour tout z € X, e.,z = x et, pour tous g1,92 € G, g1.4(92.ax) = (91.92).ax. On
parle alors d’action de G sur X.

Notation 1.4.2. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on notera . pour ., cela permet d’interpréter la seconde
condition comme un phénomeéne d’associativité. Il faudra toutefois rester vigilants aux arguments et ne
pas confondre 'opération de groupe et l'action.

Proposition 1.4.3. Se donner une action de G sur un ensemble X, c’est équivalent a se donner un
morphisme de groupe entre G le groupe des bijections de X dans lui-méme.
Définition 1.4.4. Soit une action de G sur un ensemble X.

e Pour tout € X, on appelle orbite de x Uensemble O(x) := {g.a: | g € G} et stabilisateur de x
ensemble Stab(z) := {g € G | g.x = z}.
e On appelle ensemble des points fize de ’action 1'ensemble Fix(G) := QG Fix(g) avec, pour tout
g
g € G, Fix(g) = {z € X | gz =z}.
Proposition 1.4.5. Soit une action de G sur un ensemble X et x un point de X :

e Stab(z) est un sous-groupe de G;



e pour tout y € O(z), Stab(y) = g.Stab(z).g~! avec g € G tel que g.x = y;
e les orbites forment une partition de X ;
e (formule des classes) |O(x)| = [G : Stab(z)].

Proposition 1.4.6 (formule de Burnside). Soit une action de G sur un ensemble X. On note 2 ’ensemble

des orbites. Alors |Q|.|G| = > |Fix(g)|-
e,

Définition 1.4.7. On dit qu'une action est :

e transitive si elle ne posede qu’une seule orbite ;

libre si tous les stabilisateurs sont réduit a 1’élément neutre;

fideéle si I'intersection de tous les stabilisateurs est réduit a ’élément neutren ;

simplement transitive si elle est transitive et libre.

Exemples

Groupes symétriques

Définitions

Définition 2.1.1. Soit X un ensemble, on appelle groupe des permutations de X ’ensemble G x des
bijections de X dans lui-méme muni de la composition.

Remarque 2.1.2. Par définition, G x agit sur X.

Notation 2.1.3. Pour tout n € N, on note &,, := &y 5, avec la convention que [1,0] = 0.

Proposition 2.1.4.
e Pour tout ensemble X, Sx agit sur X.
e Si X; et Xy sont deux ensembles équipotents, alors les groupes Gy, et Sx, sont isomorphes. En
particulier, si X est fini, on a Gx = &y

Si X1 C Xo, il existe un monomorphisme de groupes envoyant &Sx, dans Sx,.
Pour tout ensemble X, Sx est abélien ssi | X| < 2.
Pour tout n € N, on a |&,,| = nl.

Remarque 2.1.5. Le fait que G x agissent sur X permet d’introduire tout le vocabulaire associée : orbites,
stabilisateurs, éléments fixes, etc.

Notation 2.1.6. Pour tout ensemble fini non vide X = {xl, e ,xn}, on peut noter tout élément o € Sx

par
xr1 X2 e Tn
o(x1) ofzz) -+ olwn) )
Le cas échéant, on pourra omettre les colonnes correspondant aux éléments de Fix(o).

Théoréme 2.1.7 (de Cayley). Tout groupe G est isomorphe & un sous-groupe de Sg

Décompositions

Définition 2.1.8. On définit le support d’une permutation comme ’ensemble des éléments non fixes
pour cette permutation. On appelle cycle ou permutation circulaire toute permutation dont le support
est formée d’une unique orbite. Pour tout entier k£ > 2, on appelle k—cycle tout cycle dont le support est
de cardinal k; si k = 2, on parle aussi de transposition.



Proposition 2.1.9.
e Deux cycles a supports disjoints commutent.
e Pour toute permutation et a I'ordre des facteurs pres, il existe une unique décomposition en produit
de cycles disjoints.

Proposition 2.1.10.
e [’ordre d’un cycle est égal au cardinal de son support.

e Si X est fini, Pordre de 0 € &x est égal au ppcm des ordres des cycles apparaissant dans sa
décomposition en cycles disjoints.

Notation 2.1.11. Pour tout n € N*,

e on peut noter tout cycle o € &, comme (4,0(i),0%(i),...,0l7171(i)) ot i est le plus petit élément
du support de o ;

e on peut utiliser I'unique décomposition en cycles disjoints pour noter toute permutation o € S,
comme (i1,0(i1),...)(i2,0(i2),...) - (ix, o(ix),...) ou, pour tout j € [1,k], (ij,0(i;),...) cor-
respond au cycle de la décomposition tel i; soit le plus petit élément du support de o privé de
toutes les orbites contenant les valeurs 41,...,%;_1.

Remarque 2.1.12. La concaténation des cycles dans la notation précédente correspond au produit . des
cycles; l'ordre de lecture n’importe pas puisque tous les cycles commutent. On peut, bien entendu,
considérer des produits (1'1, o(i1),.. .).(ig, o(i2),.. ) de cycles méme §’ils sont non disjoints, mais ’ordre
de lecture est alors important. Pour les permutations, le lecture se fait classiquement de droite a gauche.

Proposition 2.1.13.
e Pour tout ensemble fini X, &x est engendré par les transpositions.
e Pour tout n € N, &,, est engendré par les transpositions de la forme (z(z + 1)) avec i € [1,n — 1].
e Pour tout n € N, &,, est engendré par (12) et (123---n).

Proposition 2.1.14. Pour tout n € N, les transpositions de &,, sont deux a deux conjuguées.
Signature

Dans cette partie, on fixe un entier n > 2.

Lemme 2.1.15. Pour toute permutation o € G,,, la parité des quantités suivantes sont égales :

le nombre de facteurs dans une décomposition de o en produit de transpositions;

le nombre de k—cycles avec k pair dans la décomposition de ¢ en produits de cycles disjoints;

le nombre d’inversions de o, c’est-a~dire le nombre de couples (i,7), avec 1 < i < j < n, tels que
o(i) > a(j);

e n—k, ol k est le nombre d’orbites de o.

Proposition 2.1.16. Il existe un unique épimorphisme de groupes sign: &,, — {il}, appelé signature.
Définition 2.1.17. On définit A,,, le n**™ groupe alterné comme le noyau de sign: &, — { + 1}.

Proposition 2.1.18. On a

’ATL < 67L 1

|A,| = 2, notamment Ay est réduit a 1'élément neutre;;
A, est engendré par les 3—cycles;

Sin > 5, A, est simple.

Groupes linéaires et orthogonaux

Dans toute cette partie, et sauf mention contraire, on fixe E' un espace vectoriel de dimension finie n € N*
sur un corps k.



Groupe linéaire

2.2.1.1 Définitions et générations

Définition 2.2.1. On définit

e le groupe linéaire GL(E) comme le groupe des endomorphismes bijectifs de E pour la composition ;
e le groupe spécial linéaire SL(E) comme le noyau du morphisme det GL(E) — k*.

Remarque 2.2.2. Le groupe linéaire GL(E) est isomorphe au groupe GL,, (k) des matrices inversibles de
taille n a coefficients dans k, muni du produit matriciel.

A Tlinstar du groupe symétrique, engendré par les transposition qui sont les permutations non triviales
laissant le plus de points fixes, montrons que GL(E) est engendré par les applications linéaires non
triviales fixant le plus de points.

Proposition 2.2.3. Soit u € GL(F) laissant fixe un hyperplan H C E. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

det(u) =: A #1;

u est diagonalisable et admet une valeur propre A # 1;

E=H®Im(u—1d);

il existe une base dans laquelle la matrice de u est diagonale avec des coefficienst qui valent tous 1
sauf le dernier qui vaut \ # 1.

Définition 2.2.4. Si 'une des assertions de la proposition est vérifiée, on dit que u est une dilation de
rapport A et de droite Im(u — Id).

Proposition 2.2.5. Soit u € GL(F) \ {Id} laissant fixe un hyperplan H C E. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

det(u) =1;

e y n’est pas diagonalisable ;

Im(u —1d) C H;

il existe une base dans laquelle la matrice de u est de la forme :

0 0
I_1 Co
0 0

0 01 1
0 00 1

Définition 2.2.6. Si I'une des assertions de la proposition est vérifiée, on dit que u est une transvection
d’hyperplan H et de droite Im(u — Id).

Remarque 2.2.7. Attention, par définition, I'identité n’est pas une transvection. De plus, une transvection
n’est pas déterminée de maniere unique par son hyperplan et sa droite.

Proposition 2.2.8.
e [’ensemble des dilatations et I’ensemble des transvections sont chacun stable par conjugaison et
prise d’inverse.
e Deux dilatations sont conjugués dans GL(E) ssi elles ont le méme rapport; elles le sont alors
également dans SL(E).

e Deux transvections sont toujours conjugués dans GL(E), et elles le sont également dans SL(E) si
n > 3.

Proposition 2.2.9.
e SL, est engendré par transvections.



e GL, est engendré par les transvections et les dilatations.

Démonstration. On travaille par récurrence sur n en choisissant un vecteur xy et en imposant qu’il soit
fixé en utilisant le lemme suivant :

Lemme 2.2.10. Si n > 2 alors, pour tout x1,x2 € E non nuls il existe une transvection ou un produit
de deux transvections envoyant xi sur xs.

Il se démontre en traitant d’abord le cas ol x; et x2 ne sont pas colinéaires. On considere (x — T+
f(x).(x2 — 1)) avec f une forme linéaire telle que 3 — 1 € Ker(f) et f(z1) = 1. S'ils sont colinéaires,
on utilise un troisieme point x3 qui ne 'est pas. O

2.2.1.2 Géométrie projective

Eléments de géométrie projective

Définition 2.2.11. On appelle espace projectif associé a E, noté P(E) ou P"~}(K) si E = K", 'espace
des droites vectoriels de E.

On dit que P(E) est de dimension finie n — 1. Si n = 2, on parle de droite projective, et si n = 3, on parle
de plan projectif.

Ezxemples 2.2.12.
e Si E = {0}, alors P(E) est vide.
e Sin =1, alors P(E) contient un unique point.

L’espace P"~1(R) est homéomorphe & 5"71//33 ~ —x.Sin =2, cela donne S'. Sin = 3, cela donne
une surface non orientable obtenue en recollant un disque sur le bord d’un ruban de M&bius.

L’espace P1(C) est homéomorphe & S2.

L’espace P!(Fy) contient 3 points et P?(Fy), appelé plan de Fano, en contient 7.

Définition 2.2.13. On dit qu'une partie X de P(E) est un sous-espace projectif si elle est elle-méme
I’espace projectif associé a un sous-espace-vectoriel de F, c’est-a-dire si il existe F' C FE sous-espace
vectoriel tel que X = P(F).

Si dim(F) = 2, on parle de droite projective de P(E) et si dim(F) = dim(F) — 1, on parle d’hyperplan
projectif de P(E).

Ezemples 2.2.14.
e L’ensemble vide est un sous-espace projectif.
e Chaque point d’un espace projectif est un sous-espace projectif.
Proposition 2.2.15. Si P; et P, sont deux sous-espaces projectifs de P(E) tels que dim(Py)+dim(Py) >

n—1, alors P, N P, # (). En particulier, deux droites distinctes d’un plan projectif s’intersectent toujours
en un point.

Plus généralement, les trois propositions suivantes sont vraies pour tout espace projectif et ceci permet
de définir une notion d’espace projectif abstrait.

Proposition 2.2.16. Soit P(E) un espace projectif.
e Par deux points distincts a # b € P(E) il passe une unique droite projective que 1’on note (ab).
e Toute droite projective contient au moins 3 points.
e Sia,b,c,d e P(E) sont quatre points distincts tels que les droites (ab) et (cd) se coupent, alors les
droites (ac) et (bd) se coupent aussi.

Ezxemple 2.2.17. Dessin du plan de Fano avec ses 7 droites.



Proposition 2.2.18.

e Le complémentaire d’un hyperplan projectif H C P(E) est homéomorphe a un espace affine de
dimension n — 1.

e Tout espace affine peut étre prolongé en un espace projectif.

e Tout espace projectif de dimension d peut étre décomposé en la réunion u;i:OAZ- de d + 1 espaces
affines tels que dim(A4;) = ¢ pour tout ¢ € {0,1,...,d}.

Ezxemples 2.2.19.

e P(R) ~ S* peut se décomposer en une droite (ou un segment) plus un point collé simultanément
aux deux extrémités.

e P2(R) peut se décomposer en un plan (ou un disque) plus une copie de P*(R) collé sur son bord,
ou encore comme la réunion d’un point, d’un segment et d’un disque.

e P!(C) ~ S? peut se décomposer comme une droite complexe (c’est-a-dire un plan réel) et un point.

Théoréme 2.2.20.

e (Desargues) Soit a1,b1,c1, a9, bs, ca six points en position générale d'un espace projectif. On note
apg = (blcl) N (bQCQ),b() = (clal) N (62042) et Co — ((lel) N (agbg). Alors a(),b(),C() alignés ssi
(a1az), (b1ba), (c1c2) concourantes.

e (Pappus) Si k est commutatif, alors pour toutes droites D7, Do d’un plan projectif sur k, tous
points ay, by, c; € Dy \ D2, et tous points ag,ba,ca € Dy \ D1, on a (a1b2) N (agby), (brc2) N (bacy)
et (craz) N (caaq) alignés.

Groupes projectifs Dans ce qui suit, on note 7g : E\ {0} — P(E) la surjection canonique définie par
7g(r) = k.2 et 7' n’importe quel inverse & droite de 7.

Lemme 2.2.21. Pour f € GL(E), rgo fo 7@1 : P(E) — P(E), appelé projectivisé de f, est bien défini.

Définition 2.2.22. On appelle homographie de P(E) toute application de la forme P(f) avec f € GL(E),
et on note PGL(E) I'ensemble des homographies de P(E). On note PSL(E) C PGL(FE) le sous-groupe
des éléments de la forme P(f) avec f € SL(E).

Remarque 2.2.23. On peut, bien entendu, définir des applications projectives entre deux espaces projectifs
distincts. Toutefois, si f : E — F n’est pas injective, Ker(f) contient des droites dont I'image n’est pas
définie. Il faut donc, ou bien se restreindre aux applications linéaires injectives, ou bien accepter qu'une
application projective partant de P(E) puisse ne pas étre défini sur tout P(E).

Proposition 2.2.24.
e PGL(FE) et PSL(E) sont des groupes pour la composition.
e Pour tous f,g € GL(E), on a P(f) = P(g) ssi il existe A € k* tel que g = A.f.

» PGL(E) = GL(E)/z(GL(E)) = GLa(k)/[Diag(), ..., \) | A € k*}-
e PSL(E) = SL(E)/Z(SL(E)) & SL"(k)/{Diag()\, .y A) | A€ kx} ot k7 est Iensemble des racines
n-ieme de 'unité dans k.
Les résultats de générations de GL(E) et SL(E) s’étendent bien entendu & PGL(E) et PSL(E).
Proposition 2.2.25. Sin > 3, PSL,,(F) est simple.

Remarque 2.2.26. La proposition précédente reste vraie si n = 2 et k # Fy, F3.

2.2.1.3 Groupes linéaires sur les corps finis Nous verrons bientét que, pour tout ¢ := p”, avec
p premier et v € N*, il existe, a isomorphisme pres, un unique corps F, de cardinal ¢q. Par exemple,

]Fp >~ Z/pZ-

Proposition 2.2.27. Si k = F, pour un certain g, alors



|GL(E)| = (q" — 1)((1" — q) - (qn _ qn—l) :
ISL(E)| = (¢" = 1)(¢" —q) -~ (¢" — ¢")¢"";
PGL(E)| = SL(E)

|PSL(E)| = [SL(E)|

pged(n,q—1)°

Proposition 2.2.28. On a

GLy(Fy) = SLy(F2) = PGLy(F2) = PSLy(Fs) = S35
PGL2 (Fg) = 64;

PSLy(Fy) = Ay

PGLy(F5) = G55

PGLy(Fy) =& PSLy(F4) = PSLo(F5) =2 As.

o~

Remarque 2.2.29. Cette liste n’est pas exhaustive, on pourra citer également PSLo(F7) = PSL3(F3)
GLg(Fg), PSLQ(]FQ) = AG ou GL4(F2) = PSL4(F2) = Ag.
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