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TD4 : GEOMETRIE PROJECTIVE

Dans tout ce qui suit E est un espace vectoriel de dimension n € N* sur un corps k.
Exercice 1. Montrer que f,g € GL(E) vérifient P(f) = P(g) ssi il existe A € k* tel que g = \f.

Exercice 2. On suppose n > 2. Soit a1, by, ¢1, a9, ba,co € P(E) des points distincts tels que les droites
projectives (ajaz), (bi1be) et (cic2) soient concourantes en un point o € P(E).

1. Montrer qu’il existe u, ug, v1, v, w1, ws, z € E des antécédents par 7 : E'\ {0} — P(E) de, respec-
tivement, a1, as, b1, be, c1,c2,0 € P(E) tels que uy + ug = v1 + vy = wy + we = 2.

2. Montrer que m(u1 —v1) € (a1b1)N(azdb2), m(v1 —w1) € (brcr)N(bacz) et w(wy —uq) € (cra1)N(czaz).

3. Montrer une implication du théoreme de Désargues.

Exercice 3. On suppose que P est un plan projectif. Pour toutes droites projectives distinctes D1,Dy C P
et tout point s € P\ (D; UDy), on définit la perspective de centre s (entre Dy et D) comme lapplication
fpyDs,s 1 D1 — Do qui & x € Dy associe l'intersection de Dg avec (sx).

1. (a) Montrer que toute perspective entre Dy et Dy est une homographie fixant 'intersection de Dy
et D2.
(b) Montrer que toute homographie entre deux droites projectives de PP fixant leur intersection est
une perspective.
2. Soit a1, by, 1, as, ba, ca € P des points distincts tels que les droites projectives (ajasz), (b1bs) et (c1c2)
soient concourantes en un point o € P. On note

[ (blcl) N (bQCQ) bo = (clal) n (Czag) Co = (albl) N (agbg).

(a) Montrer que f(q,a,),(cres),bo €St 1a composé des perspectives fia,as,),(b1bs),co €6 S(b1b2),(c1e2),a0-
(b) On note m := (araz) N (boco). Montrer que fiq,a,),(cres),bo (M) €St sur (apco).
(¢) En déduire une implication du théoréme de Désargues (la méme que dans I’exercice précédent).

3. Soit fp, p,,s une perspective. Montrer qu’il existe une droite D concourante a D; et Dy telle que,
pour tous points a # b € Dy, les droites (afp, p,,s(b)) et (bfp,,p,,s(a)) se coupent en un point de
D. La droite D est appelée aze de fip, p,,s-

4. Soit Dy et Dy deux droites distinctes de P se coupant en un point o. Soit f : D; — Dy une
homographie qui ne fixe pas 0. Montrer que, pour tous points a # b € Dy, les droites (af(b)) et
(bf(a)) se coupent en un point de (f(0)f~*(0)). La droite (f(0)f~'(0)) est appelée aze de f.

5. Montrer que toute homographie entre deux droites de IP sécrit comme composé de deux perspectives.

6. A l'aide de ’axe d’'une homographie, montrer le théoreme de Pappus.

Exercice 4.

1. (a) Soit P un plan projectif. Soit D, Do C P deux droites distinctes, g € P\ (D1 U Ds) un point,
p € A C P un point sur une droite en position générale par rapport aux données précédentes,
et a1, by € Dy deux points en positions générales par rapport aux données précédentes. On note
as = (pa1) N Da, ba 1= (pb1) N Da, c1 := (zga1) N A, co := (zoaz) N A et 21 := (c1b1) N (c2b2).
Montrer que zq, x1 et Dy N Dy sont alignés.

(b) (probleme de la feuille trop petite) Sur une feuille sont tracées deux droites se coupant en
dehors de la feuille et un point hors de ces deux droites. On souhaite tracer (I'intersection de
la feuille avec) la droite passant par ce point et Uintersection des deux droites. Comment faire
cela sans écrire sur la table.

2. (a) Soit P un plan projectif. Soit x1, zo € P deux points distincts, p, a; € P deux points distincts en
positions générale par rapport aux données précédentes, by € (z1a1) et as € (paj) deux points
en position générale par rapport aux données précédente, et ¢; € (x2b1) un point également



en position générale par rapport aux données précédente. On note by := (pby) N (z1a2), c2 :=
(pe1) N (wabs) et 3 := (arc1) N (agee). Montrer que 1, o et x3 sont alignés.

(b) (probléme de la régle trop courte) Comment tracer (une portion de longueur non nulle de) la
droite passant par deux points avec une regle trop petite pour rejoindre ces deux points.

Exercice 5. On rappelle que E* dénote 'espace duale de F, c’est-a-dire ’espace vectoriel des formes
linéaires de F vers k.

1. Montrer que deux formes linéaires non nulles f, g € E*\{0} ont méme noyau ssi elles sont colinéaires,
c’est-a-dire ssi P(f) = P(g).
2. On note H(P(E)) 'espace des hyperplans projectifs de P(E), et on dit que Hy, Ha, Hs € H(P(E))
sont concourants si Hy N Hy N H3 est un sous-espace projectif de codimension au plus 2.
(a) SiP(E) est un plan projectif, & quoi correspond trois hyperplans concourants ? Méme question
si P(E) est de dimension 3.
(b) Montrer que
P(E*) — H(P(E))
k.f +— w(Ker(f))

ou 7 dénote la projection canonique de E \ {0} dans P(E), est bijective.
(¢) Montrer que trois points 1, x2,z3 € P(E*) sont alignés ssi x(z1), k(z2), x(z3) sont concou-
rants.
3. (a) Montrer que 'application
" E —
o= ([ f@)
est un isomorphisme.
(b) En déduire une identification entre P(E) et H(P(E*)) qui échange les notions d’alignement et
de concourance.
4. On suppose maintenant que P(F) est un plan projectif. Pour toute droite projective D € ’H(IP’(E))7
on note D* := k= !(d) le point de P(E*) associé, et pour tout point x € P(E), on note z* :=
(P(1)(x)) la droite projective de P(E*) associée. Montrer que I'on a la correspondance suivante :

D = (z129) dans P(E) <= D* =z Nab dans P(E) ;
T1, 22,23 € P(E) alignés <= 7,23, 2% € H(P(E*)) concourants ;
Dy, Dy, Ds € H(P(E*)) concourants <= Dji, D3, Dj € P(E) alignés.

C’est ce qu’on appelle le principé de dualité.
5. Montrer que les deux implications du théoreme de Désargues sont duales 'une de l'autre.
6. Enoncer la proposition duale du théoreme de Pappus.
Exercice 6. Soit £ un espace affine de dimension n € N dirigé par un espace vectoriel E. On appelle

champ de vecteur toute application de £ dans E. On dit qu’un champ de vecteur est radial s’il est de la

forme
& — F

ToX:
? r — ot

avec 0 € £ et A € K*. On note R(E) l'ensemble des champs de vecteurs radiaux et C(€) ensemble des
champs de vecteurs constants.

1. Montrer que la structure vectoriel de E induit naturellement une structure d’espace vectoriel sur
Pensemble des champs de vecteurs, que C(£) est un sous-espace vectoriel isomorphe & F, et que
£:= R(E) UC(E) est un sous-espace vectoriel de dimension n + 1.

2. Montrer que 'application f : & — K définie par f(rox) = A et fiee) = 0 est une forme linéaire.

3. Montrer que 'application ¢ : R(£) — £ définie par ¢(r, 1) = o induit une isomorphisme d’espace
affine entre £ et f~1(1).

4. Donner une complétion projective “canonique” de &£, c’est-a-dire ne nécessitant pas le choix d’une
origine arbitraire pour .



Exercice 7.
1. Montrer que I'application qui envoie A € k sur Vect((X, 1)) et co sur Vect((1,0)) permet d’identifier
PY(k) a kU {oo}.
2. Montrer que I'action naturelle de GLa(k) sur k% induit une action de ce méme groupe sur P*(k), et
en déduire une action fidele de PGLy (k) sur P! (k).

3. Montrer que cette action, vue sur kL {oo}, se traduit par

. b b sideketcA+d#0
[c d])\: e sidA=o0etc#0
00 sinon

4. Montrer que, si (a1, b1,c1) et (ag,ba,c2) sont deux triplets d’éléments deux & deux distincts de
P! (k), il existe une unique homographie f de P*(k) telle que f(a1) = a2, f(b1) = be et f(c1) = ca.

Exercice 8. On suppose dans cet exercice que n # 3, le but est de montrer que PSL(FE) est simple. On
fixe pour cela N << PSL(E) avec N # {0}.

1. Montrer que N := 7~ (N), ot 7 : SL(E) — PSL(E) est la surjection canonique, est un sous-groupe
distingué de SL(E) contenant Z(SL(E)).
2. Montrer qu’il existe f € N et xg € E tels que xq et f(zo) ne soient pas colinéaires.

3. Soit t une transvection de droite k.zo. Montrer que ftf~! est une transvection distincte de ¢ dont
on précisera la droite, et que v := ftf =1t~ est un élément non trivial de N.

4. En notant t = Idg + ¢.zo, montrer que, pour tout x € F, on a
v(a) =z =t (x)).@0 + o(f7H (@) f (20).

5. En déduire que v laisse globalement invariant tout hyperplan contenant zq et f(zg). On note H C E
un tel hyperplan.

6. On suppose dans cette question qu’il existe une transvection ¢ d’hyperplan H qui ne commute
pas avec v. Montrer alors que vtv™! est une transvection d’hyperplan H et que vtv't~! est une
transvection dans N.

7. On suppose dans cette question que v commute avec toutes les transvections d’hyperplan H.

(a) A l'aide d’une transvection de droite x, montrer que v(z) = x pour tout z € H.
(b) En déduire que v est une transvection.
8. Conclure.

Exercice 9. On suppose dans cet exercice que n > 2. Le but est de montrer que tous les sous-groupe
distingués stricts de SL(E) sont contenu dans son centre. On fixe donc G < SL(E) distinct de SL(E).

1. Montrer que 'image de G par la projection canonique 7 dans PSL(E) est un sous-groupe distingué
de PSL(E).
2. Montrer que, si 7(G) = PSL(E) alors G contient un élément de la forme

0 0

Id :
A 0 0
0 - 0]1 1
0 --- 0|0 1

avec A une puissance (n + 1)-iéme de l'unité dans k.
3. Conclure lorsque k est de caractéristique non nulle.
4. Conclure lorsque k est un corps fini.
Exercice 10. On rappelle que 'action d’un groupe G sur un ensemble X est dite k—transitive, avec
k € N*, si pour tous k-uplets (21,...,xx), (2],...,2}) € X* d’éléments distincts, il existe g € G tel que
g.x; =z pour tout i € {1,...,k}.
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Montrer que PGLy(F2) agit fidelement et 3-transitivement sur P! (Fz).
En déduire que GL2 (Fg) = PGL2 (Fg) = PSL2 (Fg) = 63.

Montrer que PGLy(F3) agit fidelement et 4-transitivement sur P!(F3).
En déduire que PGLy(F3) = &4 et que PSLy(F3) = Ajy.

Montrer que PGLy(F4) agit fidelement sur P!(Fy).

En déduire que PGLy(F4) = PSLy(Fy) = As.

Montrer que PGLy(F5) agit fidelement sur P! (F).

En déduire que PGLy(F5) = &5 et que PSLy(F5) = As.



