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TD5 : groupes orthogonaux

Dans tout ce qui suit
(
E, 〈 . 〉

)
est un espace euclidien de dimension n ∈ N∗. On note || . ||E la norme

associée.

Exercice 1.

1. Montrer qu’une application f : E → E préserve 〈 . 〉 ssi elle préserve || . ||E .

2. Montrer que si une application f : E → E préserve 〈 . 〉, alors f ∈ GL(E) et det(f) ∈ {±1}.
On appelle isométrie vectorielle de E toute application f : E → E préservant 〈 . 〉. On note O(E)
l’ensemble des isométries vectorielles de E.

3. Montrer que O(E) est un sous-groupe de GL(E).

On note SO(E) := O(E) ∩ SL(E).

Exercice 2. Pour tout X ⊂ E, on note X⊥ :=
{
u ∈ E | 〈v, u〉 = 0 pour tout v ∈ X

}
.

1. Montrer que pour tout X ⊂ E, X⊥ est un sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que pour tout sous-espace vectoriel F ⊂ E, on a F ⊕ F⊥ = E et (F⊥)⊥ = F .

3. Soit F1, F2 ⊂ E deux sous-espaces vectoriels. Montrer que si F1 ⊂ F2, alors F⊥2 ⊂ F⊥1 ; et montrer
que (F1 + F2)⊥ = F⊥1 ∩ F⊥2 , ainsi que (F1 ∩ F2)⊥ = F⊥1 + F⊥2 .

4. Montrer que si F ⊂ E est un sous-espace vectoriel stable par f ∈ O(E), alors F⊥ est également
stable par f .

Exercice 3. On rappelle qu’une base (e1, . . . , en) de E est dite orthonormée si 〈ei, ej〉 = δij pour tout
i, j ∈ {1, . . . , n}, où δij est le symbole de Kronecker valant 1 si i = j et 0 sinon.

1. Montrer qu’il existe une base orthonormée de E.

2. Montrer que f ∈ GL(E) est une isométrie vectorielle ssi sa matrice A dans une base orthonormée
vérifie tA.A = Idn.

3. Montrer que O(E) est isomorphe à O(n) :=
{
A ∈ GLn(R) | tA.A = Idn

}
, et que SO(E) est

isomorphe à SO(n) := O(n) ∩ SLn(R).

Exercice 4. Pour tout hyperplan H ⊂ E, on appelle réflexion orthogonale par rapport à H l’application
rH : E → E définie, pour tout u ∈ E, par rH(u) = uH − u′H où uH + u′H est l’unique décomposition de
u avec uH ∈ H et u′H ∈ H⊥.

Pour tout sous-espace vectoriel H ⊂ E de codimension 2, on appelle renversement orthogonale par
rapport à H l’application rH : E → E définie, pour tout u ∈ E, par rH(u) = uH − u′H où uH + u′H est
l’unique décomposition de u avec uH ∈ H et u′H ∈ H⊥.

1. Soit f ∈ O(E) \ {IdE} fixant un hyperplan, montrer que f est une réflexion orthogonale.

2. Montrer que toute réflexion orthogonale est dans O(E).

3. Montrer que, pour tout u1 6= u2 ∈ E \ {0} tels que ||u1||E = ||u2||E , il existe une réflexion envoyant
u1 sur u2.

4. Soit H ⊂ E un hyperplan, et f : H → H une réflexion orthogonale (pour H). Montrer qu’il existe

une réflexion orthogonale (pour E) f̃ : E → E telle que f̃|H = f .

5. Montrer que les réflexions orthogonales engendrent O(E).

6. (a) En dimension 3, montrer que si f est une réflexion orthogonale, alors −f est un renversement
orthogonal.

(b) En déduire que, si n = 3, SO(E) est engendré par les renversements orthogonaux.
(c) Montrer que, si n ≥ 3, les renversements orthogonaux engendrent SO(E).



Exercice 5. Montrer que deux réflexions orthogonales sont toujours conjuguées dans O(E).

Exercice 6.

1. (a) i. Soit H ⊂ E un hyperplan et r la réflexion orthogonale par rapport à H. Montrer que le
conjugué de r par f ∈ O(E) est la réflexion orthogonale par rapport à f(H).

ii. Déterminer le centre de O(E).
(b) i. Montrer que, pour toutes réflexions orthogonales r1 et r2, il existe f ∈ O(E) tel que

r2 = fr1f
−1.

ii. En déduire que tout élément f ∈ SO(E) s’écrit comme un produit de crochets [f1, f2] =
f−11 f−12 f1f2 avec f1, f2 ∈ O(E).

iii. Montrer que D
(
O(E)

)
= SO(E).

2. (a) Déterminer le centre de SO(E).
(b) Montrer que, si n ≥ 3, D

(
SO(E)

)
= SO(E).

Exercice 7.

1. Montrer que, pour tout M ∈ SO(2), il existe θ ∈ R tel que

M =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
.

2. En déduire que SO(2) est isomorphe à U, le groupe des nombre complexe unitaire muni de la
multiplication.

Exercice 8. Soit f ∈ O(E).

1. On suppose dans cette question que fne stabilise aucune droite vectorielle.

(a) A l’aide de la décomposition en facteurs irréductibles du polynôme caractéristique de f et du
theorème de Cayley–Hamilton, montrer qu’il existe un plan vectoriel P ⊂ E stable par f .

(b) Montrer que f|P ∈ SO(P ).

2. Montrer par récurrence qu’il existe une base orthonormée de E pour laquelle la matrice de f est de
la forme 

1
. . .

1 0
−1

. . .

−1
0 Rθ1

. . .

Rθm


avec 0 < θ1 ≤ · · · ≤ θm < π et, pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, Rθi =

(
cos(θi) − sin(θi)
sin(θi) cos(θi)

)
.

3. Montrer que, dans la question précédentes, le nombre de 1, le nombre de −1 et les valeurs θ1, . . . , θm
sont déterminés de manière unique.

Exercice 9. Pour tout entier n ≥ 3, on définit D2n (attention, certains auteurs le note Dn) le groupe,
dit dihédral, des isométries du n–gone régulier Pn, c’est-à-dire de l’unique n-gone régulier dans R2, centré
en l’origine et contenant (1, 0) parmi ses sommets.

1. On fixe un entier n ≥ 3.

(a) Montrer que les sommets de Pn sont stables par tout élément de D2n.
(b) Montrer tout élément deD2n est entièrement déterminé par l’image de deux sommets consécutifs

de Pn.

(c) On note rn :=

(
cos
(
2π
n

)
− sin

(
2π
n

)
sin
(
2π
n

)
cos
(
2π
n

) )
et s :=

(
1 0
0 −1

)
la réflexion orthogonale par

rapport à la droite R.(1, 0).
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i. Montrer que rnn = s2 = srnsrn = IdE .
ii. Montrer que, pour tout f ∈ D2n, il existe d’uniques ε ∈ Z

/
2Z et k ∈ Z

/
nZ tels que

f = sεrkn.
(d) Montrer que D2n ' Z

/
2Z oϕ Z

/
nZ, avec ϕ : Z

/
2Z → Aut

(
Z
/
nZ
)

définie par ϕ(ε) :=

(−1)εIdZ/nZ pour tout ε ∈ Z
/
2Z.

(e) En déduire que |D2n| = 2n.

2. Soit G ⊂ O(2) un sous-groupe fini.

(a) Montrer que si G ⊂ SO(2), alors G est cyclique.
(b) Montrer que si G 6⊂ SO(2), alors G est dihédral.

Exercice 10. On munit GL3(R), et donc SO(3), de la métrique induite par celle de R9. Le but de
l’exercice est de montrer que SO(3) est simple. Pour ce faire, on fixe H � SO(3) et on suppose que H
contient un élément h non trivial.

1. (a) Montrer que SO(3) est un fermé borné.
(b) Montrer que SO(3) est connexe par arc, c’est-à-dire que pour tout f1, f2 ∈ SO(3), il existe un

chemin continu γ : [0, 1]→ SO(3) tel que γ(0) = f1 et γ(1) = f2.
(c) En déduire que SO(3) un compact connexe

2. (a) Montrer que la composition dans SO(3), ainsi que l’application tr : SO(3)→ R, qui envoie une
matrice sur sa trace, sont continues.

(b) Montrer que, pour tout f ∈ SO(3), tr(f) est de la forme 1 + 2 cos(θ) avec θ ∈ [0, π] et θ = 0
ssi f = IdE .

(c) En déduire que l’image de l’application

ψ :
SO(3) → R
f 7→ tr(fhf−1h−1)

est un intervalle de la forme [a, 3] avec a < 3.

3. Soit n0 ∈ N∗ tel que 1 + 2 cos
(
π
n

)
> a. On fixe f0 ∈ SO(3) tel que ψ(f0) = 1 + 2 cos

(
π
n

)
et on pose

h0 := f0hf
−1
0 h−1.

(a) Montrer que h0 ∈ H.
(b) Montrer que hn0

0 est une réflexion orthogonale.

4. Conclure.

3


