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TD5 : GROUPES ORTHOGONAUX

Dans tout ce qui suit (E, (. )) est un espace euclidien de dimension n € N*. On note || . || la norme
associée.

Exercice 1.

1. Montrer qu’une application f: E — E préserve { . ) ssi elle préserve || . ||g.
2. Montrer que si une application f : E — E préserve ( . ), alors f € GL(E) et det(f) € {x1}.

On appelle isométrie vectorielle de E toute application f : E — E préservant ( . ). On note O(E)
I’ensemble des isométries vectorielles de E.

3. Montrer que O(F) est un sous-groupe de GL(E).
On note SO(F) := O(E) N SL(E).
Exercice 2. Pour tout X C E, on note X+ := {u € E | (v,u) =0 pour tout v € X }.

1. Montrer que pour tout X C E, X+ est un sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que pour tout sous-espace vectoriel F C E, ona F & F+ = F et (FL)L =F.

3. Soit Fy, Fy C E deux sous-espaces vectoriels. Montrer que si Fy C Fy, alors F3- C Fj-; et montrer
que (Fy + F»)* = Fi- N F3-, ainsi que (Fy N Fy)t = Fi- + F5-

4. Montrer que si ' C E est un sous-espace vectoriel stable par f € O(E), alors F* est également
stable par f.

Exercice 3. On rappelle quune base (e1,...,e,) de E est dite orthonormée si (e;, e;) = §;; pour tout
i, € {1,...,n}, ou ;; est le symbole de Kronecker valant 1 si ¢ = j et 0 sinon.

1. Montrer qu’il existe une base orthonormée de FE.
2. Montrer que f € GL(E) est une isométrie vectorielle ssi sa matrice A dans une base orthonormée
vérifie tA.A = 1d,,.
3. Montrer que O(E) est isomorphe & O(n) := {A € GL,(R) | "A.A = Id, }, et que SO(E) est
isomorphe & SO(n) := O(n) N SL,(R).
Exercice 4. Pour tout hyperplan H C E, on appelle réflexion orthogonale par rapport a H 1'application
rg : E — E définie, pour tout u € E, par rgy(u) = ug — uly ol ug + uy est 'unique décomposition de
uavec uy € H et u}y € H.

Pour tout sous-espace vectoriel H C E de codimension 2, on appelle renversement orthogonale par
rapport & H l'application ry : E — E définie, pour tout u € E, par rg(u) = ug — u/y ot ugy + uy est
l'unique décomposition de u avec ug € H et ufy € H+.
1. Soit f € O(F) \ {Idg} fixant un hyperplan, montrer que f est une réflexion orthogonale.
2. Montrer que toute réflexion orthogonale est dans O(F).
3. Montrer que, pour tout uy # us € E\ {0} tels que ||u1||g = ||uz|| &, il existe une réflexion envoyant
Uy SUr Us.
4. Soit H C E un hyperplan, et f : H — H une réflexion orthogonale (pour H). Montrer qu’il existe
une réflexion orthogonale (pour E) jN’: E — E telle que f‘H =f.
5. Montrer que les réflexions orthogonales engendrent O(E).

=

(a) En dimension 3, montrer que si f est une réflexion orthogonale, alors —f est un renversement
orthogonal.

(b) En déduire que, si n = 3, SO(FE) est engendré par les renversements orthogonaux.

(¢) Montrer que, si n > 3, les renversements orthogonaux engendrent SO(FE).



Exercice 5. Montrer que deux réflexions orthogonales sont toujours conjuguées dans O(FE).

Exercice 6.

1. (a) 1. Soit H C E un hyperplan et r la réflexion orthogonale par rapport & H. Montrer que le

conjugué de r par f € O(E) est la réflexion orthogonale par rapport & f(H).
ii. Déterminer le centre de O(FE).
(b) i. Montrer que, pour toutes réflexions orthogonales r1 et 7o, il existe f € O(FE) tel que

re = frif L

ii. En déduire que tout élément f € SO(E) s’écrit comme un produit de crochets [f1, fa] =

fr ' fs  fif2 avec fu, fa € O(E).
iii. Montrer que D(O(F)) = SO(E).

2. (a) Déterminer le centre de SO(FE).
(b) Montrer que, si n >3, D(SO(E)) = SO(E).
Exercice 7.

1. Montrer que, pour tout M € SO(2), il existe § € R tel que

v= (o) )

2. En déduire que SO(2) est isomorphe & U, le groupe des nombre complexe unitaire muni de la
multiplication.

Exercice 8. Soit f € O(E).

1. On suppose dans cette question que fne stabilise aucune droite vectorielle.
(a) A l'aide de la décomposition en facteurs irréductibles du polynéme caractéristique de f et du
theoreme de Cayley—Hamilton, montrer qu’il existe un plan vectoriel P C E stable par f.
(b) Montrer que fjp € SO(P).
2. Montrer par récurrence qu’il existe une base orthonormée de E pour laquelle la matrice de f est de

la forme
1

. cos(f;) —sin(6;)
<< . = . .
avec 0 < 01 < < 0, < 7 et, pour tout i € {1,...,m}, Ry, ( sin(6;)  cos(6)
3. Montrer que, dans la question précédentes, le nombre de 1, le nombre de —1 et les valeurs 64,...,60,,
sont déterminés de maniere unique.

Exercice 9. Pour tout entier n > 3, on définit Ds,, (attention, certains auteurs le note D,,) le groupe,
dit dihédral, des isométries du n—gone régulier P,,, c’est-a-dire de I'unique n-gone régulier dans R?, centré
en lorigine et contenant (1,0) parmi ses sommets.

1. On fixe un entier n > 3.
(a) Montrer que les sommets de P,, sont stables par tout élément de Da,,.
(b) Montrer tout élément de D, est entierement déterminé par 'image de deux sommets consécutifs
de P,. , ,
s 3 ™
(¢) On note r, := ( Z?ﬁ ((QZT)) Czlsn(gf)) ) et s == ( (1) _01 ) la réflexion orthogonale par
rapport a la droite R.(1,0).



i. Montrer que r? = s? = sr,sr, = ldg.
ii. Montren;C que, pour tout f € Ds,, il existe d'uniques € € Z/QZ et k € Z/nZ tels que
f=sr;.
(d) Montrer qug Day ~ Loz, %y, Llpz, avec ¢ : Llog, — Aut(Z/pz) définie par o(e) :=
(=1)Idz, , pour tout € € Z/og.
(e) En déduire que |Dsyy,| = 2n.
2. Soit G C O(2) un sous-groupe fini.
(a) Montrer que si G C SO(2), alors G est cyclique.
(b) Montrer que si G ¢ SO(2), alors G est dihédral.

Exercice 10. On munit GL3(R), et donc SO(3), de la métrique induite par celle de RY. Le but de
Pexercice est de montrer que SO(3) est simple. Pour ce faire, on fixe H <1 SO(3) et on suppose que H
contient un élément h non trivial.

1. (a) Montrer que SO(3) est un fermé borné.
(b) Montrer que SO(3) est connexe par arc, c’est-a-dire que pour tout f1, fo € SO(3), il existe un
chemin continu « : [0, 1] = SO(3) tel que v(0) = f1 et y(1) = fo.
(¢) En déduire que SO(3) un compact connexe
2. (a) Montrer que la composition dans SO(3), ainsi que I’application tr : SO(3) — R, qui envoie une
matrice sur sa trace, sont continues.
(b) Montrer que, pour tout f € SO(3), tr(f) est de la forme 1+ 2cos(f) avec § € [0,7] et § =0
ssi f =1Idg.
(¢) En déduire que 'image de I'application

- S0@3) — R
R N

est un intervalle de la forme [a, 3] avec a < 3.
3. Soit ng € N* tel que 1+ 2cos (Z) > a. On fixe fo € SO(3) tel que ¥(fo) = 1+ 2cos () et on pose
ho == fohfy th™t.
(a) Montrer que hg € H.
(b) Montrer que hj° est une réflexion orthogonale.
4. Conclure.



