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Mathématiques — M1

TDS 8 : THEORIE DE GALOIS

1 Cercles et droites
Exercice 1 Montrer que 1’on peut construire un carré d’aire 2a* connaissant un
carré d’aire a’.

Exercice 2 Montrer que 1’on peut diviser un angle en deux parties égales a la

regle et au compas.

Exercice 3 Montrer que I’on peut diviser un segment en n parties égales a la

regle et au compas.

Exercice 4 Etant donné un cercle, montrer que 1’on ne peut construire un carré

de méme aire que le disque.

Exercice 5 Construire un pentagone régulier a la regle et au compas.

2 Galois

Exercice 6 Déterminer les corps de décomposition sur Q de X* + 1, X* — 2,

Exercice 7 Soita = (1 —+/2)'/3. Montrer que a est algébrique sur Q et exprimer

a?+1°

Exercice 8 Soit a une racine complexe de X? + 2X + 5. Exprimer %

1en

fonction de a.

Exercice 9 On considére o = 2+ V5 et K = Q(\/§, \/5)
1. Montrer que K est une extension galoisienne de Q.
2. Trouver le cardinal du groupe de Galois et montrer qu’il possede deux élé-
ments d’ordre deux.

3. En déduire le groupe de Galois et trouver les extensions intermédiaires entre
Qet K.



Exercice 10
1. Montrer que toute extension de Q de degré deux est galoisienne.

2. Soit w,, une racine n-éme primitive de ’unité. Montrer que Q(w,,) est galoi-

sienne.
3. Montrer que si K = Q[v/5], alors L = Q[v/2 + /5] est galoisienne sur K
mais pas sur Q.
Exercice 11 Soit o = 2'/3 et K = Q[j, o] le corps de décomposition de X3 — 2.

1. Montrer que K est une extension galoisienne de Q et déterminer le cardinal

du groupe de Galois.

2. Montrer que I’on peut trouver deux éléments f, g du groupe de Galois en

définissant.
fla) =af(j) =7 g9(c) = ja,g(j) = j
3. Montrer que g?> = f~'gf. En déduire le groupe de Galois.

4. Trouver les extensions intermédiaires entre Q et K.

Exercice 12 Soit 2z = *7/5.
1. Montrer que X* + X? + X? + X + 1 est irréductible dans Q[ X
2. Calculer le polyndome minimal de z sur Q.
3. En déduire que (Q(z) est une extension galoisienne. Trouver son degré.
4. Montrer que
Q(2) — Q(2)
a+bz+c?+d?+ext — a+b?+ct+dr+e?
est un Q automorphisme de Q(z).
5. Calculer le groupe de Galois de Q(z).

6. En déduire un corps intermédiaire entre Q et Q(z).

Exercice 13 On considere le polyndme cyclotomique ®,, et w,, une racine n-eéme

primitive de I’unité.

Montrer que le corps de décomposition de ®,, est égal a Q(w,,). En déduire que le

groupe de Galois de ¢, est le groupe des inversibles de Z/nZ.



