Chapitre 4 : Intégrales et primitives
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1 Intégrales et primitives

On consideére une fonction f : [a,b] - R*. On cherche a calculer Vet o
laire </ située en dessous du graphe de f noté ¢; et entre les Z

droites d’équations = = a, x = b et 'axe des abscisses &,. Pour
ce faire, on peut approcher cette aire par des sommes d’aires de
rectangles situés au dessous de la courbe en découpant l'intervalle
[a,b] en sous intervalles [a,, b, ] et on note 7, l'aire obtenue. De la
méme facon, on peut approcher cette aire par des sommes d’aires

de rectangles situés au dessus de la courbe et on note o7 'aire [a b a
obtenue. - )

n n

Définition (Formelle) Si la limite des aires en dessous est égale a la limite des aires au dessus
lorsque le pas de subdivision de lintervalle tend vers 0 (cad lim <7 = lir+n ), on appelle cette

n—>+00

limite commune l'intégrale de f sur lintervalle [a,b] et on la note

o = fabf(t)dt.

On dit alors que f est intégrable sur [a,b].



Remarques
a) Si [ prend des valeurs positives et négatives, son intégrale sur [a,b] est

égale a la somme des aires que forme son graphe avec l’axe des abscisses }
O, selon la regle suivante : si la forme géométrique est située au dessus ;
de l’axe des abscisses, son aire est comptée positivement alors que si elle 2 /+
est au dessous, l'aire est comptée négativement. #
b) Si f est une fonction constante égale @ m € R sur [a,b],alors 0 77 p

fabf(t)dt:mx(b—a).

Propriétés Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b].

1. La fonction f + g est intégrable et on a

fab(f+g)(t)dt: fabf(t)dt+fabg(t)dt_

2. Pour tout nombre réel )\, la fonction \f est intégrable et on a

fab)\f(t)dt:/\/;bf(t)dt.

/a " F(t)dt > f oty

4. Pour tout c€a,b[, f est intégrable sur [a,c] et [c,b] et on a

fabf(:v)dx:facf(t)dt+fcbf(t)dt.

3. Si f>galors

Remarques

— Deux fonctions qui different en un nombre fini de points ont la méme intégrale.

— Attention : f " P x gty + [ " Ft)dt x [ ()t

— Pour toute fonction f et tout réel a on pose par convention faa f(t)dt =0.

— Si f est intégrable sur [a,b], on pose /abf(t)dt = - fbaf(t)dt.

— GQGrdce a ces deux conventions, on obtient la formule d’addition, dite relation de Chasles :
Va,y,z € [a,b], f F(t)dt = fxy F(6)dt+ fy F(O)dt,

quel que soit l'ordre entre x.y et z.

Nous utiliserons dans la suite le critére d’intégrabilité suivant :

Théoreme Si f:[a,b] - R est continue sur [a,b] alors f est intégrable sur [a,b].

Remarque (Autre critére) Si [ :[a,b] — R est monotone* sur [a,b] alors f est intégrable sur [a,b].

*. Une fonction est dite monotone sur [a, b] si elle est croissante ou décroissante sur [a, b].
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Définitions. Soient I un intervalle de R et f: I - R une fonction.

. Si I est un intervalle ouvert' , une primitive de f est une fonction I : I — R dérivable sur I
et telle que Vrx e I, F'(x) = f(x).

. Si I = [a,b],]a,b] ou [a,b], une primitive de f est une fonction F' : I - R continue sur I,
dérivable sur |a,b[ et telle que vV €la,b[, F'(x) = f(x).

Remarque Si F est une primitive de la fonction f : I - R, toute primitive G de f sur I est de la
forme :

G:I - R

x — F(z)+c¢,

olr ¢ est un réel quelconque. Autrement dit, deux primitives d’'une méme fonction sont égales a une
constante pres.

Théoreme Soient I un intervalle de R et f: I — R une fonction continue. Alors, pour tout a € I, la
fonction F': I — R définie par

F(z) = f F(H)dt, Ve,
est une primitive de f.

Remarque Ce théoreme nous dit que toute fonction continue sur I possede des primitives. De plus,

pour tout a € I, la fonction F : x — / f(t)dt est l'unique primitive de f qui s’annule en a.

2 Outils et techniques de calcul

2.1 Primitives évidentes

Lorsque l'on cherche la primitive d'une fonction, on commence par regarder si celle-ci ne s’écrit
pas sous la forme v'(z) x f(u(x)), avec f(u(z)) égale a 'une des expressions suivantes (« € R) :

1 1
Vu(z) w(@)’

puis on se réfere au tableau des primitives usuelles en annexe.

1 1 1

cos*(u(z))” 1+u?(z)" \/1-u2(z)

e, cos(u(x)), sin(u(x)), 1+tan®(u(2)),

u(x),

Exemples Donner une primitive des fonctions suivantes :

1. fi(z)=(x+1)*=u(x) x (u(x))* avec u(x) = r + 1, a pour primitive

Fi() = £ (u(@))* = (2 + 1)’

2. folzr)=(4x+1)*= ... x4(4z+1)% = avec u(T) = ...ccoe.ne. , @ pour primitive

T. Clest a dire de la forme ] — o0, a[, ]a,b[ ou ]b, +oo[, avec a,b € R,a < b.



10.

11.

12.

fa(z) = — = avec u(xT) = .ooeennn. , @ pour primitive
x4+ 3
Fg(l’) T
4 C.
fa(x) = e X = x ————— avec u(xT) = ..o , @ pour primitive
V2x? +3 222+ 3
F4(l’) E N
fs(z) = (6x+1)e3*™ @ = ... avec u(r) = ..o , @ pour primitive
F5(ZL') R R TR TR
fo(x) =32e™ = ... x 102e® = .. avec u(T) = .cooooenn.. , a pour primitive
Fﬁ(l’) T
fr(x) =4z cos(x?+3) = covoiinnns COS(T2 +3) = e avec u(x) = .o ,
a pour primitive
F7(JZ) T T
fe(x) = (22 =3)sin(2? —=3x + 1) = oo avec u(T) = oo, , a pour
primitive
Fg(l‘) BTN
122 + 2
x) = = ... = ...X avec U(T) = oo,
Jo(@) cos?(3z2 + z + 5 cos?(3z2 +z + 55 ()
a pour primitive
FQ(ZL') R
3 1 2
flO('I) = m = ... X m = ... X w = .... X — qavec U,(ﬂf) = , @ pour
primitive
Flo(l') R R R
fu(x) = 67 +82+9 avec u(zr) = a pour primitive
11 _2x3+4x2+9;{;—3_ E , ap P
FH(Z') T etttteeretaertaeeracetaaseraiterantecnataerarastrsatsrenaserneseran
3r+6 T +2 2 +4
fi2(x) x x x avec u(x) a pour
x) = = ... = ... =X — w(x) = i
2 ” 22 + 4z 22 + 4z 2+ 4x Fap
primitive
Flg(.r) TR



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

) )

fis(x) = = =X = ... X avec u(x) = ....... , Q
wlo) = g VI ()2 T (..) N (=)
pour primitive
Flg(l’) R R R
2 2 2 2
V-2 +6x-8 v Vv
=2x avec u(x) = ..cccceenne.. , @ pour primitive
F14(£E) SRR R TR
T ST T
fi5(x) = = = = e X
V-4t + 2002 -24 v v
=...X avec u(x) = ..cccoeennnn , @ pour primitive
F15(Z') TR
7 7 T
Sro() = 922 + 122 +5 - T
= X avec u(x) = ............ , @ pour primitive
F16(.T) TR TR
T T Sr L
f17(x)_x4+6x2+10_ = = ..... X
=X avec u(T) = ..coeenens , @ pour primitive
F17(.1') T P
Fs(2) x3 + 3z 423 + 122 avee u(x) o pour
x) = = X ———————— = ... X U(T) = e ,
e x4+ 622 + 10 x4+ 622 + 10 P
primitive
Flg(l’) I
2T T 2T
f19($) - 91}4 _ ].2.T2 + 5 - = = ..... X
=X avec u(r) = ..ccevneenn. , @ pour primitive



2.2 Intégration par parties

On considere u et v deux fonctions dérivables sur un méme intervalle [a, b] et telles que v’ et v’
soient continues sur [a,b]. On sait que (uv)’ = v'v + uv’, en intégrant ceci sur [a, b], on obtient

[u(m)w(w)]Z:‘/ab(uv)'(x)dx:‘/abu’(x)v(m)dxﬁL[abu(x)v’(x)d:p,

ou on a utilisé la notation [ f (x)]z = f(b) - f(a). On en déduit alors la formule dite « d'intégration
par parties » :

[t @y =L@~ [ @y

ou, pour une intégrale indéfinie (c’est a dire sans bornes définies) :

/u(x)v’(x)dx =u(x)v(z) - [u’(a:)v(:v)da:.

Exemples :

1. Calculer xe®dr. On pose u(x) = x et v'(x) = e, de cette facon, u'(x) = 1 et v(x) = e*. Les

0
fonctions u et v ainsi définies sont dérivables sur [0,1], u’ et v' sont continues et la formule
d’intégration par parties donne alors

1
f ze®dx
0

[u(a:)v(x)](l)—folu'(x)v(x)dx

1

_ ]+ 1 z
[we ]0 | 1xedz
- [ZL’@ ]0 - [6 ]0
= e-0-(e-1)
= 1
2. Calculer [len(x)dx. On pose u(x) = In(z) et v'(x) = z, alors u/(x) = ...... et v(z) = ... Les

fonctions u et v ainsi définies sont dérivables sur [1,¢], u' et v' sont continues et la formule
d’intégration par parties donne alors

fleacln(a:)d:c .......................................................................

3. Calculer f arcsin(z)dz. On pose u(x) = arcsin(z) et v'(x) = 1, alors u'(z) = etv(r)=...

Les fonctions u et v ainsi définies sont dérivables sur | —1,1[, u’ et v’ sont continues et la



formule d’intégration par parties donne alors

f ArcSIN(L) AT = oo

Lastuce pour calculer cette intégrale qui contient une exponentielle consiste a refaire une
intégration par parties pour calculer [ re*dx. On pose u(z) = x et v'(x) = e® et on obtient

/ O A = o

2.3 Changement de variables

Théoreme Soient I,J deux intervalles, f : I -~ R une fonction continue et ¢ : J - I une fonction
bijective, dérivable et telle que ¢’ soit continue. Pour tout a,b € J, on a en posant t = o(x)

b . »(b)
| He@)e @ = [
Voici en pratique comment on applique ce théoreme :

T

Exemples 1. Calculer dx en posant t = z2. Lapplication x — x? est une bijection

1 1+t
continue de [1,2] vers [1,4] et sa dérivée x — 2z est continue sur [1,2], ce changement de

variables est donc admissible. On proceéde par étapes :
. Les bornes de l'intégrale : si x =1, alorst=12=1et si v =2 alors t =22 = 4.
. La variable d’intégration : comme t = x2, par dérivation, dt = (z?)'dx = 2xdx.
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. L’intégrale :

2
/i 1+:v4

1
2. Calculer [
0

Qf 1+ (a2)’ T2 1+t2

arctan(t}] = %(arctan(él) —arctan(1)).

dx en posant t = e*. Lapplication x — e* est une bijection continue de

et +e’”
........... vers ........... et sa dérivée x +~ ............ est continue sur ..........., ce changement de va-
riable est donc admissible.
. Les bornes de l'intégrale : si x =0, alorst=....et si x=1alorst=....
. La variable d’intégration : comme t = e*, par dérivation, dt = ..............

. L'intégrale : on a

1 2t
A T A e et A
o er(er+e)  Jo (L 1 I

1 2
fo et +e”

3. Calculer [
3

1+zx

vers

————dx en posant t =\/1+ x. Lapplication x — \/1 + x est une bijection conti-

........... et sa dérivée x + .................... est continue sur ..........., ce change-

ment de variable est donc admissible.
. Les bornes de lintégrale : si v =3, alorst=....etsi =8 alorst=...

. La variable d’intégration : comme t =\/1 + x, par dérivation, dt = ..................
. Commet=+/1+x,onax=.........

. Lintégrale : on a

—d
—/3 zv1+zx v

Pour calculer cette intégrale, on va décomposer

en éléments simples : on

1
-1+ 1)

cherche a,b € R tels que

1 a b
C-0)(t+1) -1 t+1 (t-1)(t+1) ST G-+
ce qui ameéne at+b = .. <= a =
q a-b = ... h =
Finalement

3 1
2 |, e

1

|
h
o
~
T‘ —
—_
N—’
IS
ey
|
\}
h
w
—~
~
+
—_
N’
QL
Iy



/4
4. Calculer f cos(z)

—————dx en posant t = sin(zx). Lapplication = — sin(z) est une bijection
—r/a 2 —cos?(x)

continue de .................. Ver'S ..ooeveeeeeeeiiiinniann, et sa dérivée © — ................. est continue sur
.................. , ce changement de variable est donc admissible.
. Les bornes de l'intégrale : si x = -n/4, alors t = ............ etsiz=n/dalorst=.......

. La variable d’intégration : comme t = sin(x), on a dt =

cos(x) _ cos(x) cos(x)
2 — cos?(x) ’

. Lintégrale : on a f(z) =

et donc

w/4 /4
T = Ry
—rja 2 —cos?(x) —/4

1/2 T . e L.
5. Calculer / mdm’ en posant t = 1 — 2. Lapplication x — 1 — x? est une bijection
0 -
continuede .................. Vers .....cccoee... et sa dérivée v — ............ est continue sur ........... , ce

changement de variable est donc admissible.
. Les bornes de l'intégrale : si x =0, alorst=....et si x = 1/2 alors t = ....

. La variable d’intégration : comme t =1 - 22 on a dt =

y . 1/2 2 12 _9op
. Llntegrale Jon a £ mdl’ = e '/(; mdl‘ = ... f

...........................................................................................



cos?(x)

dx en POSANE T = SIN(T)ee v v ettt ettt et e e

7. Calculer / (1)
SN\ r
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A Primitives usuelles

Fonction Primitive | Domaine de validité Fonction Primitive
a (réel donné) azr R ) uotl
uw'u®, aelR
a+1
n+1
x",neN x+ 1 R u’
n 2
Ja Ve
1 -1
—n,TLEN*\{—l} 1 R* ,
’ (Ve v In(Ju)
u
1 o o
NG ! * w'et et
a+1 / .
2%, a e R\ Z x R u’ cos(u) sin(u)
a+1
u'sin(u) —cos(u)
- In(|x|) R*
N u’ / 2
=u (1 + tan (u)) tan(u)
cos?(u)
e e R
ul
cos(x) sin(x) R T2 arctan(u)
sin(z) —cos(x) R u arcsin(u)
1-u?
cos2(z) =1+ tan®(7) tan(z) RNAS +kn keZ}
! R
T arctan(x)
1 in(r) 1-1,1]
arcsin(x -1,
1 - a2
= (x) 1-1,1]
arccos(x -1,
1—x?
a®,a € R* \ {1} o R
’ ’ In(a)
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B Exercices

Remarque Les exercices et questions précédés du symbole & sont facultatifs et ne seront pas prio-
ritairement corrigés en séance.

Exercice 1. Calculer I'intégrale T - f * tan(z)dz.
0

. . 1s . s 1
Exercice 2. On considére la fonction / :] - 1,1[— R définie par h(z) = T2 Vae]-1,1][.
- X

A B
+ .
-z l+x

2. En déduire une primitive de la fonction h sur |- 1,1].

1. Chercher A, B ¢ R tels que Vx €] - 1,1[, h(x) =

& Exercice 3. On considere la fonction f: R\ {2,3} - R définie par :

1
=—V .
f(x) PR reR~N{2,3}
1. Chercher A, B € R tels que
Vee R~ {2,3}, f(x) = + b
T -2 -3
1
2. En déduire la valeur de [ = f f(z)dz.
0
Exercice 4. On consideére la fonction f : R* - R définie par :
F(2) = —— Yz eR®
(22 + 1) '
1. Chercher A, B,C € R tels que
A Bzx+C
Vo e R* =L ="
veR, f(z) x+x2+1
2
2. En déduire la valeur de [ = [ f(x)dz.
1
Exercice 5. Calculer les intégrales suivantes :
I, = fl 2z+1 dx & = /5 sin(x) cos(z)dx
o 2+x+1 o ()
eln2(x) sl - fz s (x d
12 = fl le’ 6 0 COS2(33) X
2 1 62;1:
I = / V' 1+ 22dx &1 = f dx
1 0 1+e2
jus 2 1
I, = f * sin(z) cos®(z)da oIy = [ —F—=dz
0 Uoa2y /141
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Exercice 6. A T'aide d’'une intégration par parties, calculer une primitive pour chacune des
fonctions suivantes :

fi(z) = a%e. & fo(x) = zarctan(z).
fa(z) = wcos(x). s f(x) = (2z+1)e.
fs(z) = In(z). & fs(x) = arcsin®(x).
fa(@) = 2*In(2). s fo(z) = (z+1)e™

fs(x) = arcsin(x). * fio(2) lnx(zx).

Exercice 7. A Tlaide de deux intégrations par parties successives, calculer une primitive sur R
pour chacune des fonctions suivantes :

T _ p—T

2

ofi(x) =e%cos(x), efa(z)=a?sin(2r) efs(x)=c"sin(z) #»fi(x)=sin(z) ¢ afs(x) = (z+1)%e™

Exercice 8. A l'aide du changement de variables ¢ = sin(x), calculer I'intégrale suivante :
I-= [ cos®(z)dx.
0

Exercice 9. A l'aide du changement de variables ¢ = 'z, calculer 'intégrale suivante :

J Pl d
_[o 1+\/Ex

Exercice 10.
4

t
1. Mont toutte R, —— =t?-1 )
ontrer que pOllI‘ ou € s +t2 + 1+t2

s

™

2. En posant le changement de variables ¢ = tan(z), en déduire la valeur de [ = [ " tan’(z)dz.
4

Exercice 11.
t+1 _a bt + ¢

1. Cherch b,ceR tel VieRY, ———c =~ + —— .
erehera, b, c e tels que vt € t(t2 4t +1) t Rt

1 z 4]
2. En posant le changement de variables ¢ = ¢*, en déduire la valeur de J = 2€+—++1dm.
0 e**+e”

Exercice 12.
1. Montrer que pour tout x dans R, cos(2z) = 2 cos?(x) - 1.
2. En déduire que pour tout = dans R, sin(3x) = sin(z)(4cos?(z) - 1).
1 a b
1) (264 1) 2-1 2A+1
4. En posant le changement de variable ¢ = cos(x), calculer I'intégrale suivante

I / - cos 2x
sin(3z)

3. Chercher a,b € R tels que Vi e R~ {—%, %}
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