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Exercice 1.
Dans chaque cas, il s’agira de vérifier que 'opération :

i. est bien défnie, c’est-a-dire qu’a toute paire d’éléments de I’ensemble considéré, elle associe bien un
élément de ce méme ensemble;

ii. est associative;

iii. possede un élément neutre;

iv. possede un inverse pour tout élément de ’ensemble ;

v. est ou n’est pas commutative.

Pour chaque question, nous reprendrons donc chacun de ces points.

1. i

ii.

iii.

iv.

. Pour tous z,y €] —

. Pour tout (z1,z2), (y1, Y2

Pour tous z,y €] —1,1[,onal—2,1—y >0etdonc 0 < (1—z)(1—y) = l—x—y—&-xy, dont
on déduit que x+y < 1+zy. Or zy > —1, on a donc 1+ xy > 0 et, par division, == 1+ < 1. En
appliquant cette inégalité & —z, —y, lesuels sont également dans | —1, 1], on obtient — ﬁ:”y <1
et donc 7% > —1. Au final, on a bien x *y €] — 1, 1].

142y
Pour tous z,y,z €] — 1,1], on a

Tty +2 zt+y+z(1l+zy)

(xxy)xz= Trxy+z _ dfay _ Itay 1+ zt+y+z
DT I T rwy)z 14 &,  TreyrGrwz 14 ay+yz + 2z
Yy +1+a:yz T+zy Y Yy
: (+yz)+y+
+ xT z z
¥ (yxz) = rTHyxz —|—1y+yzz _ 1y+yzy _ 1+ 2z
LTta(y*z) 1422 DweQis) ~ 1+ay+ye +az

Au final, on a bien (z xy) %z = x x (y * 2).
1

JALonazxy = EL = T — 4y 0 L’opération est donc commutative.

14+zy 14+yx

Pour tout €] — 1,1, on a %0 = 0% x = lofoz = z, la premiere égalité provenant de la
commutativité de *. L’élément 0 est donc un élément neutre pour x.

Pour tout €] — 1,1[, on a (—z) x = z * (=) = {=% = 0 qui est un élément neutre,
la premiere égalité provenant de la commutativité de . L’élément —x €] — 1, 1] est donc un
inverse pour x.

) € R2, il est clair que (21 + y1,72e¥* + y2e%1) € R? ainsi que
(z1,22) * (Y1,92) = (Y1,92) * (21, T2).

. Pour tous (z1,22), (y1,2), (21, 22) € R?, on a

(
(z1,22) * ((y1,92) * (21,22)) = (@1,22) * (y1 + 21, y2€™ + 22¢¥")
(214 Y1 + 21, 22" T 4 (y2€™ + 29€¥1)e™)
= (214 y1 + 21, 22V TP 4 e T 4 g™ )
(21 4 @1 + Y1, 226" T 4 e TV 4o T
(21, 22) * (21, 22) * (y1,92)) = ((w1,22) * (y1,92)) * (21, 22),

I’avant-derniere égalité étant obtenue en permutant cycliquement les notations x, y et z dans
les calculs précédents, et la derniere égalité par commutativité de x*.




iii.

iv.

ii.

iii.

iv.

Pour tout (z1,22) € R? on a
(0,0) * (z1,z2) = (x1,22) % (0,0) = ((El +0,29¢° + Oe”“) = (21, z2),

la premiere égalité provenant de la commutativité de *. L’élément (0,0) est donc un élément
neutre.
Pour tout (z1,22) € R? on a

T —2z fl)

(—a1, —22e™ 2 ) % (w1,22) = (21,22) * (~21, —22¢”*) = (w1 — 21,2267 " — w3e €

1 _xZe_I1> = (070)7

= (xl — x1,T€

qui est un élément neutre, la premiere égalité provenant de la commutativité de *. L’élément
(—21, —x2e72¥1) est donc un inverse pour (z1,s).

i. Soit f1 : (x = a1z +b1) et fo : (x — asx + by) deux éléments de L. Alors on a fi o fy :

(z = fi(agz + by) = a1asx + a1bs + by) qui est bien dans L puisque a1as € R* et a1ba+b; € R.
Pour toutes applications de R dans R, la composition est une opération associative. C’est donc
notamment vrai pour les éléments de L.

La fonction identité Id : (x — x = 1.z + 0) est bien dans L, et c’est clairement un élément
neutre pour la composition.

Soit f : (z + ax + b) un élément de L. En posant ¢ : (a: — Lr— 9) € L, on a, pour tout

r € R, ‘ ‘
1 1
(fog)(ac):f(x—b>:ax—ab+b:m
a a a a
« 11 b
= b:— —b——: .
(9o f)(@) =glaz+b) = —ar + —b—— ==

L’élément g est donc un inverse pour f.

. Ce groupe n’est pas abélien car, en prenant par exemple f : (x — z + 1) et ¢ = (x — 2x),

fog:(x—2x+1)et go f:(z+— 2z + 2) sont deux applications distinctes.

4. Pour commencer, on remarque, pour tout A, B C E, que x € AAB ssi © est exclusivement dans
I'un des deux ensembles, c’est-a-dire que soit = est dans A mais pas dans B, soit il est dans B mais
pas dans A. A linverse, x ¢ AAB ssi x est soit dans les deux ensembles, soit dans aucun.

i.,v.

ii.

Pour tout A, B C E, il est clair que AAB est bien un sous-ensemble de F, et que AAB =
(AUB)\(ANB)=(BUA)\ (BNA)=BAA.
Soit A, B,C' C E. Montrons par double inclusion que

AA(BAC) = ((AUBUO)\((AmB)u(BmO)u(OmA)))U(AmBmC).

Notons F' ce dernier ensemble. Soit x € AA(BAC). 1l y a alors plusieurs possibilités :
cas 1 : x est dans A mais pas dans BAC'; il y a alors encore deux cas :

cas 1.1 : x est dans A, B et C'; alors il est dans AN BN C, donc dans F';
cas 1.2 : x est dans A mais ni dans B ni dans C'; alors x € A C AU B U C mais il n’est

dans aucun des ensembles AN B, ANC et BNC. 1l est donc dans

((AUBUC)\((AmB)u(BmC)u(CﬂA))) CF;

cas 2 : x est dans BAC mais pas dans A; il y a alors encore deux cas :
cas 2.1 : z est dans B mais ni dans C, ni dans A ; alors en raisonnant comme dans le cas

1.2, on obtient x € F';
cas 2.1 : z est dans C' mais ni dans B, ni dans A ; alors en raisonnant comme dans le cas

1.2, on obtient x € F.
Dans tous les cas, z € F. On en déduit donc que AA(BAC) C F.

Réciproquement, soit x € F. Il y a alors deux cas :



cas1: xz€ ((AUBUC ANB)U(BNC)U(CNA))); alors = est exclusivement dans I'un
(

des trois ensembles. S’il est dans A, il n’est alors pas dans B U C, donc pas dans BAC,
et donc dans AA(BAC). S’il est dans B (resp. ('), alors il n’est pas dans C' (resp. B) et

il est donc dans BAC'; mais comme il n’est pas dans A, il est donc dans AA(BAC);
cas 2 : x € AN BNC; alors il n’est pas dans BAC, mais comme il est dans A, il est donc

dans AA(BAC).

Dans tous les cas, z € AA(BAC). On en déduit donc que AA(BAC) = F.
Maintenant, on peut remarquer que par définition, F' est invariant par permutation cyclique
de A, B et C. On en déduit que que AA(BAC) = CA(AAB) et donc, par commutativité de
A, que AA(BAC) = (AAB)AC.

ili. Pour tout A C F, ona AA=AA)=(AUB)\ (ANP)= A\ = A. L’ensemble vide est donc
un élément neutre pour A.

iv. Pour tout A C E, on a AAA = (AUA)\ (ANA) = A\ A =10, qui est un élément neutre. Tout
sous-ensemble de F est donc un inverse pour soi-méme.

Exercice 5.

1.

Si H = nZ avec n > 0, alors n est le plus petit élément strictement positif de H, c’est-a-dire
n = min H N N*. Cela permet de caractériser n & partir de H, ce qui sera clairement d’une grande
aide pour montrer le résultat.

On commence donc par considérer H NN*. Si cet ensemble est vide, alors H = {0} car §’il contient
un élément non nul, il contient également son opposé et, parmi les deux, I'un est nécessairement
dans N*; on a alors H = 07Z. S’il est non vide, alors il contient un plus petit élément que I’on note
n. Puisque H est stable par addition et par opposé, il contient alors également tous les multiples
denetonanZcCH.

Réciproquement, soit £ € H. On note k = gn + r la division euclidienne de k par n. Alors r =
k —gn € H puisque k,qn € H. Or r € [0,n — 1], donc par minimalité de n, on a r = 0 et donc
k = gn € nZ. On en déduit que H C nZ et donc que H = nZ.

. Les éléments de (a, b) sont les combinaisons linéaires (& coefficients entiers) de a et b, ils sont donc

tous divisibles par pged(a,b), c’est-a-dire tous dans pged(a,b)Z. Mais réciproquement, d’apres le
théoreme de Bachet—Bézout, pged(a, b) est une combinaison linéaire de a et b, ¢’est donc un élément
de {a, b), de méme que tous ses multiples. On en déduit par double inclusion que (a, b) = pgcd(a, b)Z.

Un élément de aZ N bZ est simultanément un multiple de a et de b, c’est donc un multiple de
ppem(a, b), donc un élément de ppem(a, b)Z. Mais réciproquement, tout multiple de ppem(a, b) est
simultanémént un multiple de a et de b, donc un élément de aZ N bZ. On en déduit par double
inclusion que aZ N bZ = ppem(a, b)Z.

Par récurrence immédiate sur n € N*, on obtient de la question précédente que (ai,...,a,) =
pged(as, ..., an)Z et que M<i<na;Z = ppem(ay, . .., ay)Z.

Exercice 12.

1.

4.

Pour tout n € N*, on a g = e & (91—1)n = g; " = e. Les ensembles {n € N* | g7 = e} et
{n e N*| (g;")" = e} sont donc identiques, de méme que leurs plus petits éléments. On a donc
bien |g:| = |g7 -

Pour tout n € N*, on a (gg.gl.ggl)n = gg.g{‘.ggl. Donc si g = e, alors (gg.gl.ggl)n = 92.6.951 =e,
et si (gg.gl.ggl)n = e, alors gg.g’f.ggl = eetdonc g} = ggl.gg = e. Les ensembles {n eN*| g} = e}
et {n e N* | (gg.gl.ggl)n = e} sont donc identiques, de méme que leurs plus petits éléments. On
a donc bien |g1| = [g1.91.95 |-

Il suffit d’utiliser la question précédente avec “g; = g1.g2”, ou bien d’utiliser la question 2. de
Pexercice 4.

(a) Rappelons que, pour tout k¥ € N et g € G, k.g est la somme itérée k fois de g avec lui-
méme. Par définition de 'ordre, on a donc |g1|.g1 = |g2|.g2 = 0, et donc (|g1]-|g2]).-(g1 + g2) =
(lg1l-lg2D)-g1+ (lg1].1g2])-92 = lg2l-(I91]-91) +1g1]. (|g2]-92) = lg2|.0+|g1].0 = 0. L’élément g1 + g2
est donc d’ordre fini, avec |g1 + g2| < |g1]-]92]-



Réciproquement, soit k& € N* tel que k.(g1 + g2) = 0, alors k.g1 = —k.go = k.(—ga2), et donc
(k‘gﬂ)(—gg) = |gl|(/€(—g2)) = |g1|(/€gl) = k(|g1|g1) = k.0 = 0. L’entier k|g1| est donc un
multiple de | — ga| = |g2|, mais |g1] et |g2| étant premiers entre eux, on en déduit du lemme de
Gauss que |g2| divise k. De méme, on montre que |g1| divise k. L’entier k est donc un multiple

lg1l-1g2| ) = |g1]-|g2|- On a

commun de |g1] et |g2|, donc un multiple de ppem(|g1l,|g2|) = T (P
pgedy |911,192

donc |g1 + g2| = [g1]-]g2], et donc |g1 + g2| = |g1].|g2].

(b) Dans Z/QZ, en prenant g1 = go = 1, on a g1 + g2 = 0 et donc |g1| = |g2| = 2, mais |g1 + ¢2| =
1 # ppem(2,2). Dans Z/g7, en prenant par exemple g1 = g = 2, on a |g1| = |g2| = 4 mais
91 + 92| = 2 # ppem(4, 4).
Dans tous les cas, on observe que la condition pged(|g1],]g2]) = 1 est bien nécessaire pour
conclure dans la question précédente.

(c) Dans G3, on peut considérer o1 := (12) et g2 := (123). On a alors |o1] = 2 et o3| = 3, donc
pged(lot],|oz]) = 1. Or o1 0 09 = (23), et donc |0y 0 03] = 2 # 6 = ppem(2, 3).
On observe donc que la caractere abélien de GG est bien nécessaire pour conclure dans la question
(a).

Exercice 13.

e D’apres les formules de conjugaison dans C, pour tout z1,z0 € C, on a z1 + 22 = Z1 + Z2 et
Z1.22 = Z1.Z2. Les deux applications sont donc bien des morphismes de groupes.

e Pour tout z1,22 € C, on a |z1.22| = |21].|22] mais, en général, |21 + 2zo| # |21]| + |22| (par exemple,
pour z; = 1 et 29 = —1). On en déduit que la seconde application est un morphisme de groupe
mais pas la premiere.

e Notons

7 — ({1}, ) 7 — ({£1}, .)
Jo: { 1 si n pair et fi: { 1 sin impair
n — . . n — . . ,
—1 sin impair —1 sin pair

et considérons ni,ne € Z. Si ny et ny sont tous les deux pairs ou tous les deux impaires, alors
n1 + mg est pair et on a fo(n; +mng) = 1 = (£1)?2 = fo(n1).fo(nz). Si ny et ny sont de parité
différentes, alors ny + na est impair et on a fo(ng +n2) = —1 = (£1).(F1) = fo(n1).fo(nz). Dans
tous les cas, on a bien fo(n1 + ng) = fo(n1).fo(n2) et fo est un morphisme de groupes. Par contre,
on a f1(0.0) = f1(0) = =1 # 1= (—1).(—1) = f1(0).£1(0), Papplication f; n’en est donc pas un.

e Notons

Z — L Lz — Zjyg, Zfsz. — Zfsz,
Joo - 9 s g2 B o et g3: - L,
n +—— n n — n n — n

Alors goo (14 1) = 900 (2) =4 # 2 = goo (1) + goo(1) ; donc goo n’est pas un morphisme de groupes.
De méme, g3(1+1) =g3(2) =4 =1%#2 = g3(1) + g3(1) et g3 n’est pas un morphisme de groupes.
Par contre, g2(0) = 0 et go(T) = 1. On a donc go = Id, oz, qui est bien un morphisme de groupes,

et méme un automorphisme de groupe.

e Pour toutes matrices My et M, on a det(M;.Ms) = det(M7). det(Mz) mais, en général, det(M; +
M) # det(My) + det(Ms) (en prenant, par exemple, M; la matrice identité et My son opposé). On
en déduit que la seconde application est un morphisme de groupe, mais pas la premiere.

e Pour toutes matrices M7 et My, on a Tr(My+Ms) = Tr(M;)+Tr(Ms) mais, en général, Tr(M;.Ms) #
Tr(Mi). Tr(Ms) (en prenant, par exemple, n > 2 et la matrice identité pour M et Ms). On en déduit
que la premiere application est un morphisme de groupe, mais pas la seconde.

e Pour toutes applications f; et fo dérivables sur R, on a (f; + f2) = f] + f4 mais, en général,
(f1-f2) = f1.f5+ fi.f2 # f1.f5 (en prenant, par exemple, I'identité pour f; et f2). On en déduit
que la premiere application est un morphisme de groupe, mais pas la seconde.



Exercice 14.

1. Pour que f soit bien définie, il faut que son image 3k ne dépende pas du choix k du représentant de
k. Considérons donc un autre représentant k’. Alors k—k’ est un multiple de 8, et 3k —3k’ = 3(k—k’)
un multiple de 3.8 = 24, donc un multiple de 12. On a alors bien 3k’ = 3k dans Z/lgz.

2. Pour tous EI,EQ € Z/SZ, on a f(El + EQ) = f(kl + kg) = 3(](51 + kQ) = %4—37]@ = f(El) + f(%z)
L’application f est donc bien un morphisme de groupes.

3. On a

Exercice 15.
On rappelle que, pour f1, fo € F(R,R),

ha g R — R
1+ J2
R — R R — R
Dans la suite, on notera Og: et, pour tout f € F(R,R), —f: .
x — 0 r — —f(z)

1. Pour tous f1, fa, f3 € F(R,R) et tout x € R, on a

((f1 + f2) + f3) (2) = (fr(x) + fa(2)) + fa(x) = fr(z) + (falz) + f3(2)) = (fr + (2 + f3)) (2).

L’addition est donc associative sur F(R,R). De plus, Og est un élément neutre, et — f est un inverse
pour tout f € F(R,R). L’addition munit donc bien F(R,R) d’une structure de groupe.

2. Pour tous f1, fo € F(R,R) et tout z € R, on a

(f1(2) + fa(x) + fi(—z) + fa(—2))
(fo(z) + fo(—x))

N |

o(fi+ fo)(z) =
1 1
= S(hE)+hi-D) +5
= o(f)(@) +o(f2)(x).
L’application o est donc bien un endomorphisme de groupe.

3. Soit f € Im(c). Alors il existe g € F(R,R) tel que, pour tout z € R, f(z) = 1(g(z) + g(—x)) et on
a alors

F=2) = 5(o(~2) + 9(a)) = 5 (9(x) + 9(~2)) = F(a)

L’application f est donc paire. Réciproquement, si f est paire, alors pour tout « € R, o(f)(x) =
$(f(@) + f(=2)) = 3(f(z) + f(z)) = f(z) et donc f = o(f) € Im(c). On en déduit que Im(c) est
I’ensemble des applications paires de R dans R.

Pour tout f € F(R,R), on a

feKer(o) & VreR, %(f(x) + f(~x)) =0

& VeeR, f(—x)=—f(2)
& f est impaire.

On en déduit que Ker(f) est 'ensemble des applications impaires de R dans R.



