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Exercice 1. On note O lorigine du plan euclidien R?. Montrer que {rotations autour de O} est un
sous-groupe non distingué des isométries du plan.
La multiplication est donnée ici par la composition des isométries. Notons r,, la rotation de centre O et
d’angle « € R. Onargor, = ro4p et r;l = r_q. Ainsi ’ensemble des rotations de centre O est non vide
et stable par composition et passage a l'inverse. C’est donc un sous-groupe du groupe des isométries du
plan.
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(Ey) : (@ —IELy) et lisométrie f = Tory o7 !
conjuguée & 1. On a f(O) = 7or;(—1,0) = 7(1,0) = (2,0). Ainsi f ne fixe pas O, ce n’est donc pas une
rotation de centre O. On en déduit que le sous-groupe des rotations de centre O n’est pas distingué dans
le groupe des isométries du plan.

Considérons maintenant la translation 7 :

Exercice 2. On fixe n € N et on consideére les ensembles

U::{ZGC||Z|=1} Un::{zeC‘znzl} UOO::{ZE(C|EIk€N,zk:1}.

1. Montrer que, pour la multiplication, U, U, et Uy, sous des sous-groupes distingués de C*, et que
U, Cc U, CU.
L’inclusion U,, C U, est évidente. Si z¥ = 1, on I'égalité |2|¥ = 1 dans R, donc |z| = 1. Ainsi

Uy C U. Ces trois ensembles sont non vides car ils contiennent 1. On vérifie facilement qu’ils sont
stables par passage a l'inverse. Il est clair que U, et U sont stables par multiplication. Prenons
z,w € Uy Soient k, ¢ € N tels que 2¥ =1 et w’ = 1. Alors (2w)** = 1. Ainsi U, est aussi stable
par multiplication. Comme C* est un groupe abélien, tous ses sous-groupes sont distingués.

2. Montrer que les groupes R/z, C*/]Rj_’ C*/r= et Ufy,, sont tous isomorphes a U.
Les applications
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sont des morphismes de groupes surjectifs (on peut remarquer que h(e?/?) = e'® et @(e™*/™) = €'*).
Les noyaux de ces morphismes sont

ker(f) =Z, ker(g) =R%, ker(h)=R" et ker(p)=U,.

Par le premier théoréme d’isomorphisme, on en déduit que les groupes R/z, C /Ri’ Cr+et Ufy,
sont tous isomorphes a U.

3. Montrer que C*Jiy, est isomorphe & C*.
On applique a nouveau le premier théoréeme d’isomorphisme au morphisme de groupe surjectif

c - C
w.{ L s de noyau ker(¢) = U,.

4. Montrer que Uy, est isomorphe a Q/Z
, - Q@ = U
L’application ¢ : { oy lime
#(x)? = e?™ = 1. C’est un morphisme de groupes. Soit z € Uy, et k € N tel que zF = 1. Alors

z = eZimt/k — (b(%) pour un ¢ € Z. Donc ¢ est surjective. De plus, ker(¢) = Z. On conclut encore
avec le premier théoreme d’isomorphisme.

est bien définie car si x = % avec p € Z et ¢ € N*, alors



Exercice 3.

1. Montrer que Z est un sous-groupe distingué de Q.
L’ensemble Z est un sous-groupe de Q qui est abélien.

2. Montrer que, pour tout n € N*, il existe un élément d’ordre n dans Q/Z-
On a n% =1 € Z et, pour tout k € [1,n—1], k% = % ¢ Z. Donc la classe de % est d’ordre n dans

Q/z.

3. Montrer que tout élément de Q/Z est d’ordre fini.
Comme q.% = p € Z pour tout rationnel % avec p € Z et ¢ € Z*, la classe de tout rationnel est

d’ordre fini dans Q/z.
1 b
a,cER*,beR} etU{<0 1> ‘beR}.

1. Montrer que T est un sous-groupe de GLo(R). Est-il distingué ?
L’ensemble T contient la matrice indentité et on vérifie par calcul direct qu’il est stable par multi-
plication et passage & I'inverse. C’est donc un sous-groupe de GLy(R).

Prenons A = (0 1) € GLy(R) et B = <(1) 1) €T.On aalors ABA™! = (

Exercice 4. Soit T = { (a b>
0 ¢
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n’est pas distingué dans GLa(R).

) ¢ T.Donc T

2. Montrer que U est un sous-groupe de T. Est-il distingué ?
L’ensemble U est non vide et stable par multiplication et passage a l'inverse, donc c’est un sous-

groupe de T

. a b 1 8 . 1 8 e
Soient A = 0 ¢ cTetB= 01 €U.Ona ABA™' = 0 i € U. Donc U est distingué
dans T'. Notons que U n’est pas distingué dans GL2(R), comme le montre la réponse a la question
précédente.

Exercice 5.

1. Montrer que la relation “étre un sous-groupe” est une relation d’ordre sur les groupes.
C’est une relation réflexive : tout groupe est son propre sous-groupe. Elle est transitive : si K
est un sous-groupe de H et H est un sous-groupe de G, alors K est contenu dans G, non vide,
stable par multiplication et passage a 'inverse, donc K est un sous-groupe de G. Elle est également
anti-symétrique : si H est un sous-groupe de G et G est un sous-groupe de H, alors, par double
inclusion, on a H = G.
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2. Montrer que la relation “étre un sous-groupe distingué” n’est pas une relation d’ordre sur les groupes.
Comme précédemment, cette relation est réflexive et anti-symétrique. On va voir par un contre-
exemple qu’elle n’est pas transitive. On considere le groupe diédral D, des isométries du plan
préservant un carré. On note r la rotation de centre le centre de symétrie du carré et d’angle /2.
On note s une symétrie par rapport a I'un des axes de symétrie du carré. Le groupe D, contient
exactement 8 éléments : Dy = {1,7,72,73 5,507, s0r% sor}. On a dans Dy les relations suivantes :

ros=sors, r?os=so0r2, ros=sor.

On considére maintenant le sous-groupe (r?,s) de Dy. Il contient exactement 4 éléments : (r?, s) =
{1,7%,s,5 0 r?}. On vérifie & la main qu’il est abélien, ce qui implique en particulier que son sous-
groupe (s) est distingué. On vérifie également, en utilisant les relations ci-dessus, que (r?,s) est
distingué dans Dy. Ces relations donnent aussi

rosor t=so0r? ¢ (s),

ce qui montre que (s) n’est pas distingué dans Dy. En résumé, (s) est distingué dans (r?, s) qui est
distingué dans Dy, mais (s) n’est pas distingué dans Dy.



Exercice 6. Soitny,...,ni € N* des entiers deux a deux premiers entre eur. On considere l’application

Z — Z/TL]Z X Z/TLQZ X X Z/’I’LkZ

p:
n — (n [m],n [no],...,n [nk])
1. Montrer que ¢ est un morphisme de groupes.

L’addition est compatible avec les relations de congruences, donc p(n +m) = ¢(n) + ¢(m).

2. Déterminer le noyau de .
Un entier n est dans le noyau de ¢ si et seulement si il est divisible par tous les n;. Comme les
n; sont deux & deux premiers entre eux, c¢’est équivalent a étre divisible par le produit nins ... ng.
Donc ker(p) =ning...ngZ.

3. Redémontrer le théoréme des restes chinois.
Il faut montrer que ¢ est un morphisme surjectif. Prenons des entiers a, ..., ax et cherchons n € Z
tel que n = a; [n;] pour tout ¢ € {1,...,k}. Pour tout 4, n, est premier avec n; = Hj# n;, donc on
a une relation de Bézout u;n; +v;7; = 1. On pose alors n = Zle a;v;N;. On vérifie que n = a; [ny],
donc ¢ est surjectif. Ainsi, par le premier théoréeme d’isomorphisme, ¢ induit un isomorphisme
@

i

. { Z/nlng...nkZ — Z/mZ X Z/’I’LQZ X X Z/nkZ
’ n — (nm],nngl, ... ,n[ng)

ce qui implique le théoréeme des restes chinois.



