Université Aix—Marseille 2019-2020

Licence — Mathématiques
Algebre 2

COURS A DISTANCE — SEMAINE 2 — ANNEAUX — MORPHISMES ET IDEAUX

3 Morphismes d’anneaux

Nous allons maintenant nous intéresser aux applications qui respectent les structures d’anneaux.

Définition 3.1. Soit A, As deux anneaux. On dit qu’une application f : A; — Ay est un morphisme
d’anneaux si, pour tous ai,az € Ay, on a f(a; +az2) = f(a1) + f(az) et f(ai.a2) = f(a1).f(az). Comme
dans le cas des groupes, on pourra préciser la nature de f en parlant

e de monomorphisme (d’anneaux) si f est injective;

o d’épimorphisme (d’anneauz) si f est surjective;

e d’isomorphisme (d’anneaux) si f est bijective;

o d’endomorphisme (d’anneau) si Ay = As;

o d’automorphisme (d’anneau) si Ay = Ay et que f est bijective.
De plus, si A; et Ay sont unitaires, on dit que f est unitaire si f(1a4,) = 1a4,.

Remarque 3.2. Tout morphisme d’anneaux est également un morphisme de groupes pour I’addition. Cela
permet déja de déduire un certain nombre de propriétés, telles que f(04,) = f(04,) ou f injective si et
seulement si Ker(f) := f=1(04,) = {04, }.

Définition 3.3. On dit que deux anneaux A; et A, sont isomorphes en tant qu’anneaux s’il existe un
isomorphisme d’anneaux f : A; — As. On note alors Ay & As.

Remarque 3.4. Comme pour les groupes, on peut considérer que deux anneaux isomorphes sont deux
représentations d’un méme anneau abstrait, et on n’étudie en général les anneaux qu’a isomorphisme pres.
11 est toutefois important de préciser qu’on parle alors d’isomorphisme d’anneauz, car si tout isomorphisme
d’anneaux induit un isomorphisme de groupes, la réciproque n’est pas vraie.

Ezxemples 3.5.

e Si A est un anneau (unitaire) et B C A un sous-anneau (unitaire), alors I'injection B <— A est un
monomorphisme (unitaire) d’anneaux.

e Pour tout n € N*, I'application
Z — Zlng

k — k

est un épimorphisme unitaire d’anneaux. Plus généralement, pour tout anneau unitaire A, il existe
un unique morphisme d’anneaux unitaire allant de Z vers A, a savoir

7 — A

k —— klgz ’

e Soit X un ensemble et A un anneau. Alors pour tout € X, I'application
F(X,A) — A
evy:
f — f(x)

est un morphisme d’anneaux.



Comme pour les groupes, on a les propriétés suivantes :

Proposition 3.6.
e La composée de deux morphismes d’anneauz (unitaires) est un morphisme d’anneaux (unitaire).
o Si f est un isomorphisme d’anneauz, alors f~! est également un isomorphisme d’anneaus.

Démonstration. La démonstration, rigoureusement similaire au cas des groupes, est laissée en exercice.
O

Corollaire 3.7. Pour tout anneau (unitaire) A, l'ensemble des automorphismes (unitaires) d’anneaux
de A dans lui-méme forme un groupe pour la composition.

Et la notion de morphisme est toujours liée a la notion de sous-anneau par ce qui suit.

Proposition 3.8. Soit Ay, Ay deux anneaux (unitaires), et f : Ay — Az un morphisme (unitaire)
d’anneauz.

e Pour tout sous-anneau (unitaire) B C Aa, f~1(B) est un sous-anneau (unitaire).

e Pour tout sous-anneau (unitaire) B C Ay, f(B) est un sous-anneau (unitaire).

Démonstration. La encore, la preuve, similaire au cas des groupes, est laissée en exercice. O

4 Idéaux et anneaux quotients

Si A est un anneau et B C A un sous-anneau, alors (B, +) est un sous-groupe de (A, +), et ce sous-groupe

est distingué puisque (4, +) est abélien. On peut donc considérer le groupe quotient A/ B et se demander

si la mutliplication de A induit une structure d’anneau sur A/ B- La réponse n’est pas toujours oui. Pour
1

Z C Q, par exemple, on a 1 ~z 2 et pourtant 1.% =35>z 1= 2.%. Plus généralement, pour que A/B

puisse étre un anneau, il faut que OA/B soit absorbant, et donc que a.b ~g b.a ~g 04 pour tout b € B

et a € A, puisqu’alors b ~p 0.

Définition 4.1. Soit A un anneau. On dit que I C A est un idéal si (I,+) est un sous-groupe de (A4, +)
et que Al:={ax|acAzecl}CcletlA:={zalacAzecl}Cl

Remarques 4.2.

e On peut raffiner la définition en parlant d’idéal & droite ou @ gauche selon que 'impose seulement
A1 C I ou I.A C I. La définition ci-dessus correspond alors a la notion d’idéal bilatére. Bien
entendu, si A est commutatif, les notions d’idéal a droite, a gauche ou bilatere sont équivalentes.

e Un idéal (& droite, & gauche ou bilatere) est toujours un sous-anneau. La réciproque n’est par contre
pas vrai : Z est un sous-anneau de Q mais n’en est pas un idéal.
e De méme que la notion de sous-groupe distingué H <1 G dépend de G, la notion d’idéal I C A
dépend de A. L’ensemble Z est en effet un idéal de lui-méme, mais pas de Q.
Ezemples 4.3.
e Pour tout anneau A, {0} et A sont des idéaux.
e Pour tout n € N*, nZ C Z est un idéal.

e Aucun des sous-groupes Z C Q C R C C n’est un idéal. Plus généralement, aucun sous-anneau uni-
taire strict n’est un idéal. Ainsi, les sous-groupes C*°(R,R) C --- C CK¥(R,R) C --- C C°(R,R) C
F(R,R) ne sont pas non plus des idéaux.

Lemme 4.4. Si A est un anneau unitaire et que I C A contient un élément inversible, alors I = A. En
particulier, les seuls idéauz d’un corps K sont {0} et K.



Démonstration. Si x € I est un élément inversible de A, alors 1 = z~!.z € I. Du coup, pour tout a € A,
a = a.l € I. Donc I = A. La deuxiéme assertion en découle car, par définition d’un corps, tous les
éléments non nuls d’un corps sont inversibles. O

La théorie se déroule alors comme dans le cas des sous-groupes distingués.

Proposition 4.5. Soit A un anneau (commutatif et/ou unitaire) et I C A un idéal. Alors la multiplica-
tion de A induit une structure d’anneau (commutatif et/ou unitaire) sur A/[.

Démonstration. On a déja vu que A/ T est un groupe abélien pour I'addition. Vérifions maintenant que
la multiplication de A induit, par @.b := a.b, une opération bien définie sur A/ 7. Pour cela, on considere
ai,as,b1,by € A tels que a1 ~j as et by ~g by, c’est-a-dire tels que as — a1,by — by € I. On a alors

(ZQ.bQ — al.bl = ag.bQ — a2.b1 + ag.bl — al.bl = ag.(bQ - bl) + (GQ — al).bl el
car, I étant un idéal, as.(by — b1) € I et (a2 — a1).by € I. On a donc bien as.by ~r a;.b.

L’associativité et la distributivité, ainsi que les éventuelles commutativité et unitarité de cette multipli-
cation sur A/ 7 découlent alors directement des propriétés dans A. O

Ezxemple 4.6. Pour tout n € N*, Z/nZ est un anneau quotient.

La notion d’anneau quotient jouera un role important dans le cas des anneaux de polyndémes, notamment
pour I’étude des extensions de corps, mais ceci sort du cadre de ce cours.

Proposition 4.7. Pour tout morphisme f : Ay — Ay d’anneauzx, Ker(f) est un idéal de A;.

Démonstration. On sait déja que Ker(f) est un sous-groupe de A; pour l'addition, il suffit de vérifier
qu’il est stable par multiplication & droite ou & gauche par un élément de A;. Or clairement, si x € Ker(f)

et a € A, on a f(a.x) = f(a).f(z) = f(a).0 =0e¢t f(x.a) = f(x).f(a) =0.f(a) = 0. O
Proposition 4.8. Si (I;);c; est une famille d’idéauz d’un anneauw A, alors Nierl; est un idéal de A.

Démonstration. On sait déja que N;erl; est un sous-groupe pour Paddition, et si @ € Nierl; et a € A,
alors x € I; pour tout ¢ € I, donc a.z,z.a € I; pour tout ¢ € I, et donc a.x,x.a € Nijerl;. O

Définition 4.9. Soit A un anneau et X C A un sous-ensemble. On appelle idéal engendré par X
I'intersection de tous les idéaux de A contenant X. On le note (X) ou (z1,...,2k) si X = {z1,..., 21}
est un ensemble fini.

Proposition 4.10. Si A est un anneau et X C A un sous-ensemble, alors (X) est un idéal de A, minimal
pour l’inclusion parmi tous les idéaux contenant X.

Démonstration. La preuve de ce résultat est rigoureusement similaire au cas des groupes. O

Ezemples 4.11.
e Si A est un anneau commutatif et a € A un élément, alors (a) est égal & 'ensemble {a.b | b € A}
des multiples de a.

e Dans Z, 'idéal engendré par {n} est (n) = nZ.
Plus généralement, on a :
Proposition 4.12. Soit A un anneau et X C A un sous-ensemble. Alors
E
(X) = {Zazxzbl | ke N,VZ S [[l,kﬂ,l‘i S X,ai,bi S A}
i=1

Si A est commutatif, on a méme (X) = {Zle a;.z; | k€ N,Vie [1,k],z; € X,a; € A}.



Démonstration. Notons B := {Zle a;.2;.b; | k€ NVi € [1,k],z; € X,a;,b; € A}. Par stabilité de (X)
par somme et produits, on a clairement B C (X). Mais réciproquement, on vérifie facilement que B est
un idéal de A contenant X ; par minimalité de (X), on a donc (X) C B.

Si A est commutatif, on a alors a;.x;.b; = a;.b;.x; = a}.x; avec al := a;.b;. O

On vient de voir que l'intersection permet de définir une opération sur les idéaux. La proposition suivante
en donne une seconde.

Proposition 4.13. Soit A un anneau et I, 1o C A deux idéaux. Alors I + I := {al +as | a € I1,a0 €
Ig} est un idéal.

Démonstration. L’ensemble I; 4+ I5 est non vide car I; et I le sont. Si a,b € I + I, il existe a1,b; € I}
et ag, by € I tels que a = a; +as et b =0b; +by. On a alors a — b = (a1 — b1) + (a1 — b)) € I} + I>. Donc
I + I est un sous-groupe additif de A.

Prenons maintenant a € A et b € I1 + I, et notons & nouveau b = by + by avec by € I7 et by € I5. Alors
a.b = a.(b1 + bz) =a.by +a.by € I1 + 15 et b.a = (bl + b2).a =bj.a+by.a € I} + I5. Donc I; + I est un
idéal de A. O

Nous verrons plus tard que ces deux opérations sur les idéaux, intersection et somme, généralisent en un
certain sens les notions de ppcm et de pged des entiers.

Terminons maintenant par ’équivalent pour les anneaux du premier théoreme d’isomorphisme.

Théoreme 4.14. Tout morphisme d’anneaux f : A1 — As induit un isomorphisme d’anneauz f :

A/Ker(f) — Im(f).

Démonstration. La preuve de ce résultat est rigoureusement identique au cas des groupes. O

On peut maintenant revisiter le théoreme des restes chinois.

Théoréeme 4.15. Soit ny,...,n, € N* deux d deuz premiers entre eux. Alors Z/an X e X Z/nkZ est
isomorphe a Z/m ...n,7Z €en tant qu’anneau.

Démonstration. Commencons par le cas kK = 2. Pour cela, on considére ’application

Z — Z/TMZ X Z/’I’LQZ

Tk s (Ml Elna)

Il s’agit clairement d’un morphisme d’anneaux. Ce morphisme est de plus surjectif. En effet, pour I’addi-
tion, (1,0) est d’ordre ny et (0, 1) d’ordre ny ; puisque Z/y,,7,% Z/p,7, est abélien et que pged(ny, na) = 1,
on a vu en exercice que (1,0) + (0,1) = (I,1) est d’ordre nyny = |Z/y,7 % Z/p,7|, c’est-a-dire que
(1,1) est générateur de Z/p, 7, x Zfp,7. Or (1,1) = ¢(1) € Im(p), et donc Z/y,7, x Zfp,7, C Im(p),
I'inclusion réciproque étant évidente. Enfin, si k € Ker(p), ny et ny divisent k, et donc k € nynoeZ puisque
pged(ni, n2) = 1. On en conclut que Ker(¢) C nin2Z; inclusion réciproque étant immédiate, on déduit

du théoreme que Z/an X Z/n2Z = Z/nanZ

n travai nsui r récurren ur n rvant que ng remier avec nq...ng—1. On n
On travaille ensuite par récurrence sur k en observant que est premier avec k On a donc,
par hypothese de récurrence et d’apres le cas k = 2,

Z/n1Z Koo X Z/nkZ = Z/nl e Np_1Z X Z/nkZ = Z/n1 ...npL-
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