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Exercice 1. Montrer que les ensembles munis de deux lois de composition suivants sont des anneaux.
Déterminer s’ils sont commutatifs, unitaires, intégres.

1.

(Q? Jr? * )'

On sait que (Q, +) est un groupe commutatif. La multiplication dans Q est associative et distributive
sur I'addition. Donc (Q, +, .) est un anneau. Il est commutatif car la multiplication est commutative
dans Q. 11 est unitaire d’unité 1. Il est integre : rs = 0 avec r, s € Q implique r =0 ou s = 0.

(nZ,+, .) pour n € N*. Le couple (nZ,+) est un groupe commutatif comme sous-groupe du groupe
commutatif (Z,+). La multiplication dans Z, et donc dans nZ, est associative et distributive sur
l'addition. Donc (nZ,+, .) est un anneau. Il est commutatif car la multiplication est commutative
dans Z. 1l est unitaire d’unité 1 si n = 1 mais il n’est pas unitaire si n > 1. Il est integre : rs =0
avec 1, s € nZ implique r = 0 ou s = 0.

(Z/nz,—i-7 ) pour n € N*.

On sait que (Z/nz, —l—) est un groupe commutatif. La multiplication dans Z/nZ est induite par la
multiplication dans Z ; on en déduit facilement qu’elle est associative et distributive sur ’addition.
Donc (Z/nz, +, ) est un anneau. Il est commutatif car la multiplication est commutative dans

Z/nZ' Il est unitaire d’'unité 1. Pour I'intégrité, on sépare deux cas.

Supposons n premier. Soient k et ¢ deux entiers tels que k.4 = 0. Alors k¢ est un multiple de n.
Comme n est premier, d’apres le lemme d’Euclide, k ou ¢ est multiple de n, donc k = 0 ou ¢ = 0.
Donc, dans ce cas, Z/nZ est integre.

Supposons maintenant n non premier. Alors il existe des entiers p,q > 1 tels que n = pq. Dans ce
cas, p.g = 0. Mais, comme 1 <p<netl<gq<mn,p#0etq#D0. Donc, dans ce cas, Z/p7 n'est
pas integre.

(Mn(R),+, ) pour n € N*,

On sait que (Mn(R), +) est un groupe commutatif. La multiplication dans M,,(R) est associative
et distributive sur 1’addition. Donc (./\/ln(R)7 +, ) est un anneau. Il est commutatif si n = 1 mais
non commutatif si n > 1. En effet, si A = (a;;),; ;<,, est la matrice dont tous les coefficients sont
nuls sauf a1, = 1l et B = (bij)1gi,jgn est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf by; = 1,
alors AB # BA. Il est unitaire d’unité la matrice identité. Il est integre si » = 1 mais il n’est pas

integre si n > 1. En effet, avec les mémes matrices A et B, on a A # 0, B # 0, mais AB = 0.

(End(E),+,0) ot E est un K-espace vectoriel.

On vérifie facilement que (End(E),+) est un groupe commutatif. La loi multiplicative est ici la
composition. Elle est associative, et, comme les endomorphismes de End(E) sont par définition des
applications linéaires, elle est distributive sur I’addition. Donc (End(E), +, o) est un anneau. Il est
unitaire d’unité I’application identité.

Supposons que dim(E) = 1. Alors les éléments de End(F) sont les applications { f : )\Ex
avec A € K. Dans ce cas, End(F) est commutatif et integre.

Supposons maintenant que dim(E) > 1 (ce qui inclut les espaces vectoriels de dimension infinie).
On a alors deux éléments z,y € E indépendants dans E. On note F' le sous-espace de E engendré
par z et y et G un supplémentaire de F' dans E. Alors tout v € FE s’écrit de maniére unique



v=Ar+ uy+ z avec A\, u € Ket z € G. On définit deux endomorphismes f et g de E par
fOr+py+2)=Xy et ghz+py+2) =X

pour tous A\, u € Ket 2 € G. Alors fog= f#0et go f=0. Ainsi End(FE) n’est ni commutatif ni
integre.

6. (R[X],+, .) ot R[X] est l'ensemble des polynémes a coefficients réels a une indéterminée.
On vérifie facilement que (R[X], +) est un groupe commutatif. La multiplication des polynémes est
associative et distributive sur laddition. Donc (R[X],+, .) est un anneau. Il est commutatif car
la multiplication est commutative dans R[X]. Il est unitaire d’unité le polynéme constant 1. Il est
integre : PQ = 0 avec P, @ € R[X] implique P =0 ou @ = 0.

7. F(X,A):={f: X — A} ot A est un anneau et X un ensemble, avec la somme et la multiplication
définies pour tous f1, fa: X = A par (fi + f2)(@) = fi(x) + fal2) et (fi.fo)(x) = fi(2).fa() pour
tout x € X.

En utilisant le fait que A est un anneau, on vérifie que F (X, A) est aussi un anneau. Il est commutatif
si et seulement si A est commutatif.

Supposons que h est une unité de F(X, A). Alors pour tout f € F(X, A), fh=h.f = f.Poura € A,
notons f, la fonction constante égale & a. Alors, pour z € X, on a f,(z).h(z) = h(x).fo(z) = fo(z),
c’est-a-dire a.h(x) = h(x).a = a. Ce n’est possible que si A admet un élément unité. Finalement,
F(X,A) est unitaire si et seulement si A est unitaire, et dans ce cas I'unité de F(X, A) est la
fonction constante égale a 14.

Si X contient un seul élément, on vérifie facilement que F(X, A) est integre si et seulement si A est
integre.

Si A est I'anneau trivial, alors F(X, A) est aussi trivial ; en particulier, il est integre.

Supposons maintenant que X contient au moins deux éléments distincts et que A est non trivial.
Prenons y # z dans X. On définit deux fonctions f et g dans F(X, A) par

1 s z=y 1 st o z=2
f(fﬂ){o si Tty et g(:c){o si otz pour tout z € X.

Alors f # 0 et g # 0, mais f.g = 0. Donc F(X, A) n’est pas integre.

Exercice 2. On définit sur R les deuz lois ® et @ parxy=z+y—1 etz ®y =x+y— xy. Montrer
que (R, @, ®) est un corps.
La loi & est associative : pour tous z,y,z € R, on a

roy®z)=c®(y+z-1) oy ®z=(@+ty-1)®=
=z+@y+z-1)—-1 =(@+y—-1)+2-1.
=r+y+z—2 =r+y+z—2

Elle admet 1 comme élément neutre : t ® 1 =1® x = 1. Tout z € R admet un inverse pour &, a savoir
2 —x. Donc (R, ®) est un groupe. De plus, ce groupe est commutatif : on a clairement x ®y = y @ x pour
tous z,y € R.

La loi ® est associative : pour tous z,y,z € R, on a

1R (Y2 =20 (y+2—yz) (zRy)@z=(r+y—2y) @2
=z+y+z—yz)—xly+z—-yz) =@+y—ay)+z—(@+y—ay)z.
=rx+tyt+z—axy—yz—xz+ Yz =r+y+z—xy—yz—rz+ Yz

Elle est aussi distributive sur la loi @ : pour tous z,y,z € R, on a

rRydz)=z@Wy+z—-1) (zRy)dEez)=(+y—2y)®(x+2—x2)

=z+y+z—-1)—z(y+z-1) =(x+y—zy)+(x+z—zz)—1.

=2r+y+z—axy—zz—1 =2r+y+z—ary—zz—1



Donc (R, ®, ®) est un anneau.

On a un élément neutre pour la loi ®, & savoir 0: 0® z = z = 2 ® 0 pour tout € R. Donc (R, ®, ®) est
un anneau unitaire.

Siz € R est différent de 1, I’élément neutre pour la loi 6, alors x admet un inverse pour la loi ®, a savoir
i ® 5 = %5 @2 = 0. Donc (R, ®,®) est un corps.

z—1

Exercice 3.

1. Montrer que l’ensemble Sg des suites a valeurs réelles est un anneau commutatif unitaire pour
Uaddition et la multiplication terme d terme. Est-il intégre ?
L’addition des suites réelles est associative et commutative et posseéde un élément neutre donné par
la suite constante égale a 0. L’opposé d'une suite (z,,)neny € Sg est la suite (—z,)neny € Sg. Ainsi
(Sr,+) est un groupe abélien.
La multiplication des suites réelles est associative et commutative et posseéde un élément neutre
donné par la suite constante égale a 1. On vérifie aussi qu’elle est distributive sur ’addition. Donc
(Sr,+, .) est un anneau commutatif unitaire.
Prenons les suites = (2, )nen €t ¥ = (Yn)nen définies comme suit :

- 1 si n=0 _J 1 st n=1
"T10 si n>0 =0 si ntl
ALors x # 0 et y # 0 mais 2y = 0. L’anneau (Sg, +, . ) n’est donc pas inteégre.

2. Montrer que le sous-ensemble des suites réelles convergentes est un sous-anneau unitaire de Sg.
Notons Sg C Sg le sous-ensemble des suites convergentes. Il contient les éléments neutres de I’addi-
tion et de la multiplication, qui sont des suites constantes donc convergentes. En particulier, il est
non vide. Il est stable par addition : la somme de deux suites convergentes converge. Il est stable
par passage & 'opposé : si (z,)nen converge vers £, (—z,)nen converge vers —{. C’est donc un
sous-groupe additif de Sg. Comme le produit de deux suites convergentes converge, Sg est aussi
stable par multiplication. Finalement, S§ est un sous-anneau unitaire de Sg.

Exercice 4. On note F(R,R) l’ensemble des fonctions de R dans R. On le munit de l’addition et de la
multiplication définies dans l’exercice 1, point 7.

1. Montrer que F(R,R) est un anneau commutatif unitaire.
On applique D'exercice 1, point 7, avec X = R et A = R. On voit que F(R,R) est un anneau,
commutatif car R est commutatif, et unitaire car R est unitaire. Rappelons que 'unité est la
fonction constante égale a 1.

2. Déterminer l’ensemble F(R,R)* des inversibles.
Soit f € F(R,R)*. Alors il existe g € F(R,R)* telle que f.g = 17 r), c’est-a-dire que f(z).g(x) =
1 pour tout z € R. En particulier, on a f(z) # 0 pour tout z € R.
Maintenant, prenons f € F(R,R) telle que f(z) # 0 pour tout z € R. On définit une fonction
g:R — R par g(z) = ﬁ pour tout x € R. Alors g est 'inverse de f.

En conclusion, les inversibles de F (R, R) sont les fonctions qui ne s’annulent en aucun point.

Exercice 5. On considére les sous-ensembles suivants de Mo(R).

(G e} oo 2o

1. Sont-ils des anneaux ? intégres ¢ unitaires ? des corps ¢
On sait déja que M3(R) est un anneau. Les sous-ensembles A et B contiennent la matrice nulle, ils
sont stables par addition, par passage a I'opposé et par multiplication. Ce sont des sous-anneaux
de M3(R), donc des anneaux.



Soient M = (:(; 8) et N = <g 8) deux matrices dans A. Alors M N = (moy 8) Si MN =0,

alors xy = 0, donc x =0 ou y = 0, et donc M =0 ou N = 0. Ainsi A est integre.

. 1 0 . 14
La matrice commute avec toutes les matrices de A, c’est donc un élément neutre pour la

0 0
multiplication dans A (pas dans My(R)!). Donc A est un anneau unitaire.

. . 0 . .
Si une matrice M = <g 0 est non nulle, alors z # 0 et M admet comme inverse la matrice
-z 0 4 . .
Ox Nk Donc tous les éléments non nuls de A sont inversibles : A est un corps.

Quelles que soient les matrices M et N dans B, on a M N = 0. Donc tous les éléments de B sont
des diviseurs de 0, en particulier aucun élément n’est inversible, et B ne peut pas posséder d’unité.
Ainsi B n’est ni intégre, ni unitaire, ni un corps.

2. Sont-ils des sous-anneaur de Ma(R) ? des sous-anneaux unitaires ¢
On a vu que A et B sont des sous-anneaux de Ms(R). Comme B ne posséde pas d’unité, ce n’est
pas un sous-anneau unitaire. Dans A, il y a une unité, mais ce n’est pas la méme que dans Ms(R),
& savoir la matrice identité, qui n’appartient pas & A. Donc A n’est pas non plus un sous-anneau
unitaire de M3 (R).

Exercice 6. Soit E un ensemble et P(E) l'ensemble des sous-ensembles de E. Pour tout A, B € P(E),
on rappelle que AAB := (AUB)\ (AN B).

1. Montrer que (73(E')7 A, ﬂ) est un anneau commutatif et unitaire.
Pour vérifier que A est une loi associative, on montre que x € (AAB)AC si et seulement si
x € AA(BAC). On procede cas par cas, selon que x est ou non dans A, dans B, dans C, ce que
résume le tableau suivant.

Alors
(AAB)AC | AA(BAC)

Sy
Sy

W MM AR M| MR D>
Q

AR M| M R{R M| M| ] R

WM AR MR MmO
WA MM M| MR >

R MM PR M RR M
R MM PR M RR M

ARRR[ MM MM | s

Pour tout sous-ensemble A de E, on a 0AA = A = AAD, donc @ est un élément neutre pour A. De
plus, pour tout A, on a AAA = ), donc A admet un opposé, qui est A lui-méme. Donc P(E) est
un groupe, abélien car A est clairement commutative.

Il est clair que la loi N est associative. Pour vérifier qu’elle est distributive sur A, on procede a
nouveau cas par cas.



Alors
AN (BAC) | (AN B)

Sy
b
Q
Sy
Q

(ANC)

A
¢
€
S
¢
¢
¢
¢

AR M| M AR M| M| ] R

AR M AR M R[N Q

AN M RR] M| MR D>

ARRR| MMM M|
RPARRARR| R M M| D
FARRRR| MR M | D
AR R TR[R M| M [

¢

Finalement, P(E) est un anneau. Il est commutatif car la loi N est commutative et il est unitaire
d’unité E car ANE = EN A= A pour tout A € P(E).

2. Déterminer ’ensemble P(E)* des inversibles et l'ensemble des diviseurs de zéro. L’anneau P(E)
est-il integre ?
Un élément A € P(E) est inversible si et seulement si il existe B € P(E) tel que ANB = E, ce qui
implique A = B = F. Ainsi E est le seul élément inversible.
Soit A € P(FE) un sous-ensemble strictement inclu dans E. Alors son complémentaire A¢ vérifie
A¢ #£ (et ona AN A° = (. Donc A est un diviseur de zéro.
Si E contient au moins deux éléments distincts, disons x et y, alors {x} est différent de 0 et
strictement inclu dans F, donc c’est un diviseur de zéro non trivial, et P(E) n’est pas integre. Si
E est de cardinal 0 ou 1, alors P(E) est intégre.

Remarque. N’hésitez pas a dessiner des patates!

Exercice 7. Soit (A,+) un groupe abélien et . : A x A — A une opération associative sur A. Montrer
que (A, +, .) est un anneau si et seulement si, pour tout a € A, les applications

A — A A — A
et
b — ab b — ba

sont des morphismes de groupes.

On a déja que (A, +) est un groupe abélien et que la multiplication est associative. Donc (A, +, .) est un
anneau si et seulement si la multiplication est distributive sur 'addition. Notons mJ et m? les applications
de A dans A données par mZ(b) = a.b et m?(b) = b.a. L’application mJ est un morphisme de groupes si
et seulement si m(by +b2) = m2(by) + mI(be), c’est-a-dire a.(by + b)) = a.by + a.be, pour tous by, by € A.
De méme, L’application m? est un morphisme de groupes si et seulement si (by +bs).a = by.a + by.a pour
tous by, by € A. Ainsi les applications m? et m? sont des morphismes de groupes pour tout a € A si et
seulement si la multiplication est distributive sur I’addition.

Exercice 8. Soient Ay et Ay des anneaux. On munit A1 X As des lois de composition internes
(A1 X AQ) X (Al X AQ) — Al X AQ
((a1,az), (b1,b2)) (a1 +b1,az + ba)

et
(A1 X Az) X (A1 X AQ) — Al X A2

((al,ag),(bl,bg)) — (al.bl,ag.bg)

1. Montrer que (A1 X Ag,+, .) est un anneau. C’est ce qu’on appelle la structure d’anneau produit.
On vérifie directement en écrivant les définitions que (A; x A, +) est un groupe abélien et que la
multiplication est associative et distributive sur I’addition.



2. Montrer que (A1 X Aa,+, .) est unitaire et/ou commutatif si et seulement si Ay et As le sont.
Si A; et As sont unitaires, alors (14,,14,) est une unité de A; x As. Réciproquement, supposons
A; x Ay unitaire et notons (u,v) son unité. Alors, pour tout a € A; et pour tout b € As, on a
(u,v).(a,b) = (a,b).(u,v) = (a,b), cest-a-dire (u.a,v.b) = (a.u,b.v) = (a,b), donc u.a = a.u = a et
v.b =0b.v =b. Ainsi u est une unité de A; et v est une unité de As.
L’anneau A; x As est commutatif si et seulement si

(a1,a2).(b1,b2) = (b1,b2).(a1,a2) pour tous aj, by € A; et ag, by € Ag,
< (al.bl,ag.bz) = (bl.al,bg.ag) pour tous Cl1,b1 S A1 et ag,bg S AQ,
<= a1.b; = b1.a1 et as.by = bo.as pour tous a1,b; € Ay et as,by € A,

si et seulement si A; et Ay sont commutatifs.



