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Exercice 1. Soit n € N*\ {1}.

1. Soit M € M, (R)\ GL,(R).
(a) Montrer qu’il existe A € M, (R) telle que Im(A) = Ker(M).
Soit p : R™ — R™ ’application linéaire définie comme la projection sur le sous-espace Ker(M)
parallelement & un supplémentaire (n’importe lequel). On note A la matrice représentative
de p. Par définition d’une projection, on a Im(A) = Ker(M).

(b) En déduire que M est un diviseur de zéro.
Comme M n’est pas inversible, Ker(M) n’est pas réduit & {0}, donc Im(A) non plus, ce qui
implique A # 0. Or, pour tout z € R™, on a M Az = 0 car Az € Ker(M); donc MA = 0. La
matrice M est donc un diviseur de zéro.

2. Déterminer ’ensemble des diviseurs de zéro dans M, (R).
On vient de voir que toutes les matrices non inversibles de M,,(R) sont des diviseurs de zéro. Or,
d’une maniére générale dans un anneau, les éléments inversibles ne peuvent pas étre des diviseurs
de zéro. Donc 'ensemble des diviseurs de zéro de M,,(R) est M, (R) \ GL,,(R).

Exercice 2. Soit n € N*\ {1}.

1. Montrer que (Z/nz)x = {E | k € Z premier avec n}
Soit k& un entier. Supposons k premier avec n. Alors il existe des entiers u et v tels que uk +vn = 1,
ce qui donne wk = T dans Z/p7. Donc k est inversible.
Réciproquement, si k est inversible, il existe £ € Z/nZ tel que k¢ = 1, c’est-a-dire k¢ = 1 + sn pour
un certain entier s. On a donc une relation de Bachet—Bézout ¢k — sn = 1 pour k et n, donc ils sont
premiers entre eux.

2. Déterminer les diviseurs de zéro de l’anneau Z/nZ'
On a vu que les classes k ol k est premier avec n sont inversibles, elles ne peuvent donc pas étre
des diviseurs de zéro. Prenons un entier k& non premier avec n. Dans ce cas, d = pged(k,n) > 1. 11
existe des entiers £ et m tels que k = df et n = dm. Notons que 0 < m < n, donc m # 0. On a
alors km = dfm = n/, donc kim = 0 et k est un diviseur de zéro. Ainsi les diviseurs de zéro sont les
classes k ol k n’est pas premier avec n.

3. Pour quels n l'anneau Z/nz est-il intégre ¢ Dans ce cas, montrer que Z/nZ est un corps.
Si n n’est pas premier, on a n = ab avec a,b > 1. Alors 1 < a,b < n, donc @ # 0 et b # 0. Or
ab=n =0, donc Z/yz nest pas integre.
Supposons maintenant n premier. Si k est un diviseur de zéro, d’apres la question précédente, k
n’est pas premier avec n. Comme n est premier, cela signifie que k est un multiple de n, donc k = 0.
Donc Z/y7, est integre.
Finalement, Z/nz est integre si et seulement si n est premier. Dans ce cas, pour k € [1,n — 1], k
est premier & n, donc, d’aprés la premiére question, k est inversible. Ainsi tous les éléments non
triviaux de Z/p7, sont inversibles, donc Z/p7, est un corps.



Exercice 3. Soit A un anneau unitaire. On dit que a € A est nilpotent s’il existe k € N* tel que a* = 0.

1. Montrer qu’un élément inversible ne peut pas étre nilpotent.
Soit @ € A un élément inversible. Supposons que a est aussi nilpotent. Alors a¢* = 0 pour un certain
entier k£ > 0. En multipliant par (a=1)*~1, on obtient @ = 0, or 0 n’est pas inversible.

2. Soita € A un élément niloptent. A Udide d’une identité remarquable, montrer que 1+a est inversible.

Soit k > 0 tel que a¥ = 0. Alors 1 = 1" — (—a)* = (1 + a) Zf;é(—a)j, donc (1 + a) est inversible

. k—1 j
d'inverse 3 ;o (—a)’.

3. Soient a,b € A des éléments nilpotents qui commutent. Montrer que ab et a + b sont nilpotents.
Soient k,¢ > 0 tels que a® = 0 et b* = 0. Alors (ab)**+* = a*+b*** car a et b commutent, donc
(ab)F+t = a*a’t*b* = 0. Ainsi ab est nilpotent. Maintenant, comme @ et b commutent, on peut
appliquer lg binéme de Newton, donc (a + b)F+t = Zf:g abFHi Sij <k, onak+/{—j >,
donc bF+¢=3 = 0. Si j > k, alors a’ = 0. Finalement, (a+ b)¥+tf = 0 et a + b est nilpotent.

4. Soit n € N*.

(a) Montrer que si M € M, (R) admet une valeur propre non nulle, alors M n’est pas nilpotente.
Soit A # une valeur propre de M et soit x € R™ un vecteur propre associé. On vérifie par
récurrence sur k € N* que M*z = M*z. Ainsi, pour tout k& > 0, la matrice M* est non nulle,
donc M n’est pas nilpotente.

(b) Déterminer l’ensemble des éléments nilpotents de M., (R).
Soit M € M,,(R) une matrice nilpotente. On peut voir M comme une matrice & coeflicients
complexes et utiliser le méme argument qu’a la question pour montrer que M n’a pas d’autre
valeur propre que 0. Ainsi le polynéme caractéristique de M n’a pas d’autre racine (réelle
ou complexe) que 0, donc ce polynoéme caractéristique est X™. Comme il est scindé, on en
déduit que la matrice M est trigonalisable. Donc il existe une matrice P € GL,(R) telle que
T = PMP~! est triangulaire supérieure avec des termes diagonaux nuls (ce sont les valeurs
propres de M), c’est-a-dire que T est triangulaire supérieure stricte.
Réciproquement, soit M une matrice semblable & une matrice triangulaire supérieure stricte,
c’est-a-dire M = PTP~! avec P € GL,(R) et T triangulaire supérieure stricte. On montre
d’abord que T™ = 0, en vérifiant par récurrence sur k > 0 que (Tk)ij = 0si¢ > j— k. Ensuite,
on remarque que (PTP~1)" = P"T"P~" (en simplifiant les p~!P qui apparaissent dans le
produit). Donc M"™ = P"T"P~" =0 et M est niloptente.
Les éléments niloptents de M,,(R) sont donc les matrices semblables & une matrice triangulaire
supérieure stricte (ga marche aussi avec inférieure).

Exercice 4. Soit A un anneau unitaire. On considére, pour a € A, I’équation x° = a.

1. Montrer que, si A est intégre, alors ’équation admet au plus deux solutions.
Soit A integre. Supposons que 1’équation 22 = a admet une solution . Alors pour toute solution
x,on ax? =a = 23, donc 22 — 2% = 0, donc (z — x¢)(x + 79) = 0. Comme A est integre, cela

implique z — zg = 0 ou x + g = 0, donc & = £x(. Ainsi ’équation admet au plus deux solutions.

2. On fivze maintenant n € N* et on se place dans le cas A = M, (R) avec a = Id. Montrer que
l’équation posséde alors au moins 2™ solutions.
Les matrices diagonales dont tous les termes diagonaux valent +1 sont des solutions et il y en a 2.



Exercice 5. Soit A un anneau unitaire. Pour tout ensemble X C A, on note (X) lintersection de tous
les sous-anneaus unitaires de A contenant X.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de sous-anneauz unitaires de A est un sous-anneau unitaire
de A.
Soient Bj, ..., Bj des sous-anneaux unitaires de A et B = Ni<i<xB;. On a 14 € B; pour tout 1,
donc 14 € B. Si a,b € B, alors a,b € B; pour tout . Comme chaque B; est un sous-anneau, on en
déduit a +b € B;, a~! € B; et ab € B;, pour tout i. Donc a+b € B, a™! € B et ab € B. Ainsi B
est un sous-ensemble non vide de A, stable par addition, passage & 'opposé et multiplication, qui
contient 14, donc c’est un sous-anneau unitaire de A.

2. Montrer que, pour tout X C A, (X) est le plus petit sous-anneau unitaire de A contenant X dans
le sens ot il est contenu dans tout sous-anneau unitaire de A contenant X .
Par définition, (X) est U'intersection de tous les sous-anneaux unitaires de A contenant X, donc il
est contenu dans chaque sous-anneau unitaire de A contenant X, et on vient de voir que c’est un
sous-anneau unitaire de A.

3. On se place maintenant dans le cas A = C.

Notons, car on va l'utiliser souvent ci-dessous, que si un anneau contient un élément a, alors, par

stabilité par addition et passage a I'opposé, il contient tous les multiples entiers de a, c’est-a-dire

tous les ka avec k € Z.

(a) Montrer que {§) = Z.

On a ) C Z et on vérifie facilement que Z est un sous-anneau unitaire de C, donc () C Z.
Réciproquement, (f) est un sous-anneau unitaire de C qui contient 1 et donc tous ses mutiples
entiers, donc il contient Z. Finalement () = Z.

(b) Montrer que ({5}) est 'ensemble des nombres décimauz.
On vérifie que 'ensemble D des nombres décimaux est un sous-anneau unitaire de C, et il
contient 75, donc (i%}} C D. Réciproquement, comme ({15 }) est un sous-anneau unitaire
de C qui contient 75, par stabilité par multiplication, il contient # pour tout n € N. Du
coup, ({5}) contient k_ pour tout k € Z et tout n € N. Autrement dit, D C ({15 })- Ainsi

0™

{%h =D

(¢) Montrer que ({i}) ={a+1ib | a,b € Z} Uanneau des entiers de Gauss.
L’anneau des entiers de Gauss est bien un sous-anneau unitaire de C, et il contient 4, donc
{i}) c {a+ib | a,b € Z}. Réciproquement, comme ({i}) est unitaire, il contient 1, et donc
tous ses multiples entiers, donc il contient Z. De plus, ({i}) contient i et tous ses multiples
entiers. Donc ({i}) contient les a € Z et les ib avec b € Z, donc par stabilité par addition, il
contient les a + ib avec a,b € Z. Finalement ({i}) = {a +ib | a,b € Z}.

(d) Montrer que ({5 }) = {L;\/E | a,b € Z tels que a=b [2]}

Notons A = {““Tb‘/g | a,b € 7Z tels que a = b [2]} Vérifions que A est un sous-anneau unitaire

de C. Déja, 1 € A (avec a = 2 et b = 0). Ensuite, A est stable par addition et passage & 'opposé
car les deux sont compatibles avec la congruence. Voyons la stabilité par multiplication. Soient
a,b,c,d € Z avec a = b|[2] et ¢ = d[2]. Alors

xiac—?)bd
a+ibV3 c+idV3 :E+iy\/§ avee 2
. = Vi
2 2 2 _ad+bc
)

Modulo 2, on a a = b et ¢ = d, donc ac = bd = 3bd et ad = bc = —bc. Ainsi z et y sont des
entiers. De plus, on ay — 2 = 3[(a — b)(d — ¢) + 4bd]. On sait que 2|(a — b) et 2|(d — ¢), donc

: z+iyV/3 PR T .
4{(a—b)(d —c) et donc 2|(y — z). Finalement *=5"= € A, ainsi A est stable par multiplication



. 2im . 20
et donc A est un sous-anneau unitaire de C. Comme e = 1*;\/5 ona ({e= }) C A

Réciproquement, ({BZTW}> contient %%‘/5, donc il contient tous les b'“bf avec b € Z. De plus,

il contient 1, donc il contient Z. Par stabilité par addition, ({e*5" }) contient donc tous les
c+ bﬂg‘/g = QCH’;H"B avec b, c € Z, c’est-a-dire tous les %b‘/g avec a,b € Z et a = b[2].
Finalement, ({e*5"}) = A

Exercice 6. Pour tout entier n > 2, on note o(n) := |{k € [1,n] | pged(k,n) =1}|. C’est ce qu’on
appelle la fonction indicatrice d’Euler.

1. Montrer que, pour tout entier n > 2, p(n) = ‘(Z/nz)x
Cela découle directement de ’exercice 2, question 1.
2. Montrer que, pour tout nombre premier p, p(p) =p — 1.
Si p est premier, alors {k € [1,n] | pged(k,n) =1} = [1,p — 1].
3. Montrer que, pour tout nombre premier p et tout k € N*, p(p*) = p* — pF~1.
Soit p premier et k& € N*. Un entier ¢ est premier & pF si et seulement si il est premier & p, si et
seulement si il n’est pas multiple de p. Ainsi

{£€ 11" | pged(t.p*) =1} = [1.p]\ {ap|a € [Lp* ']},
et donc ¢(p*) = pF —pF1L.

4. Montrer que, pour tous entiers ny,ng > 2 premiers entre euz, ¢(ny.ng) = @(ny).o(na).
D’apres le théoreme des restes chinois, 'application

W.{ ZfnynoZ. = LfnyZ % Lfny
. k [n1n2] — (k‘ [nl} s k [TLQ])

est bijective. Comme k est premier a nins si et seulement si k est premier a ny et & ng, on a

7 ((Znyny2)) = (B, 2) % (Bfnyz)*, done p(mna) = p(n1)p(na).

5. Montrer que, pour tout entier n > 2, p(n) = n.[[,_, (1 - i), ol pi,...,pr sont les nombres
premiers intervenant dans la décomposition de n en facteurs premiers.
On note aq, ..., a, les entiers tels que n = p{* ...p%". Alors
T T T
i i—1 i
=@<Hp?> prz =[G —pi ) =]]0f (1—>= H<1—)
i=1 i=1 i=1 i=1

6. On fize maintenant Uentier n > 2 et, pour tout diviseur d de n, on note

Aq = {k € [1,n] | pged(k,n) = d}.

La fonction ¢ a été définie pour les entiers n > 2, mais la définition marche aussi pour n = 1 (on
en a besoin dans la derniére question).

(a) Montrer que, pour tout diviseur d de n, |Aq| = (%)
Fixons un diviseur (positif) d de n. Notons m = % € N* = {k € [1,m] | pged(k,m) = 1}.

Les applications
Ad — B — Ad
(U et o¢:

al> O

k — k — dk



sont bien définies. En effet, si k € Ay, alors il s’écrit k£ = df avec £ € N*. Comme n = dm,
on a pged(k,n) = dpged(¢,m), donc pged(¢,m) = 1. Comme 1 < ¢ <m, onal = g € B. De
méme, pour ¢, on voit que si k € B, alors 1 < dk < dm = n et pged(dk,n) = pged(dk, dm) =
pged(k,m) = 1, donc dk € A;. Maintenant, il est clair que i et ¢ sont inverses 'une de
lautre, donc elles sont bijectives et les ensembles A4 et B ont le méme nombre d’éléments.
Ainsi [Aq| = |B| = o(%5).

En déduire que n =3, ¢(d).

On a [1,n] = UgnAqg 'union sur tous les diviseurs positifs de n des A;3. Comme c’est une
union disjointe, on en déduit I'égalité de cardinaux [[1,n]| = > djn |Aal, donc

n:%go(’;) = 2 2 (G)= X et =2 000

=n dé=n d|n
d>0 d,6>0 d,6>0 6>0

Exercice 7.

1. On note G :={a+1ib | a,b € Z} C C l’ensemble dit des entiers de Gauss.

(a)

Montrer que G est un sous-anneau unitaire de C.

L’ensemble G contient 0 et est stable par addition et passage a ’opposé, donc c’est un sous-
groupe additif de C. Il est aussi stable par multiplication et il contient 1, donc c’est un sous-
anneau unitaire de C.

Montrer G* posséde exactement 4 éléments.

Soit z un inversible de G. On écrit x = a + ib avec a,b € Z. 1l existe ¢,d € Z tels que
(a+1b)(c+id) = 1. Alors ac — bd + i(ad + bc) = 1, donc ac —bd =1 et ad +bc = 0. Si b= 0,
alorsac=1,donca=+41let z =41. Sib#0, alors c = —anl, donc I’égalité ac — bd = 1 donne
(a® 4+ b*)d = 1. Alors a® + b = 1, donc soit a = £1 et b = 0, c’est-a-dire z = £1, soit a = 0 et
b = +1, c’est-a-dire x = +i. Les quatre valeurs obtenues sont bien inversibles dans G : 1.1 =1,
(=1).(-1) =1 et i.(—i) = 1. Donc G* = {£1, +i}.

2. On note Z[\/2] := {a+bv/2 | a,b € Z}.

(a)

(b)

Montrer que Z[\/2] est un sous-anneau unitaire de C.

L’ensemble Z[\/i] contient 0 et est stable par addition et passage a l'opposé, donc c’est un
sous-groupe additif de C. Il est aussi stable par multiplication et il contient 1, donc c’est un
sous-anneau unitaire de C.

i. Soit n € N. On pose a, = . Montrer que

an, by, € N et que a2 — 202 = (—1)".

(14 V2)" + (1= v2)"]

() <—1>k<ﬂ>k]

U+vVD)"+(1=—vD" . (VD "—(1-vD)"
2 n - 242

n LZ: (?) (V2)F + Zi:

k=0



ii.

= [Z (Nw2r-3 (1) (—1)’%@)’“]

k=0 k=0
=— > (. )Jv2F= Y ()27 eN
V2 = ) = )
k impair k impair

Pour tous réels z et y, (z+y)? — (v —y)? = 2% + 2zy +y? — (2% — 22y + y?) = 4ay. Donc :

a2 — 22 = i [(1+\/§)"+(1—J§)"r—i 1+ V)" = (1= v2)" i
= (VD1 -V = (1-2)" = (1)

Montrer Z[/2]* posséde une infinité d’éléments.

Pour n € N, (a,, +1ib,)(an —ib,) = a% —2b2 = (—1)", donc a,, +1ib,, est inversible d’inverse
an — 1b, si n est pair et —a, + b, si n est impair. Pour conclure, on va montrer que les a,,
prennent une infinité de valeurs distinctes. S’ils ne prenaient qu'un nombre fini de valeurs
disctintes, alors la suite (a,)nen serait stationnaire, donc en particulier convergente. Or

1—v2\"
1+<1+ﬂ>].

1*‘/5‘ <let |1 + \/§| > 1, (1’\/5) tend vers 0 et a,, tend vers +o0o. Finalement

[+ v+ 0 -vD)] = %(1 + V)"

N

ap =

Comme s s

{a, +ib, |n € N} est une famille infinie d’inversibles de Z[/2].




