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Cours à distance – Semaine 3 – TD1 – Anneaux : morphismes et idéaux

Exercice 1. Soit f :

{
R[X] → R
P 7→ P (3)

. Montrer que f est un morphisme d’anneaux et déterminer

son noyau et son image.

Exercice 2. Soit n ≥ 2 un entier. Montrer que l’application

ψ :
Z −→ nZ

k 7−→ k.n

est un isomorphisme de groupes, mais n’est pas un morphisme d’anneaux.

Exercice 3. Soit A1 et A2 deux anneaux. On suppose que A1 est unitaire et qu’il existe un épimorphisme
d’anneaux f : A1 → A2. Montrer que A2 et f sont unitaires.

Exercice 4. On note D(R,R) l’ensemble des fonctions dérivables de R dans R. Montrer que

D0 = {f ∈ D | f ′(0) = 0}

est un sous-anneau de D mais pas un idéal de D.

Exercice 5. Soit A un anneau commutatif que l’on ne suppose pas unitaire.

1. On munit A× Z des lois de composition interne

+:
(A× Z)× (A× Z) −→ A× Z(

(a1, n1), (a2, n2)
)
7−→ (a1 + a2, n1 + n2)

et

. :
(A× Z)× (A× Z) −→ A× Z(

(a1, n1), (a2, n2)
)
7−→ (n2.a1 + n1.a2 + a1.a2 , n1.n2)

.

Montrer que (A× Z,+, . ) est un anneau unitaire.

2. Montrer que tout anneau se plonge dans un anneau unitaire, c’est-à-dire que, pour tout anneau A,
il existe un anneau A unitaire et un monomorphisme d’anneaux f : A→ A.

Exercice 6. Pour tout Ω ⊂ R, on note FΩ :=
{
f : R → R | ∀x ∈ R \ Ω, f(x) = 0

}
⊂ F(R,R) et

F0
Ω :=

{
f : R→ R | {x ∈ R | f(x) 6= 0} est un sous-ensemble fini de Ω

}
⊂ F(R,R).

1. Montrer que, pour tout Ω ⊂ R, FΩ et F0
Ω sont des idéaux de F(R,R).

2. Montrer que pour tout idéal I de F(R,R), il existe un unique Ω ⊂ R tel que F0
Ω ⊂ I ⊂ FΩ.

Indication : on pourra remarquer (et prouver) qu’alors, toutes les fonctions de I s’annulent en-dehors de Ω, et que pour tout

x ∈ Ω, I contient les fonctions qui s’annulent partout sauf en x.


