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COURS A DISTANCE — SEMAINE 4 — POLYNOMES — ARITHMETIQUE

On fixe K un corps commutatif, par exemple K =R ou C.

3 Arithmétique des polynomes

Grace a la division euclidienne, nous allons maintenant développer toute une arithmétique pour les
polyndmes, tres similaire a celle des nombres entiers.

3.1 Idéaux de polynomes

Nous allons établir un paralléle entre polynémes et nombres entiers. Certaines notions seront toutefois
modifiées par ce parallele. La notion de valeur absolue, par exemple, sera remplacée la notion de degré.
Ainsi, pour les polynémes, I'implication a|b = |a| < |b| vue pour les entiers donnera :

Lemme 3.1.1. Soient P, @ € K[X]*. Si P divise @, alors deg(P) < deg(Q).

Démonstration. Si P divise @, alors il existe S € K[X]* tel que @ = P.S et on a donc deg(Q)
deg(P) + deg(Q) = deg(P).

o

Enongons maintenant deux résultats sur les nombres entiers, passés jusqu’a maintenant sous silence car
totalement élémentaires.

Proposition 3.1.2.

e Deux entiers a,b € Z* se divisent mutuellement si et seulement si b = +a, c’est-a-dire si 'un est le
produit de lautre par un élément de Z* = {%1}.

e Tout entier non nul s’écrit de maniére unique comme produit d’un élément inversible (1 ou —1) et
d’un entier strictement positif.

Ces résultats possedent également un équivalent pour les polynémes.

Proposition 3.1.3.

e Deux polynomes non nuls P;, P, € K[X]* se divisent mutuellement si et seulement si P = a.P;
avec o € K*, c’est-a-dire si 'un est le produit de lautre par un élément de K[X]* = {A €
K[X] | deg(4) = 0}.

e Tout polynéme non nul P € K[X]* s’écrit de maniére unique sous la forme a.P, avec a € K* et
Pe K[X] unitaire.

On pourra remarquer que la notion de positivité pour les entiers est remplacée, pour les polynomes, par
le caractere unitaire.

Démonstration. Pour le premier point, on sait par le lemme précédent que, simultanément, deg(P;) <
deg(P,) et deg(P>) < deg(Py). On a donc deg(P;) = deg(P»). Mais puisque P, € (Py), on sait également



qu’il existe @ € K[X] tel que P, = Q.P;. On a alors deg(Q) = deg(P2) — deg(Py) = 0, ce qui montre le
résultat.

Concernant le second point, on note o € K* le coefficient dominant de P, alors P := o~ 1.P est unitaire
et vérifie bien P = . P. Considérons maintenant une autre paire (3, P) € K* x K[X] avec P unitaire et
B.P = P. Alors a~ 18P = a~1.P = P est unitaire et son coefficient dominant vaut donc 1. Mais comme
P est lui aussi unitaire, le coefficient dominant de a’lﬁf vaut '3, et on a donc o~ ! = 1. On en
déduit, d’une part, que 8 = « et, d’autre part, que P = P. O

Enfin, il a été vu en TD que les seuls idéaux de Z sont les nZ avec n € N, c’est-a-dire les idéaux engendrés
par un unique entier positif ou nul. La aussi, il existe un résultat similaire pour les polynomes.

Proposition 3.1.4. Pour tout idéal I de K[X], il existe un unique P € K[X] unitaire ou nul tel que
I=(P).

Démonstration. Soit I C K[X] un idéal. Si I = {0}, alors I = (0). Autrement I'* est non vide et on peut
considérer ng := min{deg(P) | P € I*} ainsi que P, € I* tel que deg(Py) = ng. Montrons que I = (Fp).
Par stabilité par produit, on a bien entendu (FPp) C I. Réciproquement, considérons P € I. Par division
euclidienne de P par Py, on sait qu’il existe @, R € K[X] avec deg(R) < deg(Py) tels que P = Q.Py + R.
Mais alors R = P —Q.Py € I et, par minimalité de deg(FP,) parmi les degrés d’éléments non nuls de I, on
a R = 0. On en déduit que P € (P,), montrant ainsi que I C (Py) et donc que I = (Pp). Enfin, d’apres
le second point de la proposition précédente, il existe o € K* et P € K[X] unitaire tels que Py = a.P.
On a alors (P) = (Fp) = I. Cela montre I’existence.

L’unicité est claire lorsque I = (0). Dans les autres cas, supposons que (P;) = (Pz) avec Py, P, € K[X]
unitaires. Alors P; et P, se divisent mutuellement et, d’apres le premier point de la proposition précédente,
il existe a € K* tel que P, = a.P;. En comparant les coefficients dominants, on obtient enfin que a@ = 1
et donc que P; = Ps. O

3.2 Polynomes premiers entre eux

Comme pour les entiers, on peut définir une notion de plus petit multiple et de plus grand diviseur
communs & deux polynoémes non nuls. Mais par rapport aux entiers, il est toutefois moins aisé de les
définir directement car, s’il existe un unique entier strictement positif ayant une valeur absolue donnée,
il peut exister plusieurs polynoémes unitaires ayant un degré donné. Nous allons donc d’abord les définir
de maniere ad-hoc et vérifier ensuite qu’ils correspondent & ce qu’on peut en attendre.

Définition 3.2.1. Soit P, P, € K[X]*.

e On définit le plus petit multiple commun de Py et Py, noté ppem(Py, P2), comme l'unique générateur
unitaire de I'idéal (Py) N (Pz).

e On définit le plus grand diviseur commun de Py et Py, noté pged(Py, P3), comme l'unique générateur
unitaire de l'idéal (Py) + (P2).

Proposition 3.2.2. Soit P, P, € K[X]*. Alors :

e ppcm (P, Py) est le plus petit, au sens de la divisibilité, multiple de P; et P» dans le sens ol c’est
un multiple commun & P; et P, et que tout multiple commun a P; et P, est un multiple de
ppem(Py, Pa);

e pged(Py, P) est le plus grand, au sens de la divisibilité, diviseur de P; et Py dans le sens ol ¢’est un
diviseur commun a Pj et Py, et que tout diviseur commun & P; et P est un diviseur de pged(Py, Ps).

Démonstration. On a ppem (P, Ps) € (ppcm P, Py )
S

(P1)N(P2). Donc, en particulier, ppem (P, Py) €
(Py), c’est donc un multiple de Py, et ppem(Py, Py) € (Py),

c est donc également un multiple de P,. Par

*



ailleurs, tout multiple commun & P; et Py est, par essence, dans (P;)N(Py) = (ppcm(P1, Pg)), c’est donc
un multiple de ppem(Py, Ps).

On a Py € (P1) C (P1) + (P2) = (pged(P1, P2)), donc pged(Py, P,) est un diviseur de Py. De la méme
maniere, pged(Py, P2) est également un diviseur de P,. Considérons maintenant D € K[X], un diviseur
commun & Py et P;. On a alors Py, P, € (D). On en déduit que (Py), (P2) C (D) et donc, par stabilité
par somme, (pged(Py, P»)) = (Py) + (P2) C (D). De fait, pged(Py, P») € (D), ce qui signifie que D divise
pged( Py, Py). O

On peut maintenant définir une notion de polynémes premiers entre eux.

Définition 3.2.3. On dit que deux polynémes Py, P, € K[X|* sont premiers entre euz si pged(Py, Py) = 1.

L’équivalent du théoreme de Bachet—Bézout devient alors un corollaire immédiat de la définition de plus
grand diviseur commun.

Théoréme 3.2.4.
e Pour tout Pp, P, € K[X]*, il existe @1, Q2 € K[X] tels que P;.Q1 + P2.Q2 = pged(Py, Ps).

e Deux polynémes Py, P> € K[X]* sont premiers entre eux si et seulement si il existe Q1, Q2 € K[X]
tels que P1.Q1 + P>.QQ2 = 1.

Remarque 3.2.5. Comme pour les entiers, on peut définir un algorithme d’Euclide par divisions eucli-
diennes successives, lequel permet non seulement de déterminer le plus grand diviseur commun de deux
polynomes non nuls, mais aussi une relation de Bézout entre eux.

Enfin, on pourra reprendre a l'identique les preuves données dans le cas des entiers pour démontrer les
propositions suivantes :

Proposition 3.2.6. Soit P,Q1,Q2 € K[X]*.

e Si P est simultanément premier avec )1 et @2, alors il est premier avec Q1.Qs.
e Si P divise )1.Q2 et que P est premier avec 1, alors P divise Q.
e Si Q1 et Q2 sont premiers entre eux et qu’ils divisent simultanément P, alors @;.Q2 divise P.

Démonstration. Laissée en exercice! O

3.3 Décomposition en produit de polynémes irréductibles

Toujours a 'instar des entiers, les polynémes ont une unique décomposition en facteurs “indécomposables”.
Dans le cas des polyndmes, ces derniers ne seront toutefois pas appelés premiers comme pour les entiers,
mais irréductibles. Nous verrons plus en détails cette distinction premier/irréductible dans le chapitre sur
les anneaux factoriels.

Définition 3.3.1. On dit qu’un polynéme P € K[X] de degré strictement positif est irréductible s’il
n’est pas produit de deux polynomes de degré strictement positif. Autrement dit, si P est irréductible et
que P = P;.P; avec Py, P>, K[X], alors I'un des polynémes P; ou P, est un polynéme constant (non nul),
c’est-a dire de degré 0.

Ezemples 3.3.2.

e Un polynéme P € K[X] de degré 1 est toujours irréductible. En effet, si P = P;.P, avec Py, Py €
K[X], alors deg(P;) + deg(P2) = deg(P) = 1; les seules possibilités sont donc deg(P;) = 1 et
deg(P2) = 0, ou deg(P;) =0 et deg(P,) = 1.



e Le polynome X2 +3X +2 n’est pas irréductible dans R[X] car il peut s’écrire comme X2 +3X +2 =
(X +1)(X +2).

e Le polynome X*+ X2 +1 n’est pas irréductible dans R[X] car il peut s’écrire comme X4+ X241 =
(X24+ X +1)(X? - X +1).

e Le polynome X?+ X +1 est irréductible dans R[X]. En effet, au vu de son degré et de son coefficient
dominant, les seules décompositions envisageables sont de la forme (X — a)(X — b) avec a,b € R.
Or (X —a)(X —b) = X2 — (a+b)X + ab et on aurait alors ab =1 et a+b = —1; ceci est pourtant
impossible car a et b seraient alors de méme signe (puisque leur produit vaut 1) et on aurait donc
a,b €]—1,0[ (puisque leur somme vaut —1) et donc ab €]0, 1] dont 1 ne fait pas partie. Par contre, ce
méme polynéme n’est pas irréductible dans C[X] puisque X2+ X 4+1 = (X —e’5")(X —e~5"). Cela
illustre le fait que le caractére irréductible ou non d’un polynéme dépend de ’anneau de polynéme
considéré, nommément du corps dans lequel on prend les coefficients.

e Si P € K[X] est irréductible, alors pour tout o € K*, aP V'est aussi. En effet, si aP ne I'était pas,
alors on aurait aP = P;.P avec P;, P, € K[X] et deg(P;),deg(P,) > 0 et donc P = a~'P;.P, avec
deg(a™1Py),deg(P,) > 0.

Avant de montrer le théoréeme de décomposition des polynomes en facteurs irréductibles, commengons
par un petit lemme, utile dans la preuve du dit théoreme, mais dont 1’énoncé est également intéressant
en soi.

Lemme 3.3.3. Soit P;, P, € K[X] unitaires et irréductibles. Alors P; et P, sont soit égaux, soit premiers
entre eux.

Démonstration. Puisque pged(Py, P2) est un diviseur commun & P; et Py, il existe Q1, Q2 € K[X]* tels
que P; = Qi.pged(Py, P2) et Py = Qq.pged(Py, P2). Par irréductibilité de P;, on a donc deg(Qq) = 0
ou deg(pgcd(Pl,Pg)) = 0. Si deg(pgcd(Pl,Pg)) = 0, alors c’est que pged(Py, Py) = 1 et Py et P> sont
premiers entre eux. Sinon, par 1'unicité du second point de la proposition on a pged(Py, P2) = P,
qui est notamment de degré strictement positif. Or par irréductibilité de P», cela signifie que deg(Q2) = 0
et que, par 'unicité du second point de la proposition Py = pged(Py, P2) = Pp. O

Théoréme 3.3.4. A ordre des facteurs pres, tout polynéme P € K[X] de degré strictement positif admet
une unique décomposition
P=aP.--- .P

avec o € K* et Py, ..., P, € K[X] des polynoémes unitaires irréductibles.

Démonstration. Commenons par montrer que P s’écrit comme produit de polynomes irréductibles par
récurrence généralisée sur n := deg(P) € N*. Pour n = 1, le résultat est clair puisque nous avons vu que
tout polyndéme de degré 1 est irréductible. Considérons maintenant le résultat vrai pour les polyndmes
de degré entre 1 et n — 1, avec n > 1. Si P est irréductible, alors il est sa propre décomposition.
Sinon, c’est qu’il existe Q1,Q2 € K[X] avec deg(Q1),deg(Q2) > 0 tels que P = Q1.Q2. Mais alors
deg(Q1) + deg(Q2) = deg(P) = n et donc 0 < deg(Q1),deg(Q2) < n. Par HR, @1 et Q2 sont tous les
deux produits de polyndémes irréductibles, et P = Q1.Q2 'est donc lui aussi.

On a donc P = ]31 e ]Sk avec ]31, e ,JSk € K[X] irréductibles. D’apres le second point de la proposition
il existe ag,...,ar € K* et Pi,..., P, € K[X] unitaires tels que P; = «; P; pour tout i € [1,k]. En
posant o := @y ...ag, on a bien P =aP; - Py.

Montrons maintenant I'unicité. En remarquant que « est déterminé comme le coefficient dominant de P,
celui-ci est bien unique et, quitte & multiplier le tout par a1, on peut supposer que P est lui-aussi unitaire.
Le reste se fait par récurrence sur le nombre k € N* de facteurs. Si k = 1, alors P est irréductible, ce qui
serait contredit par tout autre décomposition en plusieurs facteurs irréductibles. Supposons 'unicité vraie
pour un produit de k — 1 facteurs irréductibles, avec k > 1 et considérons une décomposition alternative



P|---P[, de P=P;---Py. Alors Py divise Pj - -- P/,. On remarque alors que Py est égal & 'un des P/,
car sinon, I'usage répété du troisieme point de la proposition [3.2.6| montrerait que Py, divise 1, ce qui n’est
pas possible car deg(Py) > 0. Quitte & permuter les indices, on peut donc supposer P, = Py, et alors,
par intégrité de K[X],ona P, --- Py_1 = P --- P/,_,. Par HR, et quitte & permuter les indices, on a des
lors k' = k et P/ = P; pour tout i € [1,k]. O

Au méme titre que les nombres premiers, les polynémes irréductibles sont donc des briques élémentaires
pour construire les polynomes. Il est de fait pertinent de savoir quels polynémes sont irréductibles. Dans le
premier point des exemples[3.3.2] nous avons vu que tout polynéme de degré 1 est irréductible. Malgré la
simplicité de sa preuve, c’est un résultat important que nous élevons maintenant au rang de proposition.

Proposition 3.3.5. Tout polynome de degré 1 est irréductible.

Définition 3.3.6. On dit qu'un polynéme non nul et non inversible est scindé si tous ses facteurs
irréductibles sont de degré un.

Savoir s’il existe des polynomes irréductibles de degré strictement plus grand que 1, autrement dit savoir
g’il existe des polynémes non nuls, non inversibles et non scindés, est une question dont la réponse dépend
du corps K.

Définition 3.3.7. On dit qu’un corps K est algébriquement clos si tout polynéme de degré au moins un
dans K[X] est scindé, autrement dit si les polynémes de degré 1 sont les seuls & étre irréductibles.

Théoréme 3.3.8. Le corps C est algébriquement clos.

Démonstration. Nous admettrons ce résultat. Vous pourrez toutefois en trouver une preuve dans 1’ap-
pendice des notes de cours. O

Corollaire 3.3.9. Les polynomes irréductibles de C[X] sont exactement les polyndémes de degré 1. En
particulier, pour tout polynéme P € C[X] de degré strictement positif, il existe o € C* et 21, ..., Z4eg(pP) €
C tels que

P=o(X —2z1) (X = Zgeg(P))-

Dans C, tout se passe donc relativement bien. Ca n’est pas aussi vrai dans R!

Théoréme 3.3.10. Les polynomes irréductibles de R[X] sont exactement les polynémes de degré 1 et
les polynomes de degré 2 de la forme ag + a3 X + as X? avec a? < 4agas.

Démonstration. Considérons un polynoéme P € R[X] irréductible et de degré au moins 2. Puisque R C C,
on peut voir P comme un élément de C[X], et en tant que tel, il existe &« € C* et 2z1,...,2; € C tels
que P = (X — z1) -+ (X — z). Mais en développant ce produit, on observe que « est égal au coefficient
dominant de P € R[X], on a donc o € R*. De plus, si z; était réel, alors d’apreés le corollaire 2.2.7, le
reste de la division euclidienne de P par X — z; dans R[X] serait le méme que dans C[X], & savoir 0, et
P serait donc divisible par X — 21, ce qui contredirait son irréductibilité. On en déduit que z; € C\ R,
et donc que z7 # 2. Or, en notant @ € C[X] le polynome obtenu & partir de @ € C[X] en remplacant
chaque coefficient par son conjugué, on a

a(X—z) (X —-Zp)=aX —71) - (X —Z)=P=P=a(X —2z) (X —2),

puisque « et tous les coefficients de P sont réels. Par unicité de la décomposition en facteurs irréductibles
(dans C), on en déduit qu'il existe i € [2,k] tel que Z; = z; et, quitte & permuter les indices, on
peut supposer zo = z;. On a donc P = (X — 2z1)(X — Z1). 2ig§P)(X —zp) = a(X? — 2Re(z1) +

|21]2). 22%5“ (X —21). Or Q := a(X? — 2Re(21) + |21]?) € R[X] et, 'algorithme de division euclidienne



de P par @Q étant le méme dans R[X] et dans C[X], son résultat est le méme et on en déduit que Q divise
P. Cela implique que P = @ par irréductibilité de P et égalité des coefficients dominants. De plus, on a

(- 2049’%6(21))2 < (- 2@%6(21))2 + (- Qajm(zl))2 = 4d.a.alz]?.

Réciproquement, considérons P = ag + a1 X + a2 X? avec a3 < 4agas et supposons par 'absurde qu’il
n’est pas irréductible. Alors ses facteurs irréductibles sont nécessairement de degré 1, et on a P =
a(X — B1)(X — B2) avec a, 1, B2 € R. En développant, on trouve alors P = aX? — a(B1 + B2) X + a1 2
et donc ap = a1 82, a1 = —a(f1 + P2) et az = a. Mais alors

a?—dapay = o*(B1+B2)2—4a?B1 By = o*(B7+2B1 Ba+P5—4B182) = a*(B;—2B18a+63) = a?(B1—B2)* > 0,

ce qui contredit ’hypothese de départ. On en déduit donc que P est irréductible. O

L’intérét des polynémes irréductibles va au-dela de la simple décomposition en facteurs.

Proposition 3.3.11. Si P € K[X] est irréductible, alors K[X]/(P) est un corps.

Démonstration. Soit Q € (K[X]/(p))*, alors tout représentant Q € K[X] de @ est premier avec P. En
effet, si D € K[X]* \ K[X]* est un diviseur commun & P et @, alors D = «.P avec a € K[X]* car P est
irréductible, et donc P = o~ 1.D divise Q, ce qui implique que Q € (P), contredisant la non trivialité de
@. Par le theoréme de Bachet-Bézout, il existe donc R, S € K[X] tels que R.QQ + S.P = 1. On en déduit
que 1 — R.Q € (P) et donc que 1 — R.Q = 0, en notant R I'image de R dans K[X]/(p). Cela fournit un

inverse R pour @, qui est donc inversible. O

Ezxemple 3.3.12. En tant que corps, on a C = R[X]/(XZ +1)- On peut en effet considérer 'application

R[X] — C

LY hoaXE o S agi

f

)

qui est un épimorphisme d’anneaux. Son noyau Ker(f) est un idéal, donc, d’aprés la proposition
il est engendré par un polynéme P unitaire. Or, clairement, X2 + 1 € Ker(f) = (P). Par irréductibilité
de X% + 1 dans R[X], on en déduit que P = X? +1 ou P = 1. Mais on ne peut pas avoir P = 1, car
1 ¢ Ker(f). On a donc P = X2 +1 et, par le théoréme d’isomorphisme pour les anneaux, on obtient que
C = R[X}/(X2 +1) en tant qu’anneaux.
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