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COURS A DISTANCE — SEMAINE 4 — POLYNOMES : GENERALITES — CORRIGE TD1

Exercice 1. Déterminer tous les polynomes P € R[X] de degré au plus 3 :
1. vérifiant P(1) = P(2) =0;

Soit P un polynoéme solution du probleme. Notons ag, a1, as, a3 € R ses coeflicients. On a alors

ap+ay+ax+a3=0 ap+ay+ax+a3=0 PN apg = —ai; — az —as PN ag = 2az + 6as
ag + 2a1 + 4as + 8as3 =0 a1 +3as + 7a3 =0 a1 = —3as — Tas a1 = —3as — 7as
On a donc
P = (2@2 + 6@3) — (3&2 + 7(13)X + 0,2)(2 + a3X3

= a2(2-3X +X?) +a3(6 - 7X +X?)

= a(X —1)(X —2) +az(X —1)(X*+ X —6)

= ag(X — 1)(X — 2) + ag(X — 1)(X — 2)(X + 3)

= (X —1)(X —2)(az + a3(X + 3)).
Or tout polynome de degré au plus 1 peut s’écrire sous la forme as+a3(X+3). On en déduit donc que
P s’écrit sous la forme (X — 1)(X —2)Q(X) avec @ € K[X] de degré au plus 1. Réciproquement, il
est clair que tout polynome de cette forme est de degré au plus 3 et s’annule en 1 et en 2. L’ensemble

des solutions est donc
{(X ~1)(X —2)(aX +b) | a,b € R},

2. wvérifiant P(1) = P(2) = 1.
Soit P un polynoéme solution du probleme. Alors P—1 est solution du probléeme précédent et il existe
donc @ € R[X] de degré au plus 1 tel que P—1 = (X —1)(X—2)Q;onaalors P = (X—1)(X—-2)Q+1.
Réciproquement, il est clair que tout polynome de cette forme est de degré au plus 3 et vaut un en
1 et en 2. L’ensemble des solutions est donc

{(X— (X —2)(aX +b)+1|abeR}.

Exercice 2. Déterminer tous les polynémes P € R[X] tels que P(X?) = (X2 +1)P(X).

On peut remarquer que le polynéme nul est solution. Considérons maintenant P une solution de degré
n > 0. On a alors

n+2=deg((X?+1)P(X)) = deg(P(X?)) = deg(ap + a1 X + -+ + a, X*") = 2n.

On en déduit que n = 2 et donc P s’écrit sous la forme ag + a1 X + a2 X? avec ag, a1, a2 € R. L’équation
devient alors

ap+ a1 X2+ ax X = (X2 +1)(ap + a1 X + asX?) = ag + a1 X + (ap + a2) X* + ay; X® + a, X*.

On en déduit que a; = 0 et ag + ax = a; = 0, c’est-a-dire ag = —as. Le polynéme P est donc de la forme
az(X? —1). Réciproquement, tout polynéme de la forme a(X? — 1) avec a € R vérifie bien

a(X? - 1)(X*+1) =a(X*—1) =a((X*)* - 1).



L’ensemble des solutions est donc
{a(X2 —1) |a e R}.

Exercice 3. Soit n € N* un entier. Montrer que toute famille de polynomes (Py, Py, -+ , Pp,) dans R[X]
telle que deg(Py) = k pour tout k € [0,n] forme une base du R—espace vectoriel R[X],.

Pour tout k& € [0,n], notons agg,...,arr € R les coefficients de P,. On a donc P, =: Zf:o ap ;X" at
akr # 0 puisque deg(Py) = k.

Sachant que (1, X,...,X™) est une base de R[X],, une premiére méthode consiste & observer que, pour
tout k € [0,n], Py correspond dans cette base au vecteur (a0, @k 1, .-,k 0,...,0) et quainsi, la
matrice dont les colonnes correspondent & tous ces vecteurs est une matrice triangulaire supérieure dont
le déterminant vaut [];_, axr # 0. Ces vecteurs forment donc une base de R", et (P, Py,---, P,) une
base de R[X],,.

Autrement, on peut commencer par observer que (Py, Py, -, P,) est une famille de n + 1 vecteurs dans

R[X],, qui est un R-espace vectoriel de dimension n + 1. Il suffit donc de montrer que cette famille est
libre. On procede pour cela par récurrence sur n. Le résultat est clair pour n = 0 car on a alors un unique
vecteur non nul car de degré 0. Considérons le résultat vrai pour n —1 > 0 et considérons ag,...,a, € R
tels que ZZ:O ag P, = 0. En rassemblant les termes de méme degré, on a

n n n
O:Zakpk :Z (Zakakl ) :Z <Zo¢kak7i> X°.
k=0 k=0 i=0 \k=i
En particulier, le terme de degré n & droite vaut aya, X" tandis qu’il est nul a gauche. On a donc
Oply ., = 0 et, comme a,, # 0, a, = 0. On en déduit que ZZ;; aip P, = 0. Or, par HR, la famille
(Py, ..., P,_1) est libre, tous les coefficients «, . .., a,—1 sont donc nuls. Au final, tous les a4, .. ., a,, sont
nuls, et la famille (Py,..., P,) est donc libre de cardinal maximale, c’est donc bien une base de R[X],,.

Exercice 4. On considére l’application
RX] — R[X]
P(X) +— P(X+1)-P(X)

1. Montrer que A est une application linéaires (entre espaces vectoriels).

Soit P == Y ploarX® Py i= 312 b X® € R[X] et A € R. En notant n = max(ni,ns) et en
complétant avec des coefficients nuls, on a alors

n

P+ APy =Y (ar + Abg) X*,
k=0

et donc

n

A(PL+APy) = > (ak + Mbg)( B (a4 M) X
k=0 k=0

D (ax + Abg) (X + 1)F = (ar, + Abp) X*
k=0



= iak((X—i-l)k —Xk) —i—)\bk((X—i—l)k —Xk)
k=0

- zn:“k((X + 1)k - xF) +A§n:bk((X+ k- X*)
k=0 k=0
= A(P) 4+ AA(P).

L’application A est donc bien linéaire.

2. (a)

3. Pour tout n € N*, on pose T}, :=

(a)

Montrer que, pour tout polynome P € R[X] de degré non nul, on a deg(A(P)) = deg(P) — 1.
Considérons P := Y7 _ ap X" € R[X] avec n > 1 et a,, # 0. Alors

n

A(P) = Zak(X + 1)k — iaka
k=0

k=0

n k k
= Qg . Xi —aka
S (5 ()
= A A XY ).
bt
Dans cette derniére somme, le terme de plus haut degré est (,")an X" ! = na, X"~'. On en
déduit que deg(A(P)) =n —1 = deg(P) — 1.
En déduire le noyau de A.
D’apres la question précédente, seuls les polynomes de degré au plus 0, c’est-a-dire les po-
lynéemes constants, peuvent étre dans le noyau de A. Mais réciproquement, il est clair que
tous les polynémes constants annulent A. On a donc Ker(A) = R[X];.
Montrer que, pour tout n € N*, Ker(A™) = R[X],—1, ot A" :=Ao---0 A,
[ —
n fois
Montrons le résultat par récurrence sur n € N*. Le cas initial n = 1 a été montré dans la
question précédente. Considérons maintenant le résultat vrai au rang n — 1 > 1. Soit P €
Ker(A™). Puisque A™(P) = A" !(A(P)), on a alors A(P) € Ker(A™!) et donc, par HR,
A(P) € R[X],—2. Or d’apres la question (a), le degré de P vaut alors au plusn—2+1=n—1
et on a donc P € R[X],—1. Réciproquement, si P € R[X],—1, alors d’apres les questions
(a) et (b), on a A(P) € R[X],_2 et donc, par HR, A(P) € Ker(A"™!). On en déduit que
P € Ker(A™) et donc que Ker(A™) = R[X],,—1.

X(X—1)(X=2)-(X—n+1)
n!

. , ainst que Ty = 1.
Montrer que la famille (T”)neN est une base de R[X] dans le sens ou toute sous-famille finie

est libre, et que tout élément de R[X] s’écrit comme combinaison linéaire d’un nombre fini
d’éléments de cette famille.

Pour tout n € N, on a deg(7T,,) = n. D’apres I'exercice 3, la famille (T, T4, . .., T),) est donc une
base de R[X],,. En particulier, tout polynéme P € R[X] s’écrit comme combinaison linéaire
de Tp, ..., Taeg(p) ; et toute sous-famille finie (73, ..., T;, ) est donc une sous-famille de la base

(To, T, - - - s Trmax(is,...ri)) 4@ R[X]max(iy,....in)» €t en tant que telle, elle est libre.
Soit n € N. Calculer A(T,,) puis AP(T,) pour tout p € N*.

On a deg(Tp) = 0 donc, d’apres la question 2.(b), A(Ty) = 0.



OnaT; =X, donc A(Ty) =X +1—X =1="1T,. Enfin, pour tout n € N*\ {1}, on a

X4+DX+1-1)X+1-2) (X +1-n+1) XX-1)(X-2)(X-—n+1)

All) = n! - n!
X HDX(X 1) (X —n) X(X—1)(X -2 (X—n+1)
N n! n!
X(X=1)-(X=n) XX-1)(X=2)(X —n)
= (X+1) ol — ] (X_n+1)
_ ((X+1)—(X_n+1))X(X_1),ﬂL.”(X_n)

XX -1 (X-n)  X(X—1)-(X—n)

- nl - (n—1)! -t

0 sin=20
T,_1 sin>0 ’
Par une récurrence immédiate, on en déduit que

Au final, on a T;, = {

0 sip>n
p —
A (Tn)_{ Tnfp 51p§n

Montrer que Uapplication co : R[X] — R, envoyant toul polynéme sur son coefficient constant,
est linéaire.

Soit P ="ty apX®, Py:=3 2 b X® € R[X] et A € R. En notant n = max(ni,n2) et en
complétant avec des coefficients nuls, on a alors

n

P+ APy =Y (a + Abe) X*,
k=0

et donc
CQ(P1 + /\PQ) =ag + \by = Co(Pl) + /\Co(PQ).

L’application ¢y est donc bien linéaire.

Montrer que, pour tout polynéme P € R[X] et tout n € N, le coefficient de T, dans la
décomposition de P dans la base (Tn)nEN vaut co(A™(P)) ol ¢o : RIX] — R est lapplica-
tion qui envoie tout polynéme sur son coefficient constant, et ot par convention A° := Idg[x-
Autrement dit, montrer que, pour tout P € R[X],, on a

P= ZCO (A*(P))Ty,.
k=0

Le résultat est clairement vrai pour le polynome nul. Montrons maintenant le résultat pour
tout P € R[X]* par récurrence sur n := deg(P) € N.

C’est vrai pour n = 0. En effet, P est alors constant égale a son coefficient constant, et on a
bien P = co(P) = co(A%(P)).Tp.

Supposons maintenant le résultat vrai pour tout polyndéme de degré strictement inférieur a
n € N* et considérons P =: > ;_ a,X* € R[X],. Pour répondre & la question (a), on a
montré que (Typ,...,T,) était une base de R[X],, il existe donc ag,...,a, € R tels que
P =3"7_,aT. Par linéarité de A et d’apres la question (b), on a alors

A™M(P) =" ax A" (Ty) = anTh = o,
k=0



En particulier, A”(P) est un polynéme constantﬂ On a donc a, = A™(P) = ¢o(A™(P)).
Posons alors P := P — ¢y (A”(P))Tn = Zz;é arTy qui est de degré strictement inférieur a n
et qui, par HR, vérifie donc

3
|
—

ﬁ: Co(Ak(ﬁ))Tk
0

b
Il

Or par linéarité, on a pour tout k € [0,n — 1]

o (AFP)) = ¢ (Ak (P - cO(A”(P))Tn))
= co(A%(P)) — co(A™(P)).co(AF(T}))
= (o (Ak(P)) — Cp (An(P)) .Co(Tn,k)
d’apres la question (b). Or,Npuisque n —k >0, T,,_ se factorise par X et son terme constant
est nul; on a donc co(A*(P)) = ¢ (A*(P)). On en déduit que
P—co(A™(P)T, =P = co(A*(P)) Tk,

et donc que

4. Soit n € N et P € R[X] de degré n.

Montrer que, pour tout k € N*, on a

Ak(P) = Z(A)’H <k) P(X +1i) € Vect(P(X),P(X +1),...,P(X +n)).

Travaillons par récurrence sur k € [1, n]. La formule est vraie pour k = 1. Supposons le résultat
vrai au rang k — 1 € N*. On a alors

AK(P) = A(AF(P))

(g(_nk—l—i <k B 1) P(X + i))

+P(X + k) + (-1)*P(X).

1. on le savait par application itérée de la question 2.(a)



Mais d’apres les formules sur les combinaisons on a (’::11) + (kfl) = (f) pour tout i €
[1,k —1]. On en déduit que

k—1 k
AR(P) = (=D (f) P(X +i) + P(X + k) + (-1)FP(X) = 37 (1) (’;) P(X +1).

Cela montre, en particulier, directement que A*(P) € Vect(P(X), P(X +1),...,P(X + n))
lorsque k < n. Et d’apres la question 2.(c), on a A*(P) = 0 € Vect(P(X), P(X+1),..., P(X+
n)) lorsque k > n = deg(P).

(b) Montrer que (P(X),P(X +1),...,P(X +n)) est une base de R[X],.
D’apres la question précédente, Vect (P(X), P(X+1),...,P(X+ n)) contient la famille

(A™(P), A" (P),...,A(P),P).

Or d’apres la question 2.(a), on a deg(A"(P)) = 0, deg(A""}(P)) =1,..., deg(A(P)) =n—1
et deg(P) = n. D’apres l'exercice 3, la famille (A"(P), A"~(P),..., A(P), P) est donc une
base de R[X],. On en déduit que (P(X), P(X +1),..., P(X +n)) est génératrice de R[X],
et, par minimalité de son cardinal, ¢’en est donc une base.

2. c’est néanmoins un bonne exercice que d’essayer de les redémontrer



