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Notation. Pour tout groupe G, on rappelle que le centre de G est défini par

Z(G) :=
{
g ∈ G | ∀h ∈ G, g.h = h.g

}
,

et que le sous-groupe dérivé de G est défini comme le sous-groupe

D(G) :=
〈
[g1, g2] | g1, g2 ∈ G

〉
,

engendré par les commutateurs, eux-même définis par [g1, g2] := g1.g2.g
−1
1 .g−1

2 .

Exercice 1.

Soit G un groupe et H ⊂ G un sous-groupe. On dit que H est caractéristique si ϕ(H) = H pour tout
ϕ ∈ Aut(G).

1. Montrer que H est caractéristique ssi ϕ(H) ⊂ H pour tout ϕ ∈ Aut(G).

2. Montrer que {eG}, Z(G), D(G) et G sont des sous-groupes caractéristiques de G.

3. Montrer que si H est caractéristique, alors H est distingué.

4. Donner un exemple explicite de sous-groupe distingué H � G qui ne soit pas caractéristique.

(indication : on pourra prendre G abélien)

5. Montrer que la relation binaire ≺ définie sur les groupes par

(H ≺ G)⇔ (H est un sous-groupe caractéristique de G)

est une relation d’ordre.

6. Montrer que la relation binaire � n’est pas une relation d’ordre.

Exercice 2. Soit n ∈ N∗. On note ωn := ei
π
n et, pour tout k ∈ Z, on pose

ak :=

(
ωk
n 0

0 ω−k
n

)
; bk :=

(
0 ωk

n

ωn−k
n 0

)
.

1. Montrer que Dn := {ak | k ∈ Z}∪{bk | k ∈ Z} forme un groupe, que l’on appellera groupe dicyclique,
pour la multiplication matricielle.

2. (a) Pour tout k ∈ Z, déterminer l’ordre de ak et de bk.
(b) Montrer que b0 = a1.b0.a1.
(c) Montrer que tout élément de Dn s’écrit de manière unique sous la forme ar1.b

s
0 avec r ∈

J0, 2n− 1K et s ∈ {0, 1}.
(d) Déterminer l’ordre de Dn.

3. (a) Montrer que D1 est isomorphe à Z
/
4Z.

(b) Montrer que, si n ≥ 2, Dn est non abélien.

4. (a) Montrer que le groupe dérivé D(Dn) de Dn est engendré par a2.
(b) Montrer que Dn

/
D(Dn) ∼= Z

/
4Z si n est impair et Dn

/
D(Dn) ∼= Z

/
2Z× Z

/
2Z si n est pair.

5. Dans cette question, on suppose que n est impair.

(a) Montrer que, pour tout k ∈ J0, n− 1K et r ∈ J0, 3K, br0.a2k.b
−r
0 = a

(−1)r

2k .
(b) Montrer que Dn est isomorphe à Z

/
nZ oϕ Z

/
4Z avec

ϕ :
Z
/
4Z −→ Aut

(
Z
/
nZ

)
r 7−→ (k 7→ (−1)rk)

.


