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DM1 : QUELQUES FORMULES SUR LES NOMBRES

Prologue : un peu de méthodologie sur le signe somme

Le signe > (prononcer somme) a été introduit pour éviter toutes les ambiguités liées aux notations du
type 1+3+---+(2n+1). Formellement, pour tout a < b € Z et toute fonction f : [a,b] — C, ZZ’:a f(k)
est définie par récurrence sur b € {n € Z | n > a} par

© Di—a f(R) = f(a);
o« UL = (Xh, £(R) + Fo+1).
Ici, k est une variable muette et pourra étre remplacée par toute autre notation.
On a par exemple 22:1 k? =1+4+9+16+ 25 = 55, ou 2711272 cos (%) = cos(—m) + cos (%) +

cos(0) + cos (75) = 0. Mais, bien entendu, l'intérét du signe somme réside surtout dans l'utilisation

. 2)*
d’indéterminée dans ses bornes, comme par exemple Y 7" | %

Il y a un certain nombre de regles licites pour manipuler le signe somme (on fixera dans ce qui suit deux
entiers a < b € Z et une fonction f : [a,b] — C) :

e distributivité sous le signe somme :

pour tout o € C.
Par exemple 2> _; k;l =3 k(k+1);

e séparation de sommes :
b c b
S FER) =Dk + > f(R)
k=a

k=a k=c+1

pour tout ¢ € [a,b — 1]. Mais attention, la fonction f sommée doit étre la méme dans les deux
sommes !

Par exemple Y7 VI + k2 =v2+ 37 ,VI+E oudi" . = =30 =t S k2+1 ;

e additivité des sommes :
b

b
> fk +Zg =Y (f(k) +g(k))
k=a

k=a

pour toute fonction g : [a, b] — C. Mais attention, les bornes a et b de sommation des deux sommes
doivent étre les mémes!

Par exemple > p_ k*+ >, —(k—2)* =37, (k* — (k—2)3);
e changement d’indice

b v
S fkR) =" f((k)
k=a k=a’

ol ¢ < b € Z sont deux entiers et 1) une bijection de [a/,b’] dans [a,b]; cela revient & faire un
changement d’indice k¥’ = ¢~1(k). Pour ne pas s’embrouiller, il peut étre utile d’utiliser un nouvel
indice de sommation (k" & la place de k), mais par sougi d’économie des variables, il est courant de
garder le méme.

Par exemple Y, ——2— = Y"" ) 27 en utilisant ¢(z) == n +2 — .



Toutes ces regles se démontrent par récurrence.ﬂ

Terminons par quelques remarques.

e L’ensemble C peut-étre remplacé par n’importe quel espace muni d’une notion de somme. Par
exemple Z, Q, R, les fonctions de R dans R, les matrices a coefficients complexes... On a ainsi

i( kx (—ﬂfl)k ) _ < xy o k 22—15_333k ) .
=1\ 1 =g n =D ket %

e Nous avons fait ici des sommes sur des intervalles d’entiers, mais, de facon similaire, on peut sommer
sur des ensembles finis. Par exemple

1
Z In (1 + )
PEP<n p

ot P<,, est 'ensemble des nombres premiers inférieurs a n.

e De méme, on peut utiliser le signe [ pour éviter les notations du type 1.3.5.--- .(2k + 1).

Attention : le but premier de ce DM est de travailler les raisonnements par récurrence et les manipulations
du signe somme. Une rédaction irréprochable sera donc attendue!

Exercice 1.

Soit n € N et a,b € C*.

1. Montrer, en manipulant les sommes, que

n—1
a — b = (a _ b) (Z an—i—lbi> )
=0

2. Déduire de la question 1 que, si n est impair, alors
n—1
a”+b" = (a+0b) <Z(—l)lan_z_lbz> .
i=0

3. Déduire de la question 1 que, si a # 1,

1
L

a”—1

a—1"

at =

Il
o

i

Remarque : la formule de la question 1 est appelée identité remarquable, elle généralise la formule a? —b? =

(a+b)(a—Db).
Exercice 2.

Pour tous n, k € N, on définit (Z) par la formule

n\ _ | mosmy sike[0,n]
k 0 sinon ’

ol, pour tout entier r € N*, r! est le produit des r premiers entiers, et 0! := 1.

(1) ()= (Get)

1. et c’est un trés bon exercice d’essayer de le faire, méme si ¢a n’est pas demandé dans ce DM

1. Montrer que, pour tout n,k € N,




2. Soit a,b € C.
(a) En écrivant que (a + b)"*1 = (a + b)(a + b)™, montrer par récurrence sur n que

n

_ Z (Z) akpn—k

pour tout n € N.
(b) En explicitant bien les coefficients, écrire la formule ci-dessus pour n =2, n =3 et n = 4.

Remarque : la formule de la question 2.(a) est appelée binéme de Newton, elle généralise la formule
(a+b)? = a® + 2ab + b2
Exercice 3.
Soit n € N*,
1. Montrer par récurrence sur n que

Zn:k n—&—l).

k=

=

2. Montrer par récurrence sur n que

k=1

3. Nous allons maintenant montrer une formule similaire pour Y ;_, k*

(a) Montrer que

n

zn:kJrl (n+1)*+> k"
k=0

k=1

(b) En déduire, & 'aide du bindéme de Newton, que

4Zk3 (n+1)*—(n+1)—6> k-4 k.
k=1 k=1
(c) En déduire une formule simple pour Y ,_, k3.
4. A T'aide des formules trouvées précédemment, montrer que
(a) Ypoi k(k+1) = gn(n+1)(n+2);

(b) oy k(k* =1) = j(n — Dn(n+1)(n +2);
(c) ZZ:1 k= (ZZ:1 k)2'

Remarque : la technique utilisée dans la question 3 se généralise pour les puissances plus grandes et
permet (au prix de quelques calculs) d’exprimer, pour tout p € N, >~;'_; kP comme un polynome en n de
degré p + 1.



