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DM1 : QUELQUES FORMULES SUR LES NOMBRES

Exercice 1.

1. On a

(a =) (S0 an 1)

2. Si n est impair, on a b”

(distributivité)

o (S a1 ) = b (S o)
(T i) = (i ey
(i o) — (S )

o+ (Ti5t aniv') - (Sig an i) -

a” — b"

(distributivité sous le signe somme)
(changement d’indice i’ =i+ 1)

(séparation de sommes)

—(=b)"™, et donc

a” +b"

) |

n—1
(a+b) (Z(—nian-i—lbi

=0

3. En appliquant la formule de la question 1 avec b = 1, on trouve

a” —1

Mais puisque a # 1, onaa—1# 0, et donc >, a

Exercice 2.

a™ — 1"

(1) (X0 1)
(a=1) (X0 e )
(a—1) (T @),

(changement d’indice i/ =n — 1 — 1)

1. Il faut distinguer plusieurs cas selon la valeur de k :

e sik<0,ona

e sik=0,o0na

n—1 a”—1
= Ta—1
n n n+1
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LA N nt o (n+D! 1
-1 k) 0ln! ol(n+1)! k)’



e sike[l,n],ona

(k:)*@ T - )(Z!_kﬂ)m(n"ik)!

1 n! 1 n!
=kl k=Dl =R & k= 1Di(n—k)

1 1 n!
= (nk+1+k) k= Dln—h)!
k4+n—k+1 n!
k(n—k+1) (k—1)!(n—k)!
n+1 n!
K=kt 1) (k= Dl(n—F)!

_ (n+1)! _ (n+ 1)
 Kl(n+1-k)! k)’
esik=n+1,ona

() () = dmro == ovmw = ()

esik>n+1,ona
n n n+1
(k_1>+<k)_0+0 o_( ' )

2. (a) Montrons par récurrence sur n € N que

(a+b)" = Zn: (Z) akpnk,

k=0

Pour n = 0, le résultat est vrai car (a +b)° = 1= ({)a’° = Zk o (N)akpo=F,
Supposons maintenant le résultat vrai au rang n. On a alors

(a+0)"t = (a+b)(a+b)"
= (a+b) >, (P)akbn* par hypothese de récurrence
= o i (et ) +b( o ()
= (e (et ) + (s ()

5 (a1 ) + (2

+(

akb"’k) par distributivité

akon— k‘“) par distributivité sous le signe somme

= gl ( ey (B)akor k‘“) + ! par séparations de sommes

= a"tl 4 (Ek () ek k"‘l) 1 (Z)akb”_k'H) + b1 par changement d’indice ¥’ =k + 1
= gty (Zk . + (Z))akbnkH) + pntl par additivité des sommes

= gty (Zk:l (”Zl)akbn—kﬂ) + pntl d’apres la question 1

— Zié (n;rl)akbnfkﬂ par réunifications de sommes

(b) En particuliers, on obtient donc

(a+b)? = a®+2ab+b*
(a+b)? = a*+3a*b+ 3ab® + b*;
(a+b)* = a* +4a>b+ 6a%b* + 4ab® + b*.



Exercice 3.

_ n(n+1)
5 -

1(141)
—

1. Montrons par récurrence sur n € N* que > /_ k

La formule est vraie pour n =1 car Z}C:l k=1=

Supposons maintenant le résultat vrai au rang n. On a alors

n+1 n
n(n+1)
; n+ +kZ:: ntl+——

= m+1)(5+1) = (”+1>2<n+2> _ (n+1)(<r;+1>+1).

La formule est donc vrai au rang n + 1 et, par le principe de raisonnement par récurrence, elle est
vraie pour tout n € N*,

2. Montrons par récurrence sur n € N* que Y, _, k? = %.

2 _q — 104+D(2+D)
—

Supposons maintenant le résultat vrai au rang n. On a alors

La formule est vraie pour n =1 car Z,lle k

n+1

ZkQ _ "‘Zk (n+1)? (n+1)6(2n+1)

= (n+1) <n+1+n(2716+1)> = (n+1)w = (n+1)w
(n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)

6

La formule est donc vrai au rang n + 1 et, par le principe de raisonnement par récurrence, elle est
vraie pour tout n € N*.

3. (a) En séparant le cas k = n puis en faisant un changement d’indice ¥’ = k + 1, on trouve

zn:(k+1)4 = (n+1)4+ni:(k+1)4:(n+1)4+zn:k4.
k=0 k=0 k=1

(b) D’apres la question précédente, on a

n

)4+zn:k4 = ) (k+1)*
k=1 k=0

= ) (K 4K +6k% + 4k + 1)
k=0

— Zk4+42k3+62k2+42k+21
k=0

= Zk4+42k3+62k2+42k+n+1,
k=1 k=1 k=1 k=1

et donc

4Zk3 (n+1)* (n+1)—62n:k2—42n:k.
k=1 k=1



(c) D’apres ce qui précede, on a

ikg = i((n+1)4f(n+1)fn(n+1)(2n+1)72n(n+1))
k=1
= ni_l((n+1)3—1—n(2n+1)—2n)
n+1

(n+1°—n@n+1)— 2n+ 1))

(n+1)%— (n+1)2n + 1))

_ (”Zl) ((n+1)? = @n+1))
_ n*(n+1)?
N 4
4. Par applicatlon des formules précédentes, on a
(a) ZszFZk _ n+1)6(2n+1)+n(n2+1) _ n(n6—|—1).(2n+1+3)
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;k —k:1k = 5 5 = g (@n+1-3)
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(e
_ n(n+1)(n?+n—2)
2
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2 2 '



