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CHAPITRE 1

Introduction

1. Exemples de systemes linéaires.
Le programme du semestre d’hiver est centré sur les équations linéaires et les appli-
cations linéaires, avec un double objectif de calcul et de compréhension géométrique.

Un systeme linéaire a m équations et n inconnues, o m et n sont des entiers positifs,
consiste en des équations de la forme

1Ty + a1eTe + o+ a1 pT, = by
(+) 2171 + Qo2%2 + -+ + agnT, = by
Am 121 + Apm2T2 + o+ GpaTn bm

otlesa;j (1<i<m,1<j<n)etlesby (1 <k<m)sont des nombres donnés (pour
I'instant des nombres réels').

Résoudre le systéme (x), ¢’est trouver tous les n-uples de nombres réels qui donnent
lieu a des égalités dans (x) lorsqu’on les substitue aux «inconnues» x1,...,x,.

EXEMPLE 1. Le systeme a 2 équations et 2 inconnues
T1 + Tog = 0
Tr1 — X9 = —2

est représenté géométriquement par deux droites dans le plan de coordonnées (z1,xs)
(voir Fig. 1).

T2
2 oy =2
x1+29 =0 Al T2
1
T
2 1 1 2 !
=)
—2
Fig. 1

1 sera plus tard avantageux de permettre a ces «nombres» d’étre dans un autre corps : celui des nombre complexes,
celui des nombres rationnels, le corps & deux éléments, . . ., le corps & 128 éléments (voir la fin du chapitre VII pour I'intérét
de 128), etc.
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Il y a une unique solution correspondant au point d’intersection des deux droites :
r1=—1et xo = 1.

EXEMPLE 2. Le systeme a 2 équations et 3 inconnues
T + T2 + 23 = 3
T3 =1
est représenté géométriquement par deux plans dans I'espace de coordonnées (x4, x4, 3)

(voir Fig. 2).

T3

1+ 2 +2x3=3

Fi1Gc. 2

Il y a une infinité de solutions correspondant a la droite d’intersection des deux plans,
droite passant par les points A et B; on peut paramétrer ces solutions par un nombre
réel t :
$1:2—t l'gzt 1'3:1.
EXEMPLE 3. Le systeme a 3 équations et 2 inconnues
—x; + 22 = 1
21’1 — Ty = 0
Ty + To = 1
est représenté géométriquement par trois droites dans le plan de coordonnées (z1,z2)
(voir Fig. 3).
Ces trois droites n’ont aucun point commun, et le systeme n’a aucune solution.
EXEMPLE 4. Le systeme a 3 équations et 2 inconnues
1 — X2 = 0
ry + 21‘2 =6
2371 + T2 = 6
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)
2
i)
o/ 1 N 2 T1
-1
)
FiGc. 3

est représenté géométriquement par trois droites concourrantes dans le plan de coor-
données (x1,z2) (voir Fig. 4).

)
6\
r1 + 21?2 =6
\ T
—6 -3 3 6
—3
1 —6 2r1 + 29 =6
1 — Tg = 0
Fic. 4

Il y a une unique solution correspondant au point d’intersection de ces trois droites :
T = 2 et To = 2.

EXEMPLE 5. On se donne trois points du plan, de coordonnées cartésiennes (1,7),
(6,2) et (4,6). Quelle est I'équation du cercle passant par ces trois points ?

REMARQUE. Ces points n’étant pas alignés, ils déterminent un unique cercle qui les
contient.
Un cercle dans le plan a une équation de la forme

22+ +ax+ by +c=0.
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Dans cet exemple, les inconnues sont a,b, c! Les conditions pour qu’un tel cercle passe
par les points indiqués s’écrivent

1 +499+ a + 70 +c=0
36 + 4 +6a + 2b+c=0
16 + 36 + 4a + 6b + ¢ = 0.
On montre que ce systeéme possede une unique solution : a = —2, b = —4, ¢ = —20. Le

cercle cherché a donc pour équation 22 — 2z + y? — 4y — 20 = 0, ou encore
(2 —1)2 + (y—2)? = 5
C’est donc le cercle de rayon 5 centré en (1,2).

REMARQUE. Le probleme analogue posé avec trois points alignés, pour fixer les idées
avec (—1,0), (0,0) et (1,0), conduit & un systeme

l+a+c¢c=0
C:
l—a+c¢c=0

o

qui n’a aucune solution.

EXEMPLE 6. Les systemes

{$+2y2=5 r +yz =0
B et r—y =0
3r + 4y =0 v+ oz =1

ne sont pas linéaires.

De nombreux problemes physiques ou industriels donnent lieu a des systemes liné-
aires.

EXEMPLE 7. On considére un réseau électrique contenant deux sources (des piles,
ou des centrales électriques) et trois utilisateurs schématisés ici par des résistances
électriques (voir Fig. 5).

8Q A

N

—_—

5L

N N Iy l 20 I3 l 11Q
65V

50V

Fic. 5
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On cherche les courants I, I, I3 & disposition des utilisateurs. On obtient un systeme
linéaire
L — I, — Iz =0
— 2, + 1113 = 50

ou la premiere équation exprime la conservation de la charge au point A, et les deux
autres équations expriment la loi d’Ohm dans le circuit de gauche et celui de droite.

La solution de ce systeme est : [} = 7,5, I = 2,5 et I3 =5 (exercice).

Le réseau suisse a haute tension correspond a un systeme linéaire du méme type,
avec sans doute n de 'ordre de 10° inconnues et équations.

EXEMPLE 8. On cherche la distribution de température a I’équilibre dans une plaque
rectangulaire métallique (= conductrice de la chaleur) lorsque la température au bord
est donnée, et constante au cours du temps.

Envisageons un modele de grille (Fig. 6).

0 1 2 coon—1 n n-+1

0 36—3¢—9—%—%—%—X
O C
2 % C
% C
m—lx %
m 98 C

m+ g —9¢—3¢—9—%——N

Fic. 6

Les températures des points de croisement sont notées T;;, avec 0 < i < m + 1 et
0 <7 <n+ 1. On suppose ces températures connues au bord de la grille, ¢’est-a-dire
lorsque 7 est égal a 0 ou m + 1, et lorsque j est égal a 0 ou n + 1. Il reste donc mn
températures a déterminer, qui sont les 7 ;, avec 1 <7 <m et 1 < j < n. Les équations
a résoudre sont de la forme
1

Ty = 7 Ticny + Ty + Tigor + Tija)

et sont au nombre de mn. Si2 <i<m—1et2<j <n—1,les cinq termes 7T} , d'une
telle équation sont des inconnues. Si I'un au moins des indices 7,7 prend une valeur
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limite (1 ou m pour 4, et 1 ou n pour j), certains des 7 . sont des inconnues et d’autres
des données (le terme de gauche, T; ;, est toujours une inconnue).

Variante : calcul de la température dans un volume dont la température en surface
est connue. En recherche industrielle, le nombre d’équations est souvent de l'ordre de
(10%)3 = 10° équations.

Exemple de résultat qui sera montré dans la suite du cours, lorsque m = n.
Pour le systéme (x) de la page 7, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout second membre (by,....b,), le systéme (x) possede une unique solution.
(ii) Pour tout second membre (by,...,b,), le systéme (x) posséde au moins une solu-
tion.
(iii) Pour tout second membre (by, ..., b,), le systéme (x) posséde au plus une solution.
(iv) Le systéme
a;1r1 + apore + - + aypr, = 0
a21T1 + Gg2Tp + -+ + A2,T, = 0
Qp, 121 + Q222 + -+ Ap Ty = 0
possede une unique solution, qui est x1 = --- =z, = 0.
1,1 - Q1
(v) La matrice | ............ est inversible.
Qp,1 - Qpn
ay1 a1 n
(vi) Le déterminantdet [ ............ est différent de zéro.
an,l - Qnn

Note pour les lecteurs ayant des notions de calcul matriciel

L’étude du systéme (*) de la page 7 est essentiellement équivalente & celle de 'application linéaire de R™ dans R™
donnée par

1 1
ar1r1 + ai2x2 + -+ 4+ a1,nTn ai,1 @12 ... Ain

T3 T3
az1r1 + a22x2 + -+ + a2nTn | | @21 G622 ... G2n

= am,1T1 + amp2z2 + -+ + amnTn am,1 Am,2 --- Gm,n =

n n

Ces applications interviennent dans de nombreux problémes. Indiquons-en un, pour lequel m = n = 2, qui est 1ié au nom
de Fibonacci et & un modele grossier décrivant une population de lapines. Pour tout entier n > 0, on note x, le nombre
de lapines vivant au temps ou naissent les individus de la n-iéme génération. On convient qu’une lapine naissant au temps
ng donne naissance a une lapine a chaque unité de temps n > ng + 2, et on néglige les déces. Le lecteur doit se convaincre
que I’équation décrivant ce modele est

Tn = Tp_1 + Tp_2 pour n > 2.

L’application linéaire correspondante? est alors

R2 5 (Fn=1) [ %) _ Tn _ (0 1\ (2n-1 c R2
Tn Tn+1 Tp—1+ Tn 11 In ’

Le calcul des itérations fournit
Tp—1 Tn Tp—1+ Tn Tp—1+2Tn
— — — — etc.
Tn Tpn—1+Tn Tp—1+ 2Tn 2Tp—1 + 3Tn

2Les termes non expliqués ici seront repris dans la suite du cours.
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Supposons de plus que g = 1 et 1 = 1, de sorte que le début de la suite des xzn, est

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, ...

Voici quelques exemples de résultats concernant ce modele :

(i) Le n-iéme terme de la suite est

pour tout n > 0.

(ii) Pour tout n > 1, les nombres xn—1 et Tn sont des entiers premiers entre eut.
(iii) Pour tout n > 1,

T2n—1 = Tn—1 (In72 + xn)
(zn-1)? + (zn)*.

Pour (i), voir I’exercice I.4. Pour (ii) et (iii), voir par exemple C. Houzel, Analyse mathématique (Belin 1996), page
355 et la table de la page 360.

T2n

n+1
Pour (i), la formule approchée xn =~ % (1+2‘/5) est de plus en plus précise quand n devient grand, par exemple

précise & 10~8 prés si n = 20.

2. La méthode de Gauss

Deux systemes linéaires

a iy + -0+ a T, = b a1y + 0 4 ar, = G
211 + -0+ AT, = bo ot ao 11 + 0 4 gz, = o
am,1T1 + + QppTn = bm a,u 171 + + auuxu - B,u

sont dits équivalents si
(i) ils ont le méme nombre d’équations (c’est-a-dire m = p) et le méme nombre
d’inconnues (c’est-a-dire n = v),
(ii) ils ont les mémes solutions.

11 résulte de cette définition qu’on transforme un systeme linéaire en un systeme linéaire
équivalent par chacun des trois opérations élémentaires suivantes :

(E) échanger deux lignes,
(M) multiplier une ligne par un nombre non nul,
(T) ajouter un multiple d'une ligne & une autre ligne.

La stratégie de Gauss pour résoudre (= trouver toutes les solutions de) un systeme
linéaire consiste a infliger au systeéme une suite d’opérations élémentaires qui le trans-
forment en un systeme équivalent aux solutions «évidentes »

[llustrons d’abord la méthode par 'exemple du systeéme

y + 2z =3
2x + 4z = 2
20 + 3y + 42 = 5
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a m = 3 équations et n = 3 inconnues. On obtient une suite de systemes équivalents,
d’abord

2x + 4z = 2
y + z =3
2¢ + 3y + 42 = 5
par (E), puis
x + 2z =1
y + z =3
20 + 3y + 42 =5

par (M), et enfin
T + 2z =1

y + 2z =3

3y =3
par (T). Ce dernier systeme est «évident» a résoudre, puisque la troisieme équation
fournit y = 1, puis la deuxieme z = 2, et enfin la premiere x = —3.

Plus généralement, pour résoudre un systeme linéaire

T + Q1T + o A+ @ pT, = by
(*) 2121 + A22T2 + -0+ A2 nTn = bg
am,lxl + am,2x2 + -+ AmnTn bm

on a un algorithme. Le voici, formulé en fonction de la matrice

a1 Q12 ... Qip
o1 Q292 ... QA2

a — ) k) 7n ,
a/m,l am,2 Am,n

autrement dit en fonction du tableau des coefficients du terme de gauche de (x).

(o) Soit 7, Iindice® de la premiere colonne non nulle de a.

(E) Par un échange convenable de lignes, on se ramene au cas d'un systeme tel que
alm 75 0.

(M) En multipliant la premiere ligne par une constante convenable, on se raméne a un
systeme tel que a;;, = 1.

(T) En ajoutant a chacune des lignes 2 a m un multiple convenable de la premiere
ligne, on se ramene a un systeme du type

/ ! _ /
Tj + Q15 Th+1 T o o0y, Th = b
!/ ! _ /
a1 Tj+1 + o0+ Gy, Ty = 0y
()
/ / _ /
Ay iy +1251+1 o Gy T bm

3Méme s'il arrive souvent que j1 = 1, il convient de ne pas oublier cette étape. Ainsi, elle joue un role clé dans les
exemples 2 et 3 ci-dessous, ainsi que dans 1’exercice corrigé en fin de chapitre pour passer de (x) & (%) lorsque a = 1.
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Dans le systeme ainsi obtenu, la matrice des coefficients du terme de gauche est de la

forme
00---0 1 %% --- %

ou @’ désigne maintenant une matrice a m — 1 lignes et n — j; colonnes, et ou le 0 écrit
au niveau de a/ désigne une matrice a m — 1 lignes et j; — 1 colonnes dont tous les
coefficients sont nuls (remarque : si j; — 1 = 0, le coefficient en haut a gauche de la
matrice est 1).

On répete alors les mémes opérations pour le systeme «plus petit »

/! !/ _ /
al2,j1+1$j1+1 + ot a/z,nxn = b/2
Ay 5 1T + o+ a3,r, =0
3,j1+1%71+1 3,nen 3
(% * )
/! !/ _ /
Qpy g1 +1T51+1 + ot Ay nTn = bm

et ainst de suite.

Apres un nombre fini de telles étapes, on obtient un systeme dont la solution est
«évidente» . Les trois exemples qui suivent illustrent I'algorithme. (Le lecteur exigeant
trouvera sans doute — a juste titre — notre description trop vague; une formulation plus
satisfaisante viendra en son temps, peut-étre dans un cours de programmation.)

EXEMPLE 1. (Systeme homogene, 4 équations a 3 inconnues). Pour le systeme

2c + y + 52 =0

r — 3y + 6z =0
3z + S5y + 4z = 0
Ty — 7z =0

on obtient successivement
r — 3y + 62 =0
22 + y + 5z =0
3z + 5y + 4z = 0
Ty — 72z =0

par (E), puis

r— 3y + 6z =0
Ty — 7z =0
14y — 14z = 0
Ty — 7z =0

par (T), deux fois, et enfin
z — 3y + 6z =0
y — 2z =0
0 =0
0 =0

par (M) et (T). Voici donc la solution générale du systeme :
z est arbitraire, notons z = A,

y=z=2,
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r =3y —6z= -3\

x -3
Autrement dit : [y | = [ 1 | A avec A arbitraire. [A la relecture et avec des notions
z 1

introduites dans un chapitre ultérieur, le lecteur constatera que le rang du systeme,
c’est-a~dire la différence entre le nombre de variables, 3, et la dimension du «noyau» |,
1, est ici 2.]

EXEMPLE 2. (Systéme homogene, 3 équations a 4 inconnues). Pour le systeme

dr + 12y — 7Tz + 6t = 0
r 4+ 3y — 22+ t =0
3z + 9y — 2z + 11t 0

on obtient successivement
r + 3y —2z+ t =0
dr + 12y — 7z + 6t =
3rx + 9y — 2z + 11t =0

o

puis
r+ 3y —2z2+ 1t =0
z +2t =0
4z + 8 = 0

puis
x4+ 3y — 22+t =0
z +2t =0
0 =0

et enfin la solution générale :

y et t sont arbitraires, notons y = A et t = p,

z = —2t = -2,
x=—3y—5t=—-3\—5u.
T -3 )
Autrement dit : ‘Z =\ (1) + @ _02 avec A et p arbitraires. [A la relecture, le
t 0 1

lecteur constatera que le rang du systéme est 4 — 2 = 2]

EXEMPLE 3. (Systéme non homogene, 3 équations a 3 inconnues). Pour le systeme
xr — 2y + 5z =1
2c — 4y + 8z = 2
—3r + 6y + 7z =1

on obtient
r — 2y + 5z =1
-2z =0
+ 22z =4

et le systeme n’a pas de solution.
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EXEMPLE 4. (Méme type que 'exemple précédent). Pour le systeme

r — 2y + 5z =1
2 — 4y + 8z = 2
—3r + 6y + 7Tz = =3

on obtient successivement

—_

T — 2y + 5z =
—2z
22z

i1l
oo

et
r — 2y +5z=1
z =0
0 = 0.
On trouve la solution générale avec y arbitraire, disons y = A, et

T 1 2
y|l = (0] +A |1
z 0 0

Remarque pour la relecture (comparer avec le § 111.8) : les deux matrices

1 -2 5 1 -2 5 1
2 -4 8 et 2 -4 8 2
-3 6 7 -3 6 7 =3

sont de rang 2.

REMARQUE. Les termes de gauche des exemples 3 et 4 dont identiques; en pra-
tique, c¢’est une situation courante que d’avoir a considérer de nombreux systemes qui
ne different ainsi que par leurs seconds membres.

Notice historique : Carl Friedrich Gauss, né a Brunswick en 1777, mort a Gdttingen en 1855. Son importance
dans le développement des mathématiques est de tout premier ordre, et ne peut se comparer qu’a bien peu d’autres
peut-étre a un tout petit cercle qui comprendrait Archimede, Fermat, Newton, Euler, Riemann, Poincaré, Hilbert, von
Neumann, Weil, Grothendieck, Serre, Gromov, ...?

I1 a révolutionné presque tous les domaines des mathématiques : ’arithmétique, la géométrie élémentaire, la géométrie
différentielle (en particulier I’étude des surfaces), la théorie des erreurs (méthode des moindres carrés), ... Il a entrevu les
notions de corps et de groupe, et ses écrits non publiés de son vivant contiennent d’importantes découvertes «ultérieures»
. Ce fut également un physicien remarquable (étude du magnétisme), en particulier un astronome (il fut directeur de
I’observatoire de Gottingen), ainsi qu’un calculateur extraordinnaire.

II semble qu’il savait mener de front les activités les plus diverses, comme le montre ’exemple suivant qui illustre
I'interdépendance profonde des recherches dites pures et appliquées : la période ou Gauss trouvait certains de ses résultats
fondamentaux sur les surfaces est précisément celle ot il travaillait sur mandat gouvernemental & des relevés géodésiques
dans le royaume de Hannovre.

Pour en savoir plus & propos de celui qu’on appelle souvent «le prince des mathématiciens» , lire par exemple le
chapitre XIV de Les grands mathématiciens de E.T. Bell (Payot, 1939), ou plusieurs passages du Mathematics and its
history de J. Stillwell (Springer, 1989).

Gauss avait un «Tagebuch» (Journal intime) dans lequel il notait ses trouvailles. C’est ainsi qu’on sait que sa
méthode d’élimination, exposée ci-dessus, date de juin 1798 ; il avait donc 21 ans, et ce fut pour lui une période extraor-
dinairment productrice. Voir? le volume X de ses Oeuvres (= Werke, X, page 533).

Ce n’est que bien plus tard qu’il publia des exposés détaillés de la méthode, par exemple dans Supplementum
theoriae combinationis observationum erroribus minimis obnozxiae = Théorie de la combinaison des observations sujette
au minimum d’erreurs, supplément, article paru dans un journal spécialisé de 1828 (Werke, IV, 55-93). Le sujet principal

4Merci & Gerhard Wanner pour ces indications bibliographiques.
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du mémoire est la méthode des moindres carrés, elle-méme motivée par ’utilisation des résultats de mesures astronomiques
ou géodésiques.

Ses notations ne sont pas les notres ! par exemple, pour les coefficients a;,; introduits ci-dessus (1 <7 <m, 1 < j < n),
Gauss écrit [i5], ou plutét

[aa], [ab], [ac], - . ., [bY], [bd], - . -, [cc], - - -

(le cas traité étant symétrique, il lui est inutile d’introduire [ba], [ca], [cb], etc). Gauss désigne ensuite les coefficients du
systéme obtenu apres une transformation élémentaire par

laa, 1], [ab,1],...,[bb,1],... ;
apres deux transformations élémentaires, il utilise [aa, 2], [ab, 2], ..., [bb, 2], ..., et cetera.

Le premier exemple numérique choisi par Gauss pour illustrer sa méthode est un systéeme de 13 équations a 13
inconnues, notées A, B, ..., N, tiré de mesures d’angles faites en Hollande par un nommé Krayenhof. Nous ne recopions
ici que la premiere de ces 13 équations,

—2,197 = 5A+C+ D+ E+ H+1I+5,917N,

et la valeur de la derniére inconnue,
N = 0,119681

(rappel : les calculettes n’existaient pas encore).

Liste sommaire de quelques contemporains de Gauss (1777—-1855)

Adrien-Marie Legendre, 1752-1833
Wolfgang Amadeus Mozart, 17561791
Joseph Fourier 1768-1830

Francois René de Chateaubriand, 1768 1848
Georges Cuvier, 1769 1832

Ludwig van Beethoven, 1770-1827
Georg Wilhelm Friedrich Hegel, 1770-1831
Robert Brown, 1773-1858
Louis-Joseph Gay-Lussac, 1778-1850
Stendhal, 1783-1842

Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857
Michael Faraday, 1791-1867

Franz Schubert, 1797 1828

Eugene Delacroix, 1798 1863

Niels Henrik Abel, 1802-1829
Alexandre Dumas, 1802-1870

Victor Hugo, 1802-1885

Carl Gustav Jacobi, 1804—1851

Gustav Lejeune Dirichlet, 1805 1859
Frédéric Chopin, 1810 1849

Evariste Galois, 1811-1832

Ferdinand Eisenstein, 1823-1852
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Dates de quelques événements historiques

1778 Déclaration d’indépendance des Etats-Unis d’Amériques.

1789 Début de la Révolution frangaise : réunion des Etats généraux et prise de la Bastille.
1793 Mise a mort de Louis XVI.

1798-1814 Geneve fait partie de la France.

1799 Coup d’état du 18 brumaire : Bonaparte ler Consul.

1814 Premiere abdication de Napoléon.

1815 Traité de Vienne. En Suisse : pacte fédéral.

1830 Révolutions libérales en France.

1847 Publication du Manifeste communiste de Marx et Engels.

1848 Révolutions en Europe, 2e république en France, Constitution fédérale suisse.

3. Ensembles et applications : terminologie et notations
Il s’agit d’indications extrémement sommaires! Il y aura des compléments dans la
suite du cours, aux exercices, au cours d’analyse I, ..., etc.

La théorie naive des ensembles utilisée ici repose sur un usage fréquent, et non sur
des définitions formelles. Notons toutefois qu’il serait absolument illusoire de «définir»
un ensemble comme une «collection d’objets» ... !!!

Quelques exemples standard d’ensembles

L’ensemble {0, 1,2,...,8,9} des chiffres de la numérotation usuelle.
L’ensemble N = {0,1,2,...} des entiers naturels®
L’ensemble Z = {...,—2,—1,0,1,2,3,...} des entiers rationnels®

I’ensemble @ des nombres rationnels, contenant par exemple —2, 3, 113.

L’ensemble R des nombre réels et 'ensemble C des nombres complexes.

Produit de deux ensembles X et YV

C’est I'ensemble noté X x Y des paires (x,y) avec I’élément x dans I'ensemble X, et
de méme y dans Y. L’exemple standard est R?, qui est I'ensemble des paires (x,y) de
nombres réels, et auquel il faut penser comme a un plan.

Généralisations immédiates : R?, R*, ..., R".

5In english books, N denotes most often the set {1,2,...}. Observe that «positive» is the translation of the french
«strictement positif» , in symbol > 0, and that «non-negative» is the translation of the french «positif» , in symbol
> 0.

6Voici & ce sujet une citation extraite du Cours d’algébre de Roger Godement (Hermann 1963), livre qui se veut étre
«un ouvrage de référence accessible au débutant» . «Indiquons en passant que les entiers de signe quelconque (que nous
appelons, comme le font tous les mathématiciens, des entiers rationnels) sont généralement appelés, dans ’enseignement
secondaire frangais, des «entiers algébriques» (de méme qu'on y appelle «nombres algébriques» les nombres de signe
quelconque, entiers ou non, que nous appelons, a nouveau commes tous les mathématiciens, des nombres réels. Ces
divergences de terminologie n’auraient aucune importance si les mathématiciens n’utilisaient déja dans un tout autre sens
les expressions «entier algébrique» et «nombre algébrique» que I'on définira plus loin. »
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Piste pour une formalisation (ne faisant pas ’objet de ce cours)

Il faut d’abord s’entendre sur I'ensemble N, qui est muni d’une structure grace aux
opérations usuelles (addition, comparaison, ...), régies par certains axiomes, puis définir
successivement Z, Q, R, C, R™ pour tout entier n > 1, des ensembles de fonctions, etc.

Démonstration par récurrence

Pour démontrer une suite d’assertions A(n), ou n est dans N, la méthode dite «par
récurrence» consiste a démontrer d’abord I’assertion pour n = 0 [ou peut-étre pour
n = 1], puis a montrer que, si l'assertion A(n) est vraie, alors A(n + 1) l'est aussi.

n(n+ 1)
2

La vérification de l'assertion pour n = 1 est immédiate : 1 = 12ﬁ L’argument de
récurrence consiste a supposer que l'assertion est vraie pour n, puis a vérifier que
n(n+1) (n+1)(n+2)

2 2

(la premiere égalité étant vraie par hypothese de récurrence), ce qui montre bien que
I’assertion est également vraie pour n + 1.

EXEMPLE. Montrons que 1 +2+---4+n = pour tout entier n > 1.

1+2+--+n+(n+1) = + (n+1) =

Une variante (parmi d’autres) : pour démontrer une suite d’assertions B(n), ot n est
dans N, la variante consiste a démontrer d’abord 'assertion pour n = 0 et pour n = 1,
puis & montrer que, si les assertions B(n — 1) et B(n) sont vraies, alors B(n + 1) l'est
aussi. (On peut se ramener au cas précédent en définissant une assertion A(n) comme
suit : «les assertions B(k) sont vraies pour tout k € {0,1,...,n}» .)

Signes d’appartenance

Elément dans un ensemble : par exemple 3 € N et m € R. On écrit le plus souvent 7 € R
mais parfois aussi R > 7.

Sous-ensemble dans un ensemble : par exemple N C Z et Q C R.
Négation : Z C Ret 2 € R mais 2 ¢ Z.
De méme” : [0,1] C R et Z C R mais [0,1] ¢ Z.

Définition d’un sous-ensemble par une ou plusieurs propriétés

Par exemple, {z € R | x > 0} désigne I'ensemble des nombres réels positifs.

{n € Z | il existe a,b € Z tels que n = a® + b*} désigne I'ensemble des entiers qui sont
sommes de deux carrés d’entiers, c’est-a-dire I’ensemble

{0.1,2,4,5,8,9,10,13,16,17,18,20,25,.. } .

{(x,y) € R? | y = 0} désigne le premier axe d'un plan décrit par ses coordonnées carté-
siennes.

"Iei comme souvent ailleurs, [a, b] désigne un intervalle de R, y compris ses extrémités a et b.
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Attention : I'usage des différents types de parentheses : (), [], {}.

Pour désigner une paire d’éléments, on écrit par exemple (0,1) € R?, et il faut noter
que (0,1) £ (1,0).
Pour désigner un intervalle de la droite, on utilise les parentheses carrées : [0, 1] C

R est l'intervalle unité avec ses extrémités, |0,1[C R est l'intervalle unité sans ses
extrémités, [0, 1[C R est l'intervalle unité avec U'extrémité de gauche seulement.

Pour désigner un sous-ensemble en indiquant ses éléments, on utilise le troisieme type
de parentheses : {0,1,2,3} C Z; il faut noter que I'ordre n’importe pas : {0,1} = {1,0}.

Intersections et réunions de sous-ensembles

Soient A, B deux sous-ensembles d’un ensemble X.
Réunion : AUB={z€ X |z€A ou z€ B}.
Par exemple, [0, 7] U [2,10] = [0, 10].
Intersection : ANB={r€ X |z€A et z¢€ B}
Par exemple, [0,7] N [2,10] = [2,7].
EXEMPLES. Pour un entier d > 0, désignons par dZ le sous-ensemble des entiers
rationnels qui sont des multiples entiers de d. Alors
22N 57 = 10Z
220572 = {...,—10,—8,—6,—5,—4,-2,0,2,4,5,6,8,10, 12,14, 15,16, 18, .. .} .
EXERCICE. Vérifier que AU(BNC) = (AUB)N(AUuC) et AN(BUC) =
(ANB)U(ANC).
Applications
Soient X, Y deux ensembles. Une application a de X dans Y fait correspondre a tout
élément x € X un élément a(x) € Y. On écrit dans ce cours®
a: X —Y

et

a: X —Y, z+—ax) ou a:X3dzr+—a(r)eyY
(observer les nuances typographiques des débuts de fleches). La donnée de a est équi-
valente a celle de son graphe

{(z.y) e X XY | y = a(z)}
qui est un sous-ensemble du produit de X et Y. On définit alors
l'image de a, c’est-a-dire
Im(a) = {y € Y|il existe x € X tel que a(z) =y}
l'image d’un sous-ensemble A de X

a(A) = {y € Vil existe z € A tel que a(z) = y}

8L’usage des fleches dans ce contexte est récent. Il remonte au tout début des anées 1950. Voir B. Eckmann, The
exact sequence, prépublication, automne 2002.
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la préimage d’un sous-ensemble C' de 'Y

a(C) = {z e X|alz) e C}
la préimage d’un pointy € Y

at(y) = {zeX|a(z) =y}

Attention : a~!(y) n'est en général pas un point de X! Considérez 'exemple ott
a: R — R est 'application donnée par a(t) = ¢?; alors a~!'(—1) est I'ensemble vide,
noté &, alors que a~'(1) = {—1, 1} est un sous-ensemble & deux points de R.

PROPOSITION. Soient X,Y deux ensembles, o : X — Y une application, A, B des
sous-ensembles de X et C', D des sous-ensembles de Y. Alors

a(AUB) = a(A) Ua(B)

a(ANB) C a(A)Na(B) sic!
a ' (CuD) =a ' (C)ua (D)
a}(CNnD) =al(C)na (D).

PREUVE. Preuve de la premiére égalité. Soit y € a(A U B). Il existe z € AU B tel
que y = a(x) : donc y € a(A) U a(B). Ainsi a(AU B) C a(A) U a(B).

Soit y € a(A)Ua(B). S'il existe z € A tel que y = a(z), alors y € a(A) C a(AUB);
sinon, il existe 2’ € B tel que y = a(z’), et de méme y € a(AUB). Ainsi a(A)Ua(B) C
a(AU B).

Preuve des autres égalités : exercice. U

A propos du «sic» . Soit a : R? 5 (x,y) — x € R la premiere projection du
plan cartésien. Soient A = {(x,y) e R* |z —y=0} et B = {(z,y) e R* | z +y = 0}
les deux bissectrices. Alors

a(ANB) = {0} G a(A)Na(B) = R.

(La notation {0} désigne le sous-ensemble de R réduit a un seul élément, 0.)

Composition d’applications

Soient X, Y, Z trois ensembles et a: X — Y, 3 :Y — Z deux applications. Noter
que le but de « coincide avec la source de §. On définit la composition de a et 3

3 { X — 7
a
r — Bla(x)).
Ainsi, Sa est bien la composition dans 'ordre indiqué par le diagramme

X >y 2z

Noter 'ordre de I’écriture Sa!; en général, «aB» n’a aucun sens. Noter aussi que
plusieurs auteurs écrivent o o au lieu de Sa, avec «o» pour la composition.
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EXEMPLE. Si

{R — 0, 00|
a )

r — z°+1
(o ]0, co[ désigne {t € R | > 0}) et

; :{]0,00[ LR

Tz — Inxz

(out Inz désigne le logarithme naturel de z), alors

{R—>R
fa

r — In(z® +1).

Vocabulaire

Une application a : X — Y est dite
injective si a(x) # a(z’) pour tous z, 2" € X tels que x # 2/,
surjective si, pour tout y € Y, il existe z € X tel que a(z) =y,

bijective si o est a la fois injective et surjective.

EXEMPLES. (i) a:R > ¢+ t* € R n’est ni injective ni surjective,
(i) B:]0,00[> t — t? € R est injective non surjective,
(iii) v:R 3¢+ t* € [0, 00][ est surjective non injective,
(iv) 6:[0,00[3 t — t? € [0, 00| est bijective.

EXERCICE. Dessiner les graphes de ces quatre applications.

Inverse d’une application bijective

Soit a : X — Y une application bijective. Il existe une application bien définie de
Y dans X, qu’on note ™' : Y — X telle que a~!(y) = x si a(z) = y.

Attention : Pour une application v : X — Y qui n’est PAS bijective, I'écriture
a~! s"utilise aussi, mais jamais isolément et DANS UN AUTRE SENS : si C C Y alors

a ' (C)={r€ X | a(z) € C}

comme DEJA défini plus haut.

Mémorisation de lettres grecques

Les lettres grecques (surtout minuscules) sont d'usage fréquent en mathématiques.
En voici la liste, a mémoriser :
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a = alpha = mu

G = béta v =nu

v = gamma & = ksi

0 = delta T ou w = pi
€ = epsilon p = rho

¢ = dzéta 0 = sigma
n = éta T = tau

0 ou v = théta ¢ ou = phi
L = iota x = khi

Kk ou » = kappa 1 = psi

A = lambda w = omega

(les lettres omicronn et upsilonn ont été omises a dessein, vu les risques de confusion
typographique avec o et v).

4. Exercices

(I.1) Dans le plan R® muni de ses coordonnées cartésiennes (z,y, z), dessiner les plans
d’équations
r+y+2—1=20 et x—3y =0,

ainsi que l'intersection des deux plans d’équations

3r+2y+2 =6 et z=1.

(I.2) Montrer par récurrence sur n 'identité

(L.3) 1l existe une indentité de la forme

(%) Zj2:an3+bn2+cn+d

=0

valable pour tout entier positif ou nul n.

(i) Deviner les coeflicients a, b, c.
(i) Montrer par récurence sur n ce que devient 'identité (*) quand on y remplace
a, b, c par les valeurs trouvées en (i).

[Il y a de nombreuses manieres de calculer Z?:o 42. Voir le livre de R.L. Gra-
ham, D.E. Knuth et O. Patashnik, Concrete mathematics, Addison-Wesley 1989.
L’index énumere les pages concernées, voir sous « Sums of consecutive squares» .
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(I.4) La suite de Fibonacci (), est définie par
=1, =1, =z, = x,-1+x,_9 pour tout n > 2.

Montrer par récurrence que
n+1 n+1
1 1++5 1-+5
Ty = —= —
NG 2 2

[Indication : Vérifier la formule pour n = 0 et n = 1 puis montrer par récurrence que la
formule pour x,, ; et x, implique la formule pour x,,1. A la relecture : comparer avec
I'exercice (V.16) |

pour tout n > 0.

(L5%) Dans le jeux des tours de Hamoi, le matériel consiste en 8 disques de carton
de rayons distincts deux a deux et trois piquets verticaux A, B et C'. Les disques sont
troués en leurs centres et peuvent étre empilés sur les piquets, toujours par ordre de
rayons décroissants — le plus grand disque au bas de chaque tour et le plus petit en haut.

Le jeu commence avec les 8 disques empilés sur le piquet A, et le joueur doit les
déplacer sur le piquet B en un minimum de coups. Chaque coup consiste en le mouve-
ment d'un disque d'un piquet a un des deux autres; il ne faut jamais poser un disque
sur un disque plus petit.

Combien de coups faut-il ? (Le jeux est dit & Edouard Lucas et remonte a 1883).

[Indication : Considérer la solution 7, du jeux analogue pour n = 1,2,3,....8,...,
deviner la forme générale de T,,, trouver une relation entre T, et T),,1, et achever par
récurrence sur n. Variante : déduire de la relation de récurrence pour 7, une relation de
récurrence pour 27T, et conclure. |

i) 2CN.

(i) IeZ.

(ili) Pour toute application a d’un ensemble X dans un ensemble Y et pour deux
sous-ensembles A, B € X, on a a(AN B) D a(A) Na(B).

(iv) Soient a : X — Y une application, A une partie de X et B une partie de Y';
alors a™!(a(A)) = A et a(a™'(B)) = B.

(I.6) Corriger les erreurs, y compris les fautes de frappe, dans les énoncés suivants.

(L.7) Pour tout entier d > 0, soit dZ le sous-ensemble des entiers rationnels formé des
multiples de d. Enumérez les éléments de

(n€6ZN10Z| — 100 <n < 100}
et
{n€6ZU10Z| —20 <n < 20}.

(I.8) Compter le nombre de bijections {1,2,...,n} — {1,2,...,n} pour n < 4.
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(I.9) Etant donnés deux entiers k, N tels que 1 < k < N, quel est le rapport p(k, N)
entre le nombre de toutes les injections de {1,...,k} dans {1,..., N} et le nombre de
toutes les applications de {1,...,k} dans {1,...,N}?

En déduire une «justification» de la phrase suivante : sur 4 invitations a souper
la méme semaine, il y a 65 % de chances qu’il y en ait deux le méme soir. Et, si vous
disposez d’une calculette, de méme pour : étant donné 23 personnes prises «au hasard »
, il y a plus d’une chance sur deux pour que deux d’entre elles aient leur anniversaire le
méme jour de ’année.

k
[Indication : Avant de recourir a la calculette, majorer In ( (1 — %)) par Z (—%) ]

i=0 =0

k
J=

(I.10) Soient A, B, C des ensembles et f: A — B, g: B — (' des applications.
(i) Montrer que, si gf est surjective, alors g est surjective.
(ii)) Quel est I'énoncé analogue pour l'injectivité ?

(iii) Donner un exemple tel que gf est bijective sans que ni f ni g ne le soit.
(iv) Montrer que, si gf est bijective et f est surjective, alors g et f sont bijectives.

(I.11%) On considere les applications f,g: N x N — N définies par

f(x;y):%(x+y)(x+y+1)+y et glzy)=2"(2y+1) - L

(i) Reporter sur un dessin plan les valeurs de f(z,y) lorsque = +y < 6.
(ii) Montrer que I'application f est injective.
[Indication : Soient (z,y) et (z',%') deux points distincts de N2, Vérifier que

flay) < f@'y)
d’abord lorsque = +y < 2’ 4+ ¥/, ensuite lorsque x +y =2’ + 3 et y < . |
(ili) Montrer que I'application f est surjective.
[Indication : 11y a plusieurs manieres de procéder. Indication pour I'une d’entre
elles : soit k& € N; on définit n,j € N par sn(n+1) <k < 1(n+ 1)(n+2) et
j=k— %n(n + 1), et on vérifie que f(n — j,7) = k. Indication pour une autre
maniere : vérifies que f(0,0) = 0 et que
fley+1)=flz+1y)+1et f(x+1,0)=f(0,2) +1,
pour tout (z,y) € N2, de sorte que I'image de f contient 0 ainsi que le successeur
immédiat de tout nombre qu’elle contient. |

(iv) Vérifier que I'application g est également une bijection.

(L.12) Résoudre le systeme linéaire

Il - ]2 - [3 - 0
811 + 215 = 65

en trois inconnues I, I, Is.
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(L.13) Résoudre simultanément les systemes linéaires

T + 2z 4+t = 2 T +z+t = 3
T +y +t = 3 et T+ y +t = 5
z+t = 5 z+t = 2

a 3 équations et 4 inconnues.

(I.14) La «formule de Simpson» est une égalité de la forme

§/_ p(t)dt = ap(—1) +bp(0) + cp(1)

1

pour toute fonction polynomiale de degré au plus 3, ou a, b, ¢ sont des constantes.
Déterminer ces constantes.

[Si nécessaire, attendre que 1'expression f_ll p(t)dt ait été expliquée au cours d’Ana-
lyse I avant de résoudre cet exercice.|

(I.15) Pour quelles valeurs du parametre a € R le systeme linéaire

r — 3y — 2z = 4
3r — 4y — 9z = 5)
dr — Ty + (a*—=20)z = a+6

a-t-1l exactement une solution ? aucune solution ? une infinité de solutions ?

Lorsqu’il y a des solutions, les calculer.

(I.16) Pour quelles valeurs des parametres s et t le systeme linéaire en les inconnues
T, Y, 2
ST + 2y + z =1
(t—1y + sz = s
sr + 2ty + tz =1
possede-t-il une unique solution, zéro solution, une famille & un parametre libre de
solutions, une famille & deux parametres libres de solutions ?

Un exercice avec correction

Déterminer les valeurs des parametres a et b pour lesquelles le systeme linéaire

ar + by + z = 1 (1)
r +aby + z = —4b (45)
r + by +az = 3 (43)

en x,y, z possede des solutions, et déterminer la solution générale dans chacun de ces
cas.
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Solution

On commence par réduire le systéme & une forme triangulaire, par exemple? via les
étapes suivantes :

T + by + az = 3 (45)
(%) (a—1by + (1—a)z = —4b—3 (ly — 13)
(1—a)by + (1—a*z = 1-3a (01 — als)
et
T + by + az = 3
(*x) (a —1)by + (1—-a)z = —4b—3
(I—a)2+a)z = —4b—3+1—-3a

Le cas générique est celui ou b # 0 et a ¢ {1, —2} (cas d'un systeme dit «de Cramer »
). Un tel systéme possede une unique solution, qu’on obtient immédiatement a partir

de () :

L 2ol
T (1-a)2+a)’
. ab+b+1
V= ol P8 :) = 4Ty
s by 27a—4b
- Y T (1-a)(2+a)

Il est tout a fait indispensable d’opérer de temps a autre quelques vérification. Ici, on
vérifie facilement que les valeurs trouvées de z,y, z satisfont les equations (¢1) & (¢3) ou,
si on manque de temps, au moins I'une de ces équations.|

Il reste trois cas particuliers a considérer.
Cas ol b = 0. Les deux dernieres équations du systeme (s#*) donnent
(24+a)(—=3) = —2—3a  ou encore -6 = -2,
ce qui est impossible. Il n'y a donc aucune solution.
Cas ou a = 1. On trouve de méme
0=—4b—3 et 0 = —4b— 5,

ce qui est également impossible. Il n'y a donc aucune solution.

Cas olt a = —2. Le systeme (xx) s’écrit
xr+ by — 2z = 3
(s * %) —3by + 3z = —4b—3,
0 = —4b+4

et il faut distinguer deux sous-cas.

Sib#1, il ny aaucune solution.

90n peut bien remplacer comme ici (¢1) par (¢1) — a(f3). Mais il est maladroit de remplacer (¢3) par a(¢3) — (1),
car ceci pose un probleme lorsque a = 0; il faudrait alors discuter dans la suite séparément le cas a = 0, ce qui entraine
des complications ; ’expérience montre que cette démarche est génératrice d’erreurs.
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Si b =1, le systeme se réduit a

T+ y — 2z 3
-3y + 3z = —T.

Il y a une infinité a un parameétre (noté ici ) de solutions : z = X\, y = )\+§ et x = )\—l—g,
ce qui s’écrit aussi

T % 1
y| = g +Al1
z 0 1






CHAPITRE 1II

Espaces vectoriels

1. Définitions, premiers exemples, premieres propriétés
Un espace vectoriel réel est un ensemble V' dans lequel est spécifié un élément zéro,
noté 0, et qui est muni de deux opérations appelées respectivement, addition
VxVa(z,yr—ax+tyeV
et multiplication par les scalaires
RxV>s(\z)— Az eV,

possédant les propriétés suivantes :

((24+y)+2 =2+ (y+2) pour tous z,vy,z € V;
O+z == pour tout x € V' ;
pour tout x € V, il existe y € V tel que z +y = 0;
r4+y =y+zx pour tout z,y € V;
Mz +y) = A+ My pour tous A € R et z,y € V;
A+ p)z = \x + px pour tous A,y € Ret x € V;
M)z = Apx) pour tous A\, € Ret z € V;
lx = x pour tout x € V.

\
L’usage est d’écrire
r4+y+zaulieude (z+y)+zoudez+ (y+ 2),
—x au lieu de y lorsque z +y =0,
x —y au lieu de = + (—y),
Apz au lieu de A\(pz) ou de (Ap)z,

et nous écrirons souvent «espace vectoriel» pour «espace vectoriel réel» . Répétons ici
la note (1) du chapitre I : plus tard dans le cours, on verra qu’on peut systématiquement
remplacer I'ensemble R des nombres réels par un autre corps, par exemple par le corps
Q des nombres rationnels, le corps C des nombres complexes, un «corps fini premier »
F,, ou plus généralement un corps arbitraire.

Soit V' un espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel de V' est un sous-ensemble U de
V tel que 0 € U et

r+y eUet A\xr € U pour tous z,y € U et XA € R,
ou de maniere équivalente tel que 0 € U et
Ax + py € U pour tous A\, u € Ret x,y € U.

Notons qu’'un sous-espace vectoriel U d'un espace vectoriel V est en soi un espace
vectoriel.
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EXEMPLES. Chacune des affirmations des exemples qui suivent nécessite évidem-
ment une justification. Le lecteur est invité a formuler pour lui-méme des arguments
convenables dans tous leurs détails.

(i) R™ est un espace vectoriel pour les opérations définies par
(T, o)+ (Y1, oY) = (1 + Y1, Ty + Yn)
M2y, xn) = (AT, .., ATy,)
pour tous Xy, ..., Tuy Y1 .- Yns A € R.
Attention : Dans ce cours, on pense le plus souvent aux vecteurs de R" comine a

des colonnes de n nombres réels. Toutefois, il arrive qu’on les écrive comme des lignes,
pour des raisons typographiques.

Pour deux entiers p, n tels que 0 < p < n, ’ensemble
{(x1,...,zn) €R" | 2pyy =+~ =, =0}
est un sous-espace vectoriel de R™; on l'identifie parfois a R?. Les cas p =0 et p =n se

généralisent comme suit.

(ii) SiV est un espace vectoriel, {0} et V' lui-méme sont des sous-espaces vectoriels
de V', qu'on appelle parfois les sous-espaces triviaux ou sous-espaces banals de V.

(ili) Pour un ensemble X, I'ensemble A(X,R) de toutes les applications de X dans
R est un espace vectoriel pour les opérations définies par

a+pB :x+— alz)+ B(z)
Aa x— da(z)
pour tous a, § € A(X,R), A € Ret z € X. [Au choix du lecteur : supposer X non vide,

ou convenir qu’il existe une unique application de l'’ensemble vide dans R, et qu’elle
constitue donc un espace vectoriel réduit a un seul élément. |

Dans le cas on X est un sous-ensemble de la droite réelle, 'espace C(X,R) de toutes
les fonctions continues a valeurs réelles sur X est naturellement un sous-espace vectoriel
de A(X,R). Si X =R, I'espace P(R, R) des fonctions polynomiales et I'espace Py(R, R)
des fonctions polynomiales de degré au plus d (ot d est un entier positif fixé) sont des
sous-espaces vectoriels de C(R,R), et a fortiori de A(R,R).

[’ensemble des fonctions polynomiales de degré exactement d est un sous-ensemble
de A(R,R) qui n'est pas un sous-espace vectoriel.

(iv) Exemple fondamental. On considere un systeme linéaire, par exemple

() {xl + 325 — 1025 + 1224 = 0

qui est homogéne, ¢’est-a-dire «sans second membre» , ou encore de la forme!

> -1 @i =0 pour i € {1,...,m}. Alors

2551— To -+ x3 =0

{(ml,xg,xg,x4) € R* | 21, 29, 73,24 sont des solutions de (*)}

est un sous-espace vectoriel de R*.

1Avec m =2 et n = 4 pour 'exemple considéré en ().
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(v) L’ensemble RY des suites infinies (zg, 1, T2, . . .) de nombres réels est un espace
vectoriel pour les opérations définies par

(.To,l’l, .. ) + (yo,l’l, .. ) = (IO +y0,l’1 —|—y1, .. )
)\(Z’Q,.Tl,...) = ()\.To,)\l'l,...)

pour tous (xg,x1,...), (Yo, y1,...) € RY et X € R. Le sous-ensemble des suites bornées
en est un sous-espace vectoriel ; idem pour les suites convergentes.

Comparer avec 'exemple (i).

(vi) Soient V' un espace vectoriel et (U;),., une famille de sous-espaces vectoriels
de V. Alors (,.; U; est encore un sous-espace vectoriel de V.

Attention : (J,.; V; n'est en général pas un sous-espace vectoriel de V. (Exercice :
esquisser un dessin pour le cas de V' = R? et de deux droites U;, U, dont la réunion n’est
pas un sous-espace vectoriel de V).

NoOTATION. Le symbole 0 désigne en général a la fois le nombre zéro dans R et le
vecteur nul dans V. Ce n’est qu’exceptionnellement que, comme ci-dessous, on distingue

0eRde0eV.

Quelques propriétés d’un espace vectoriel V'

(i) Le zéro de V est unique.

En effet, si 0 et 0’ sont deux éléments de V tels que 0+x =z+0=zet 0+x =2+0 ==
pour tout z € V, alors (' =0+ 0 = 0.

(i) L'inverse —z d’un vecteur x € V' est unique.

En effet, soient y, 2z € V deux candidats a s’écrire —z, c’est-a-dire deux vecteurs de V
telsquez+y=y+rx=0ec¢tx+z=z4+x=0.Alorsy=y+0=y+zx+2=0+2= 2.

(iii) Soient x,y € V tels que v +vy = x ; alors y = 0.

Eneffet, y=ov+y—ar=2—2=0.
(iv) Pour tout A € R, on a A0 = 0.

En effet, soit z € V; on a A0+ Az = A(0 + x) = Az, d'out AO = 0 par (iii).
(v) Pour tout x € V, on a 0z = 0.

En effet : 0x +2 = 0z + 1o = (0 + 1)z = z, donc 0z = 0 par (iii).
(vi) Soient X € R et x € V tels que A\x =0; alors A =0 ou x = 0.
(Plus précisément, l'une au moins de ces égalités est vraie.)

En effet, si A #£ 0 et Ax = 0, alors x = 1z = (A\7'A\)z = A7} (\z) = A710 = 0, la dernicre
de ces égalités résultant de (iv).
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2. Bases

Dans R", il existe une famille particuliere de vecteurs

1 0 0
0 1 0
0 0 0
€1 = . , €2 = . P .
0 0 0
0 0 1

qui s’appelle la base canonique. Elle possede les deux propriétés suivantes :

(i) Tout élément de R™ est de la forme

n
(X1, ., xp) = ijej,
j=1

. n . . ‘. . . — o
(i) >25_; wje; = 0 si et seulement si x1 = 23 = - =z, = 0.

Pour formaliser le cas général, on se propose de définir les notions de combinaison
linéaire, famille génératrice, indépendance linéaire (et dépendance linéaire), et de base.

Combinaisons linéaires et familles génératrices

Soit V un espace vectoriel et (a,),.; une famille® d’éléments de V. Une combinaison
linéaire d’éléments de (a,),c; est un vecteur de V' du type >, .; Aa, ol (X,),c; est une
famille de nombres réels presque tous nuls, c¢’est-a-dire une famille dont au plus un
nombre fini sont non nuls®. I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’éléments
de (a,),.; est un sous-espace vectoriel de V' (vérification a faire de téte!) que nous notons

(@) )

En particulier, si [ = {1,2,...,n}, une combinaison linéaire d’éléments d’une famille
(@;){<;<p, st un vecteur de V' du type Aja; + ... + \,a,. Dans une premiere approche,
le lecteur aura sans doute avantage a supposer systématiquement ci-dessous que toutes
les familles en jeux sont finies (et donc a ignorer les mots «presque tous nuls» ).

On dit que la famille (a,),.; engendre V., ou que cette famille est génératrice dans
V7 si <(aL)L€I> =V.

EXEMPLES. (i) Dans R?, six vecteurs pointant vers les sommets d’un hexagone en-
tourant 1'origine engendrent R? tout entier. Il en est de méme de deux vecteurs qui ne
sont pas sur une méme droite. Pour x € R?, la famille & deux vecteurs (z, 2z) n’engendre
pas R?, pas plus que les familles (z,0) et (x, —z).

20n appelle famille d’éléments d’un ensemble V' une application ¢« — a; d’un ensemble I dans V, et on désigne par
(ai);¢ 1 une telle famille. Pour une famille finie (c’est-a-dire telle que I est fini), le cas particulier le plus fréquent est celui
ol I est de la forme {1,...,n}, et on écrit alors la famille (2;)1<;<n. Noter que les éléments z; ne sont pas nécessairement
distincts : si n > 2, on peut avoir par exemple 1 = x2. Dans le cas ou les éléments d’une famille sont distincts deux a
deux, on identifie souvent la famille & un sous-ensemble de V ; d’ott des écritures du type «soit {x;};cr C V une famille
finie de V'» .

3C’est une différence importante entre le cours d’Algebre I et le cours d’Analyse I : dans le premier, on considére des
somimes finies, ou a la rigueur des sommes infinies dont presque tous les éléments sont nuls ; dans le second, on considere
d’autres types de sommes, comme par exemple Z;’Lo:l 7712
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(ii) La base canonique (ey,...,e,) de R™ engendre R".

(iii) L’espace P(R,R) des fonctions polynomiales de R dans R est engendré par la

famille (t — "), -

(iv) Exemple fondamental. Considérons un systeme linéaire

1,171 + aiprs + -0 4+ a1 T, = b
(%) 2171 + Qo2%2 + -+ 4+ AonT, = by
Apm,1T1 + Apm,2T2 + -+ AmnpTn = bm

am71 am,n bm
de sorte que (x) s’écrit
T1a1 + ToUy + - - + xpa, = b.

Alors le systeme (x) possede une solution si et seulement si
be (al,...,an).

Si cette derniere inclusion est satisfaite, il se peut que le systéme (x) posséde une unique
solution, et il se peut tout aussi bien qu’il possede de nombreuses solutions.

(v) Soient V un espace vectoriel, (by,...,b,) une famille génératrice et ay, ..., ax
des vecteurs de V. Si by € (ay,...,a;), alors la famille (aq,...,ag, ba, ..., b,) est généra-
trice.

Dépendance et indépendance linéaire

Soit V un espace vectoriel. Une famille finie (a1, as, ..., a,) d’éléments de V est dite
linéairement dépendante s’il existe des nombres Aq, Ao, ..., A\, € R non tous nuls tels que
> i—1 Ajaj = 0. Plus généralement, une famille arbitraire (a,),., est dite linéairement
dépendante si elle possede une sous-famille finie linéairement dépendante.

Reformulons cette définition comme suit.

Une famille finie (ay, as, ..., a,) d’éléments de V est dite linéairement indépendante
si, pour Ay, Ag, ..., A, € R, 'équation Z;‘L:I Aja; = 0 implique A\; = Ay =--- =\, = 0.
Plus généralement, une famille arbitraire (a,),.; est dite linéairement indépendante si,
pour une famille (),),., de nombres réels presque tous nuls, I'équation ) , A\,a, = 0,
implique A\, = 0 pour tout ¢ € I.

el

SYNONYMES : une famille est libre si ses éléments sont linéairement indépendants,
et liée dans le cas contraire.

REMARQUE. S'il y a des répétitions dans la famille (a,),.;, c’est-a-dire si au moins
un élément apparait au moins deux fois, comme dans (u, v, w,w, z,y,y,y), la famille est
nécessairement, liée.

Si le vecteur 0 apparait dans la famille, alors celle-ci est liée.
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EXEMPLES. (i) Soient V' un espace vectoriel et € V. La famille réduite au seul
élément z est libre si et seulement x # 0 (propriété (vi) a la fin du § II.1).

(ii) Soient x,y deux vecteurs non nuls et distincts d'un espace vectoriel. Alors la
famille (z,y) est libre si et seulement si z et y ne sont pas sur une méme droite.

(iii) Les vecteurs de la base canonique de R" sont linéairement indépendants.

(iv) Exemple fondamental. Considérons un systeme linéaire homogene

a1171 + aipry + o + ajur, = 0

(2171 + Q22T + -+ + ag,T, = 0
()

1T + ApaTy + o0+ AppTn = 0

et posons comme plus haut

1,1 Qain
a; = : f ey Qp = : e R™.
Am,1 Amn
Alors le systeme (#*) possede une solution autre que x; = ... =z, = 0 si et seulement
si la famille (aq, ..., a,) est linéairement dépendante.

(v) Pour n € N, les applications ¢t — t" sont linéairement indépendantes dans
I'espace noté P(R,R) plus haut.

Attention : ces applications ne sont pas linéaires (sauf pour n = 1), mais ce sont
des éléments d'un espace vectoriel, d’ou I'usage du vocabulaire de ’algebre linéaire !

De méme, dans I'espace C(R? ,R) des fonctions a valeurs réelles sur R*. =10, ool, la
famille (¢ —— t*),.p est libre.

EXERCICE. Le montrer; si cela s’avere difficile, re-essayer apres avoir progressé dans
le cours d’analyse 1.

REMARQUE. Cette famille n’est pas dénombrable.

Définition principale du paragraphe : base

Une base d'un espace vectoriel V' est une famille libre et génératrice dans V.

EXEMPLES. (i) Dans R?, toute paire de vecteurs non nuls et non alignés est une base.
(ii) Dans R", la base canonique est une base (!).
(iii) Dans P(R,R), la famille (¢ — t"), .\ est une base.
PROPOSITION. Soit (b,),.; une famille d’un espace vectoriel V. Les deuz conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) (b,),c; est une base de V' ;
(ii) tout vecteur x € V s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire d’élé-

ments de (b,),c;-
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PREUVE. (i) = (ii). Supposons que (b,),.; est une base, et soit z € V. Comme
(b,),c; engendre V, il existe une famille (),),.; de nombres réels presque tous nuls telle
que = Y ; A\b,, ce qui montre [’ezistence de I'écriture de (ii).

Supposons qu'il existe deux telles écritures : x = _; Ab, et @ =) _; p.b,. Alors

el
0=x—2 = Z(Ab—ub)bb
el

et, comme les b, sont linéairement indépendants,
A—p, =0 pour tout tel,
ce qui montre laffirmation d'unicité de (ii).

(ii) = (i) Supposons que tout vecteur de V' s’écrive comme combinaison linéaire
d’éléments de (b,),.;. Alors (b,),.; engendre évidemment V. D’autre part, soit (X,),;
une famille de nombres réels presque tous nuls telle que » ., A,b, = 0. On a évidemment
aussi »_, ., 0b, = 0, d'olt A, = 0 pour tout ¢ € I par unicité. En d’autres termes, les

éléments de la famille (b,),., sont linéairement indépendants. O
COROLLAIRE. Soit V' un espace vectoriel possédant une base finie (b, ..., b,). L'ap-
plication

Vv — R”

n X
i=1

est bien définie, et c’est une bijection.

Tn

REMARQUE. Il est montré plus loin que tout espace vectoriel «de type fini» possede
une base finie, et que le nombre n des éléments d’une telle base ne dépend d’aucun
choix. Par ailleurs, dans un chapitre ultérieur, le terme «bijection» est précisé en
«isomorphisme linéaire» .

Soient (b,),.; une base d'un espace vectoriel V' et x un vecteur de V'; soit x =
> ,er b, T'unique écriture de & comme combinaison linéaire d’éléments de (b,),,. Les
nombres z, sont les coordonnées du vecteur = dans la base (b,), ;-

el

1

EXEMPLES. (i) Les vecteurs (?) et (3

) de R? constituent une base de R2. Cher-

7 1 . N
chons les coordonnées du vecteur 0 relativement & cette base.

L’égalité (é) =A (2) +u (il))) équivaut aux deux équations 2A+p = 1 et A+3pu = 0.

1
La solution de ce systeme linéaire a deux équations et deux inconnues n’offre aucune
difficulté, et 'unique solution est donnée par pu = —%, A= % Par suite

(o) =92 () 15 (3)
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(ii)) Revenons a I'exemple fondamental d’un systéme linéaire, écrit sous la forme

x1a1+"'+znan = b7

les lettres aq,...,a,, b désignant des vecteurs de R™ et x1,...,x, les inconnues. Suppo-
sons que ce systeme ait au moins une solution, ¢’est-a-dire que b soit dans le sous-espace
(ay,...,a,) de R™. Alors ce systeme possede une unique solution si et seulement si la
famille (aq,...,a,) est libre.

Nota bene : lorsque (aq,...,a,) est libre, et que c’est donc une base du sous-
espace vectoriel (ay,...,a,) de R", I'unique solution du systeéme fournit les coordonnées
x1,...,T, de b relativement a cette base.

PROPOSITION. Soient V' un espace vectoriel et (b,),., une famille d’éléments de V.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (b,),c; est une base de V' ;
(ii) (b.),c; est une famille libre mazimale de V' ;

(iii) (b,),e; est une famille génératrice minimale de V.

PREUVE. (i) == (ii) & (iii). Supposons que (b,),.; est une base, c’est-a-dire une
famille libre et génératrice.

Alors (b,),; est libre maximale. En effet, pour toute famille contenant d’une part
(b,),c; et d’autre part un élément x € V, il existe une famille (A,),., de nombres réels

presque tous nuls telle que z = Y~ _; A\,b,, de sorte que

T — E Ab, =0
el
est une relation linéaire non banale entre éléments de la famille obtenue par réunion de

(z) et (b,),e;- Donc (b,),.; est bien maximale parmi les familles libres d’éléments de V.

Par ailleurs (b,),.; est génératrice minimale. En effet, s'il existait un élément 1o de I
tel que la famille (b,),cp g,y 01t encore une famille génératrice, il existerait une famille

(M) e N\ o} de nombres réels presque tous nuls telle que
bL() = Z )\LbH
el\{wo}

ce qui contredirait I'hypothese selon laquelle (b,),.; est libre. Donc (b,),.; est bien mi-
nimale parmi les familles génératrices d’éléments de V.

(ii) = (i). Supposons (b,)
génératrice.

,o; libre maximale. Il s’agit de montrer que (b,),., est

Soit z € V. Comme la famille obtenue par réunion de z et de (b,),.; est liée, il existe
A € R et une famille (),),.; de nombres réels presque tous nuls, ces nombres n'étant pas
tous nuls, tels que

Az 4+ Y Ab = 0.
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Or A # 0 (sinon on aurait ), ., A,b, = 0 avec les nombres de (A,),.; non tous nuls, et la
famille (b,),; serait donc liée, contrairement a I'hypothese). Par suite

A,
=X (5
el
ou encore = € ((b,),cp)-

(iii) == (i). Supposons la famille (b,), ., génératrice minimale. Soit (A,),.; une famille
de nombres réels presque tous nuls telle que ) _; A\,b, = 0. S'il existait ¢y € I tel que

Ao # 0, alors on aurait b, = > 1 2,0 —/\)‘—L) b,, de sorte que la famille I\ {¢0} serait
) LO

aussi génératrice, contrairement a 1’hypothese de minimalité portant sur /. La famille
(b,),c; est donc libre, de sorte que c’est une base. O

3. Dimension d’un espace vectoriel

Un espace vectoriel V' est de type fini s'il possede une famille génératrice finie.
Par exemple, R™ est de type fini pour tout n > 0, alors que P(R,R) ne l'est pas.
THEOREME II.1. Soient V' un espace vectoriel de type fini, L C V une famille libre
et G C V une famille génératrice finie.
1l existe une base B de 'V telle que
L CBcCLuUg.

En particulier, pour toute famille libre L de V, il existe une base B de V telle que

LCB.

Avant de montrer ce théoreme, formulons deux lemmes. Ce sont des conséquences
immédiates des définitions.

LEMME 1. Soient V' un espace vectoriel, F une famillle de V', et G une famillle
génératrice de V. Pour que la famille F soit génératrice, il faut et il suffit que g € (F)
pour tout g € G.

LEMME 2. Soient V' un espace vectoriel, L une famillle libre de V', et U = (L) le
sous-espace vectoriel de V' qu’elle engendre. On suppose que U ; V' et on choisit x € V,

x ¢ U. Alors la famille LU {x} est libre.

DEMONSTRATION DU THEOREME. Soit € I'ensemble des parties A C G telles que
i) LNA=10;
(ii) LU A est libre.
On ordonne & par inclusion : A; inférieur ou égal a Aj si (par définition) 4; C As.
Notons ¢ le nombre d’éléments de G. Pour tout A € &, la partie A possede au plus
g éléments. Il existe donc une partie A,,.« € £ possédant le maximum d’éléments. Alors

LU Apax est une famille génératrice (sinon il existerait x € G tel que z ¢ (£ U Apax),
et LU (Apmax U {x}) serait encore libre, contrairement a la définition de A.y).

11 suffit donc de poser B = L U A,,.x pour conclure. O

COROLLAIRE. Tout espace vectoriel de type fini posséde une base finie.
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Point de la situation

Dans un espace vectoriel V', nous avons défini des sous-ensembles de vecteurs linéai-
rement indépendants, dits aussi sous-ensembles (ou familles) libres, des sous-ensembles
générateurs, et des bases, qui sont des sous-ensembles a la fois libres et générateurs.
La proposition précédente montre en particulier qu'un espace vectoriel V' de type fini
possede une base finie.

Le pas suivant, obligé et fondamental, consiste a montrer que deux bases d’'un méme
espace vectoriel ont le méme nombre d’éléments, et c’est la que le «lemme» qui suit
joue un role crucial ; ¢’est aussi le premier résultat du cours dont la preuve ne se résume
pas a une simple vérification de définitions. Avant de lire la preuve du lemme d’échange,
¢’est un bon exercice de méditer une preuve de ’assertion suivante : « Soient V' un espace
vectoriel, (g1, ..., g,) une famille génératrice de V et ay,...,a; € V. Si gy € {(aq,...,a;),
alors la famille (aq,...,ax, 92, ..., 9,) est génératrice. »

THEOREME I1.2 (Lemme d’échange de Grassmann®). Soit V' un espace vectoriel de
type fini, (ay,...,a,,) une famille libre de V' et (by, ..., b,) une famille génératrice de V.

Alors m < n; de plus, il existe une renumérotation des vecteurs b; telle que la famille
(aty .y @y byt - .., by) est génératrice.

PREUVE. Si m = 0 il n’y a rien a montrer. On peut donc supposer désormais que

m > 1. Pour tout entier r € {1,...,m}, formulons I'assertion
r < mn et, aprés renumérotation si nécessaire des
A(r) : < wecteurs bj, la famille (aq, ..., ay,byyq,...,by,) est
génératrice.

La preuve consiste a montrer A(r) par récurrence sur l'entier 7 ; cette preuve implique
que 'assertion A(m) est vraie, qui est la conclusion du lemme.

Preuve de l’assertion A(1). Comme m > 1, I'espace V n’est pas réduit a {0}, donc
r = 1 < n. Par ailleurs, comme (by,...,b,) est une famille génératrice, il existe des
nombres réels pq,...,pu, tels que a; = Z?:l (;b; i quitte a renuméroter les b;, nous
pouvons supposer que 7 # 0. Il en résulte que

by = py ey — Zﬂflﬂjbj € (a1, by, ..., by)

j=2
(rappel : (aj,bo,...,b,) désigne le sous-espace de V engendré par ai, bs,...,b,); par
suite

<a1,b2,...,bn> = <b1,b2,...,bn> = V.
Remarque : si n = 1, la somme Y7 __ ju; ' j1;b; porte sur un ensemble vide d’indices, et
j=2 M1 F3¥]

sa valeur est donc le vecteur nul de V.)

Pas de récurrence : sir € {1,...,m — 1} et si l'assertion A(r) est vraie, alors
Uassertion A(r + 1) est aussi vraie. On sait que r < n (c’est une partie de 1’assertion
A(r)). S’il y avait égalité r = n, la famille (aq,...,a,) serait génératrice (par 'autre

4Hermann Grassmann, né en 1809 et mort en 1877 & Stettin (Allemagne), entreprit des études de théologie, enseigna
les mathématiques dans ’enseignement moyen, et gagna une réputation par ses travaux de linguistique et de sanscrit.
Son ouvrage Ausdehnungslehre (1844) fut peu compris de ses contemporains, mais eut une influence considérable sur le
développement ultérieur de 1’algebre.
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partie de I'assertion A(r)), ce qui serait en contradiction avec le fait que la famille
(a1,...,ap,ary1) est libre. Donc r+1 < n.

Par ailleurs, comme (ay,...,ay, by41,...,b,) est une famille génératrice, il existe des
nombres réels A1, ..., A\r, flypg1,-- -, in tels que a1 = Z;=1 Aia; + Z?:TH ;b; 5 de plus
il n’est pas possible que p,41 = -+ = p, = 0 (car la famille A est libre); quitte a
renuméroter les vecteurs b,,1,...,b,, nous pouvons donc supposer que p,.1 # 0. Il en
résulte que

br+1 = ,LL;+11 (ar+1 - )\lal - )\rar - ﬂ/r+2br+2 -t ,Unbn)
€ <CL1, R A br+2; ceey bn>

et par suite que

(ala-"7a7‘+1abr+27"'7bn> - (ala"'aarabr+17"-7bn> = V.
Comme déja noté en début de preuve, ces arguments montrent que 'assertion A(m) est
vraie, ce qui acheéve la preuve. O

THEOREME I1.3. Dans un espace vectoriel de type fini, toutes les bases ont le méme
nombre d’éléments.

PREUVE. Nous savons que V possede au moins une base finie; notons-la B et no-
tons n le nombre de ses éléments. Soit B’ une autre base de V. Le lemme d’échange
implique d’abord que toute famille libre finie dans V' a au plus n éléments, donc que
toute famille libre de V' est finie, et en particulier que B’ est une base finie; notons n’
le nombre de ses éléments. Le méme lemme d’échange impique ensuite que n’ < n et
n <n', d’olt le résultat. O

Dimension
Le résultat précédent rend possible la défintion suivante. La dimension d'un espace
vectoriel de type fini est le nombre d’éléments d’'une quelconque de ses bases.

On note dimg V' la dimension d’un tel espace V' (ou bien sur dimg V' §'il s’agit d'un
espace vectoriel sur un corps K qui n’est pas nécessairement celui des nombres réels).

ExEMPLE. Pour tout entier n > 0, I'espace R™ est de dimension n.

REMARQUE. Les résultats précédents se généralisent aux espaces vectoriels quel-
conques et familles génératrices quelconques. Les arguments se basent sur le «lemme de
Zorn» . Voir le cours d’Algebre II.

Désormais, les expressions «espace vectoriel de dimension finie» et «espace vectoriel
de type fini» sont synonymes. D'un espace vectoriel qui n’est pas de type fini, on dit
qu’il est «de dimension infinie» .

On dit désormais « V' est un espace vectoriel de dimension n» pour «V est un espace
vectoriel de dimension finie notée n» .

COROLLAIRE. Soit V' un espace vectoriel de dimension n.
(i) Toute famille libre a n éléments est une base.

(ii) Toute famille génératrice a n éléments est une base.
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COROLLAIRE. Soient V un espace vectoriel de dimension n, soit U un sous-espace
vectoriel de V' et soit m la dimension de U. Alors toute base (by, ..., by) de U peut étre
complétée en une base (by, ... by, byi1, ..., b,) de V ; en particulier, m < n.

PREUVES. Ces deux corollaires sont des conséquences immédiates du lemme d’échan-
ge. ]

CONVENTION. L’espace vectoriel réduit a un élément V' = {0} possede une base qui
est I'ensemble vide (!), et cet espace est donc de dimension 0. Voir a ce sujet la remarque
du paragraphe suivant concernant les sommes directes U; @ Us; telles que U; ou Us est
réduit a {0}.

Il est important de réaliser qu'un espace vectoriel n'a en général pas de base pri-
vilégiée.
Soient par exemple n > 0 un entier et P,, I'espace des applications polynomiales de

R dans R de degré au plus n. Voici un tout petit choix de bases de V', dont chacune
joue un role bien utile dans divers problemes :

(i) La base formée des mondmes 1, ¢, ¢, ..., t".
14n
=",

ST

(ii) La base formée des mondmes pondérés 1, ¢, %t2,
(iii) La base (P;) formée des «polynomes de Legendre» , définis par
Py(t) = il d (#=1)).

formée des «polynomes de Hermite» , définis par
2 1 & t2
esp(-5)H(0) = 5 2 (ex0(-5)).

(v) La base formée des fonctions polynomiales ¢ —— %t(t —1)---(t—j+ 1), pour
j €10,...,n}, qui prennent des valeurs entieres aux points entiers.

0<j<n

(iv) La base (H;)

0<j<n

REMARQUE (& propos des bases mentionnées en (i) a (iv)). Plus généralement, soit
(; une application polynomiale de degré exactement j, c’est-a-dire une application de
la forme t — a0+ ajit + ...+ a;;t’, avec a;; # 0; alors la famille (Q);)o<j<n €st une
base de l'espace vectoriel P,,.

EXERCICE (2 propos de la base mentionnée ci-dessus en (v)). Pour tout f € P, on
deéfinit Af, A%f, ... (ol A est la lettre grecque majuscule delta) par

Af(t) = f(t+1) = f(b),
A f(t) = AL+ 1) — A1) st > 2
Pour tout f € P, vérifier d’abord que A"*! f = (. Vérifier ensuite que

-1 ,

f(t) = J(0) + AF(O)t + Af(0) =

.+

tt—1)t—=2)--(t—mn+1)
n! ’

A"f(0)
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[Vérifier d’abord ce point pour n = 1 et n = 2. Le cas général est nettement plus difficile ;
voir par exemple le théoreme 1.2 de la page 12 dans le livre de E. Hairer et G. Wanner,
Analysis by its history, Springer, 1996.] Montrer enfin que f(Z) C Z si et seulement si
les coordonnées A7 f(0) de f dans la base de (v) sont des entiers pour tout j.

Exemple d’un systéme linéaire

Considérons un systeme linéaire avec le méme nombre n d’équations et d’inconnues

1121 + a1,2T2 + -+ A1nTn = b1
(2171 + Ag2%2 + - + ATy = by
(*) RN e,
Qp,1T1 + Ay 2T2 + o+ ApnTn bn
qu’on écrit aussi
(k) Ti0y + -+ Tpan =0
ou ay,...,a,.b sont comme plus haut les vecteurs de R™ dont les composantes appa-

raissent dans I'écriture (x). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout b € R™, le systeme possede au moins une solution ;

(ii) le systeme zya; + - - - + xpa, = 0 possede [unique solution 1 = -+ =z, = 0;
(iii) pour tout b € R”, le systeme possede au plus une solution ;
(

iv) pour tout b € R™, le systeme possede ezactement une solution.

REMARQUE. Il s’agit d'une partie des équivalences annoncées a la fin du § I.1.

PREUVE. On a en effet les reformulations :

(i) <= la famille (a4, ..., a,) engendre R";

(ii) <= la famille (a4, ..., a,) est libre;

I'équivalence des conditions (ii) et (iii) est immédiate;
(iv) <= la famille (ay, ..., a,) est une base de R™.

Par suite les conditions (i) a (iv) sont équivalentes (voir le corollaire qui suit la définition
de la dimension). O

4. Sommes et sommes directes de sous-espaces vectoriels

Soient V' un espace vectoriel et U, Uy deux sous-espaces vectoriels de V. Le sous-
ensemble de V' constitué des éléments de la forme uy + uy avec u; € U; (j = 1,2) est
un sous-espace vectoriel de V'; noter que c’est le sous-espace (U; U Usy) engendré par
la réunion de U; et U, ou encore que c’est le plus petit sous-espace vectoriel de V
contenant® & la fois U; et Us.

Par définition, ce sous-espace est la somme des sous-espaces U; et Us; on le note
Ui + Us.

5Rappel : Avec ces notations, U1 N Uz est toujours un sous-espace vectoriel de V, alors que U; U Uz n’en est en
général pas un.
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PROPOSITION. Awvec les notations ci-dessus, et pour un espace V' de dimension finie :
dimR(Ul -+ UQ) == dlmR(Ul) + dlmR(Ug) — dlmR(Ul N Ug)

PREUVE. Soit (a1, ...,q;) une base de U; N Us,. On sait qu'il existe
e des vecteurs byyq, ..., b, € U; tels que (aq,...,a;,b41,...,by,) est une base de Uy,
e des vecteurs ¢j41, ..., ¢, € Uy tels que (ay, ..., a1, 41, ..., C,) est une base de Us.

Il reste a montrer I'assertion
(1) (ar, ... a;, b1, by gy ooy cn)  est une base de Uy + Us
dont la proposition résulte immédiatement.

D’une part, il est évident que la famille (§) est génératrice dans U; + Us.

D’autre part, c’est une famille libre. En effet, une combinaison linéaire des éléments
de (#) peut s’écrire

(par + -+ o) + (Biabisr + -+ Bimbm) = Vw141 + -+ - + Yl

Le terme de gauche est dans U; et celui de droite dans Us ; comme ils sont égaux, ils sont
chacun dans U; N U,. En particulier, le terme de droite est une combinaison linéaire des

vecteurs ay, . .., a; de la base choisie de Uy NU;. Comme la famille (a4, ..., a1, ¢jh1,. .., Cy)

est libre (c’est une base de U,), il en résulte que 7,41 = - - - = 7, = 0. Comme la famille

(a1,...,a;,bi41,...,b,) est également libre, on obtient de méme les égalités
ap=-=aq=0F==05,=0,

ce qui acheve 'argument. O

EXEMPLE. Dans l'espace V = R3, notons U3 [respectivement Uss] le sous-espace

x 0
des vecteurs de la forme | O resp. | y | |. Alors Uz + Uss = R3, donc
z z

dimg (Uys + Us3) = 3 ;
et on a bien
dimg (U3) + dimg (Ugs) — dimg (U3 NUs3) = 2+2—1 = 3.
PROPOSITION. Soient V' un espace vectoriel et Uy, Uy deux sous-espaces vectoriels
de V. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) tout vecteur v € V s’écrit de maniére unique sous la forme v = uy + uy avec
uj € Uj (] = 1:2);
(ii) V=U,+U; et UyNUy; ={0}.
Si de plus V' est de dimension finie, ces propriétés sont encore équivalentes a
(iii) V =U; + U; et dimg(V) = dimg(Uy) + dimg(Us).

PREUVE. Premier pas. Les assertions
tout v € V s'écrit v = u; + ug avec u; € U; (j = 1,2)
et
V=U+U,
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sont équivalentes, comme il résulte immédiatement des définitions.
Deuzieme pas. Les assertions

tout v € V qui s’écrit v = uy +uy avec u; € U; (j = 1,2) s’écrit de maniere unique
sous cette forme

et
UyNU; = {0}
sont équivalentes.

En effet, supposons d’abord que U;NUy = {0}. Considérons uy, u) € Uj et ug, uy € Us
tels que uy + up = u) + uj. Alors uy — u] = ug —u, € Uy NUy, donc uy —uj = 0 et
ug — uy = 0, d’ott 'unicité. Réciproquement, supposons que U; N Uy # {0}, et soient
w € Uy NUy, w # 0. En posant u; = w, ug = w, v} = 0 et uy = 0, on obtient deux
écritures uy; — us = u} — uh = 0 de zéro, et I'unicité n’est pas vraie.

Fin de la preuve. Les deux pas précédents montrent I’équivalence des conditions (i)
et (ii) de I'énoncé.

Lorque V est de dimension finie, I’équivalence de (i) et (ii) avec (iii) résulte de la
proposition précédente. O

Sous les conditions de la proposition ci-dessus, on dit que 'espace V' est somme
directe des sous-espaces U; et Us, et on écrit

V=U ®U..

REMARQUE (concernant certaines conventions). Soit V' = U; @ U, un espace vectoriel
de dimension finie écrit comme une somme directe de deux sous-espaces. Pour que la
formule dimg (V') = dimg(U;) + dimg(Us) soit vraie dans tous les cas, y compris celui
ou U; = {0}, il faut bien convenir que la dimension d'un espace vectoriel réduit a zéro
est nulle. Pour que la définition de la dimension soit vraie dans tous les cas, il faut bien
convenir que l'espace vectoriel réduit a zéro a pour base I'ensemble vide. Enfin, pour
que tout vecteur de cet espace {0} soit combinaison linéaire d’éléments de la base, il
faut bien convenir que, dans un espace vectoriel, une somme de zéro vecteurs (= une
somme portant sur une famille vide de vecteurs!) est le vecteur nul.

Toute autre choix de conventions serait sans doute logiquement possible, mais condui-
rait a des énoncés d'une complexité bien supérieure, avec une multitude de cas et sous-
cas.

EXEMPLES. (i) L'espace V = R? est une somme directe

X i
R? = y| eR|2=0}% @ y|l eR¥|z=y=0
z z

(plan horizontal & axe vertical).
(ii) L’espace P des fonctions polynomiales de R dans R est somme directe

P =P, aP_
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ol Py et P_ désignent respectivement les sous-espaces des fonctions paires et impaires.
En effet, toute fonction f € P s’écrit® comme somme de la fonction paire (f(t)+ f(—t))
et de la fonction impaire (f(t) — f(—t)). Par aillewrs, si f = f + f_ avec f, € Py
et f_ € P_, alors nécessairement f(t) = 1(f+(¢) + f1(—t)) = 3(f(t) + f(—1)), et de

méme f_(t) = 1(f(t) = F(~t)).

PROPOSITION. Soient V' un espace vectoriel de dimension finie et U un sous-espace
vectoriel de V. Il existe un sous-espace vectoriel U' de V' tel que V =U @ U’.

PREUVE. Soit (uy,...,u,) une base de U. On peut la compléter en une base (uy, .. .,
Upy U1, - - - Up) de V. Il suffit alors de poser U’ = (upy1, ..., Up)- O

Attention : le sous-espace U’ n'est en général pas déterminé uniquement par U.
Les seuls cas ou il le soit sont celui ot U = {0} (et alors U’ = V') et celui ot U =V (et
alors U" = {0}). [Dans la situation d'un espace vectoriel réel de dimension finie muni
d’un produit scalaire, nous verrons au chapitre VI qu’il y a un choix privilégié pour
U’, a savoir 'orthogonal de U ; mais, si V' # {0}, le produit scalaire sur V n’est pas
uniquement déterminé!]

Avec les notations de la proposition précédente, on dit que U’ est un sous-espace
supplémentaire de U dans V.

EXEMPLE. Si V = R3, et si U désigne le «plan horizontal» des vecteurs de troisiéme
coordonnée nulle, alors toute droite non horizontale de R? est un supplémentaire de U.

Considérons plus généralement une suite (U;)i<j<i de sous-espaces vectoriels d'un
espace vectoriel V. Le sous-espace de V' engendré par la réunion des U; est la somme de
ces sous-espaces ; on le note

U1‘|—"'+Uk ou Zle‘/;

o N . k
Tout vecteur de v s’écrit d’'une maniere au moins comme v = . u;, avec u; € U;
j=1%j> J J

pour j € {1,...,k}. Lorsque cette écriture est unique pour tout v € V', on dit que la
somme est directe et on écrit

U1 EB EB Uk ou @?:1 Uj.

Quitte a présenter un exemple qui anticipe sur la matiere d’un prochain chapitre,
considérons un entier n > 2, I'espace M,,(R) des matrices n-fois-n a coefficients réels et
les trois sous-espaces vectoriels suivants :

le sous-espace RI,, des multiples scalaires de la matrice unité;
le sous-espace Sym” (R) des (n x n)-matrices réelles symétriques a traces nulles;

le sous-espace Ant,(R) des (n x n)-matrices réelles antisymétriques.

Alors

M,(R) = RI, ® Sym”(R) @ Ant,(R).
Voici un autre exemple, qui anticipe également sur la suite du cours. Soit ¢ une ma-
trice réelle carrée symétrique n-fois-n et Ai,..., Ay ses valeurs propres; pour tout j €

6Dans un premier temps, il est absolument essentiel de distinguer une fonction f de sa valeur f(¢) en un point ¢
de D’espace source; on suppose ici que le lecteur, suffisamment avisé, est prét pour 'abus d’écriture systématiquement
commis plus haut, consistant & écrire «la fonction f(t)» au lieu, par exemple, de «la fonction ¢t — f(t)» .
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{1,...,k}, soit E; = Ker(\; —a) = {x € R" | ax = Az} l'espace propre de J;; alors
Rn = @?:1 E]

5. Sommes directes d’espaces vectoriels

REMARQUE. il est important que le titre du § 1.4 contient le mot «SOUS-espace »
et que le titre du présent paragraphe ne le contient pas.

Soient V, W deux espaces vectoriels. Sur I’ensemble produit V' x W, on définit une
somme et un produit par un nombre réel par les formules

(v,w) + (V") = (v+ v, w+w)
Av,w) = (Av, \w)

pour tous v,v" € V, w,w" € W et A € R. On vérifie que V x W est un espace vectoriel
pour ces opérations, qui s’appelle la somme directe des espaces V' et W ; on le note
V @& W (ou parfois V' x W, voir plus bas).

Il est alors naturel d’identifier V' au sous-espace de V & W des vecteurs de la forme
(v,0), et de méme W a celui des vecteurs de la forme (0,w). Une fois ces identifica-
tions faites, 'espace V @ W est somme directe de ses sous-espaces V et W au sens du
paragraphe précédent.

Par exemple, R” x R" s’identifie & R?".

De méme, étant donné une famille finie V7, V5, ...V, d’espaces vectoriels, on définit
naturellement sur I'ensemble produit Vj x - - - X V. une addition et une multiplication par
un nombre réel qui font de cet ensemble produit un espace vectoriel appelé la somme
directe des V; et noté

VieVo®---@d V.
PROPOSITION. Awec les notations ci-dessus, la dimension de la somme directe
VieVo@-- -V,

est la somme des dimensions des espaces vectoriels Vi, Vs, ..., V.
PREUVE. Exercice. [

On peut s’étonner de ce que la somme directe des espaces vectoriels V' et W soit un
espace vectoriel dont I'ensemble sous-jacent est le produit des ensembles sous-jacents a
V et W, mais c¢’est bien I'usage consacré! En fait, les deux termes «somme directe» et
«produit» (ou «produit direct» ) sont utilisés, indifféremment tant que les espaces en
scene sont en nombre fini. 11 existe des notions apparentées pour des familles infinies
d’espaces vectoriels, et il s’agit alors de distinguer les sommes directes des produits
directs — mais ceci ne concerne pas ce cours.
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6. Quotients d’espaces vectoriels

Une relation d’équivalence sur un ensemble E est une partie R de F x E telle que,
pour tous z,y,z € E,

o (z,7) € R (réflexivité) ;

e si (x,y) € R, alors (y,x) € R (symétrie) ;

e si (z,y) et (y, 2) sont dans R, alors (z, z) € R (transitivité).
Pour x € E, la classe de x modulo R est le sous-ensemble

[zl = {y € E| (z,y) € R}
de E. On vérifie que ces classes forment une partition de E, c¢’est-a-dire que
e tout élément de E appartient a une classe;
e deux classes [z|g, [y|r sont ou bien identiques ou bien disjointes.
On note E/R I'ensemble de ces classes, qui est un sous-ensemble de I'ensemble de toutes
les parties de £ (mais qui n’est en aucun cas un sous-ensemble de E'!).

Prendre garde aux notations : pour x € F, on a [z|g C F et [z]g € E/R. (Méme
distinction entre C et € que, pour I = {0,1,..., 9} et P I’ensemble des sous-ensembles

de I, dans les deux écritures {0,1} C I et {0,1} € P.)

Soit, V' un espace vectoriel et W un sous-espace vectoriel de V. On définit une relation
Ry sur V' en posant, pour x,y € V,
(x,y) € Rw si y—zeW,

et on vérifie que Ry, est une relation d’équivalence sur W. On écrit V/W I'ensemble
quotient (au lieu de V/Ry) et [z]w la classe dans V/W d'un vecteur = € V' (au lieu de
(2] ry, ). On définit alors sur I'ensemble V/W une somme et une multiplication par un
scalaire en posant

[zlw + [ylw = [z +ylw
pour tous [z]w, [ylw € V/W et XA € R.

EXERCICE. Vérifier d’abord que ces définitions ont un sens, et ensuite qu’elles mu-
nissent I'ensemble V/W d’une structure d’espace vectoriel.

DEFINITION. L’espace vectoriel V/W est le quotient de V par W.

EXEMPLE. Soient p, ¢ deux entiers positifs et n = p+ ¢ leur somme. On identifie R?
au sous-espace de R™ des vecteurs dont les p derniéres coordonnées (relativement a la
base canonique) sont nulles. Alors le quotient R"™/R? s’identifie naturellement & R?.

PROPOSITION. Soient V un espace vectoriel de dimension finie et W son sous-espace
vectoriel. Alors dimg V/W = dimg V' — dimg W.

PREUVE. Notons n (respectivement ¢) la dimension de V' (resp. de W) et choisissons
une base B = (by,....,b,) de V telle que (b1, ..., b,) soit une base de W. Posons ¢; = [b;|w
pouri € {g+1,...,n}.

Affirmation : la suite C = (¢441, - - -, C,) est une base de V/W.

En effet, il est évident que C est une partie génératrice de V/W. 1l reste donc a
vérifier que c’est une partie libre. Soient Ag41,.... A, une suite de nombres réels tels
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que > o1 2ici = 0. Cette derniere égalité s’écrit [Zl g1 i b} = Oy w, ou encore

ZL o1 Aibi € Wl existe donc des nombres Ap,..., A\, € R tels que Z?:qﬂ Aib; =

_1A;bj. Mais il résulte alors du fait que B est une base de V' que les \; sont tous

nuls. O

REMARQUE. Comparer cette preuve avec celle de la «formule de la dimension» au
§ I11.6 ci-dessous.

7. Exercices

(IL.1) Dans I'espace vectoriel Py des fonctions R — R de la forme f : ¢t — a+ bt +
ct® + dt?, avec a,b,c,d € R, on considere les sous-ensembles définis par les conditions

suivantes :
(i) f est de degré 3,
(ii) f(2)=3/(4),
(i) f(t) > 0 pour tout ¢t € [—1,1],
(iv) la dérivée f" de f est paire,
(v) f(1- t) f(t) pour tout ¢ € [0,1],
(i) £(2)—
(vii) £(2) =
(viii) tf'(t) = f(t) pour tout t € R.

Sont-ils des sous-espaces vectoriels de P3 7 Lorsque ce n'est pas le cas, justifiez.

(I1.2) Les ensembles de vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants ?

1 0 0
R 1 0 .
(1> 0 =1 | 1 € R )
0 0 —1
1 0 0 -1
|-t 1 0 0 A
(ll) 0 ’ 1 ’ 1 ) 0 € R )
0 0 —1 1

dans 'espace C(R*,R) des fonctions continues a valeurs réelles

o~ =

(iil) t — t, t —
sur R*.

(I1.3) Dans 'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R, montrer que les
fonctions t — e (¢ € R) sont linéairement indépendantes.

(I1.4) Quelles sont les nombres A tels que {(1 4+ A, 1 —=X), (1 =X, 1+ A)} est une base
de R??
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(IL.5) Soit V' le sous-espace vectoriel de R™ formé des vecteurs dont la somme des
coordonnées relativement a la base canonique est nulle. Ecrire une base de V.

(I1.6) Etant donné un espace vectoriel V' de dimension finie et un sous-espace vectoriel
U de V, on considere les assertions suivantes. Sont-elles correctes ?

toute famille libre de V' peut étre complétée en une base;

(i
(

111

(i) Toute famille génératrice de V' peut étre complétée en une base;
iii) de toute famille génératrice de V', on peut extraire une base;

(iv) de toute famille libre de V, on peut extraire une base;
(v
(vi) V'\ {0} est une famille libre;

)
)
) V' \ {0} est une famille génératrice;
)
i)

(vii) de toute famille génératrice de V', on peut extraire une famille génératrice de U ;
(viii) toute famille de U libre dans U est libre dans V';

(ix) toute base de U peut étre complétée en une base de V.

(I.7) Dans l'espace P, des fonctions polynomiales R — R de degré au plus d,
montrer que les polynomes de Legendre

1 & : .
Pj(t):y—j!@((ﬁ—l)]) 0<j<d

constituent une base.

(I1.8) Pour k € {—2,—1,0,1,2}, on note f la fonction R — R définie par

fk-(t>=< 11 (k—j)) I «-5;

~2<j<2, j#k —2<5<2, j#k
par exemple f_o(t) = o7 (¢t + 1)t(t — 1)(t — 2).
Calculer fi(l) pour k,l € {—2,—1,0,1,2} et montrer que
{/=2(t), f-1(2), fo(t), f(1), f2(1)}
est une base de I'espace vectoriel Py des fonctions polynomiales de degrés au plus 4.

Relativement a cette base, écrire les coordonnées d’un vecteur f € P, en fonction

des valeurs f(—2), f(—1), f(0), f(1) et f(2).

(T1.9) Dans R?, on considere le sous-espace vectoriel U; des vecteurs de la forme
(2,0,0), et de méme les sous-espaces Us, Us, ainsi que le sous-espace Uy 2 des vecteurs
de la forme (z,9,0), et de méme les sous-espaces Uj s, Uss. Indiquer lesquelles des
relations suivantes sont correctes.

(i) U +U,= U,
(i) Uy + Uy =R?
(il) Upy+ Ups = R3
(iv) Uy @ Uy = Uy,



§ 11.7. Exercices 51

(v) {0}®R=R

(vi) Uy+ U =1,

(vii) Uy + Ui = Uz

(viii) Uy + Uy + Uz = R3

(ix) Ug® Uy =R

(x) {reR|z<0}@{zreR|z>0}=R

(I.10) Dans l'espace Ps des applications polynomiales R — R de degrés au plus 5,
définir plusieurs espaces supplémentaires du sous-espace vectoriel U formé des applica-
tions de la forme ¢ — at® + bt* (ol a,b € R).

(II.11) Les assertions suivantes sont-elles vraies on non ?

(i) Si (by,...,b,) est une base d'un espace vectoriel V' (oun > 2) , alors (b; — by, by —
bs, ..., bu—1 — by, by,) est aussi une base de V.

(ii) Il existe une base de P3 qui ne contienne aucune fonction polynomiale de degré 2.

(ili) Si V est un espace vectoriel de dimension n, il existe n sous-espaces vectoriels
Ui,...,U, de V, chacun de dimension 1, tels que V =U; & --- @ U,,.

(iv) Il existe une base (fo, f1, f2, f3) de Ps telle que f;(2) = 0 pour tout j € {0, 1,2, 3}.






CHAPITRE II1

Applications linéaires

1. Matrices

Il s’agit essentiellement d'un paragraphe de définitions et de notations.

Soient X un ensemble et m,n deux entiers strictement positifs. Une matrice a coef-
ficients dans X a m lignes el n colonnes est un tableau (a;j),;c,, 1<;<, 4'éléments de
X. L’ensemble des matrices de ce type est noté M,,,,(X); par exemple :

<a1,1 1,2 a1,3) c M23(X)

Q21 Q22 G23

A la notation pres, M,,,(X) est donc I'ensemble X™" produit de mn copies de I'en-
semble X. Lorsque m = n, on écrit aussi M,,(X) au lieu de M, ,,(X). Les cas les plus
importants sont X =R et X = C.

Pour m,n > 0, Pensemble M,,,(R) est un espace vectoriel pour les opérations
définies par

(@)1 <icmi<ion T Oid)icicmicion = (@ig T 0ig)1cicm1<in
A <(aid)1§i§m,1§j§n) = ()\a’iyj)lﬁiﬁm,lﬁjﬁn'

Pour toute paire d’entiers k € {1,...,m} et [ € {1,...,n}, on définit la matrice
élémentaire Ey; € M, ,(R) comme étant la matrice ayant un 1 au croisement de la
keme ligne et de la léme colonne, et des 0 partout ailleurs. (Attention, dans 1'écriture
Ei, les indices k et [ ont pour role de distinguer les matrices entre elles, par exemple la
matrice [ o de la matrice Fy,; au contraire de I'écriture (a, ), <i<m1<j<n’ o les indices
ont pour role de distinguer divers coefficients d'une méme matrice). Par exemple, dans
Ms; 4(R), la matrice Ej o s’écrit

o o O

0
0
1

[evllevilan]
o o O

On vérifie que les mn matrices Ej; constituent une base de M,,,(R), de sorte que
M, (R) est un espace vectoriel de dimension mn.

La transposée d'une matrice a = (a; ;) € M,,,(X) est la matrice 'a de

M, . (X) définie par

1<ism,1<j<n

(*a)ji = aij pour tous j € {1,...,n} et i € {1,...,m}.
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Par exemple,

123

) 14
est la matrice 25
456 26

la transposée de la matrice (

Notons que, pour toute matrice a, la transposée de ta est la matrice a; en formule :
t(ta) = a.

Une matrice carrée a € M, (R) est symétrique si 'a = a, antisymétrique si 'a = —a,
et diagonale si a;; = 0 lorsque @ # j ; noter qu'une matrice diagonale est nécessairement
symétrique.

La matrice unité dans M,,(R) est la matrice dont les coefficients diagonaux sont 1 et
les autres coefficients 0. Elle est notée 1, ou I, ou I,,.

PROPOSITION. Soit n un entier, n > 1. Dans ['espace vectoriel M, (R) :

(i) le sous-ensemble des matrices symétriques constitue un sous-espace vectoriel
de dimension n(n+1)/2;

(ii) le sous-ensemble des matrices antisymétriques constitue un sous-espace vecto-
riel de dimension n(n —1)/2 ;

(iii) le sous-ensemble des matrices diagonales constitue un sous-espace vectoriel de
dimension n.

PREUVE. Exercice. ]

Produits de matrices

Le produit d'une matrice a = (aij)<icp1<jcm € Mim(R) et d'une matrice b =
(ijk)lgjgm,lgkgn € M, (R) est la matrice ¢ = (Ciak’)lgigl,lgkgn € M; ,(R) définie par

m
Cik = § ai,jbj k-
=1

Ainsi, le produit des matrices fournit une application
M;m(R) X My, n(R) — M, ,,(R) (a,b) — ab.

Noter que le produit ab n'est défini que si le nombre de colonnes de a est égal au nombre
de lignes de b.

La justification de cette définition du produit apparait au théoreme principal du
§ T11.4.

Voici d’abord deux exemples numériques :
<1 2 3) ; :; B (14 —14)
456 3 _3 32 —32

1 -1 1 -3 =3 =3
2 -2 <4 ) = | -6 =6 —6
3 =3 -9 -9 -9

et

23
56
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Vu l'indentification de M, ;(R) avec R™, on a en particulier un produit
My n(R) x R* — R™ (a,z) — az.

Ceci justifie I'écriture

ar = b
d’un systeme linéaire a m équations et n inconnues (la matrice a € M, ,(R) et le
vecteur b € R™ sont donnés, et les inconnues sont les composantes zy, . .., x, du vecteur
x € R™).

Mentionnons enfin les exemples tres particuliers de multiplications avec des matrices
unité : si a € M, ,(R), alors [,,a = a = al,.

Attention : si a,b sont deux matrices telles que les deux produits ab et ba sont
définis, ces deux produits sont en général distincts, comme le montre un exemple ci-
dessus. En voici un autre :

EEY (94 - (D6

EXERCICE. Soient a, b deux matrices telles que le produit ab est défini; montrer que
t(ab) = 'ba, et noter 'ordre des facteurs dans le membre de droite.

Il est élémentaire® de vérifier les identités «naturelles» . Par exemple, si a, b, ¢ sont
trois matrices telles que I'un des produits (ab)c, a(bc) est défini, alors I'autre 1'est aussi
et ces deux produits sont égaux. De méme pour les deux expressions a(b+ ¢) et ab+ ac,
ou (a+ b)c et ac + be, ou encore pour les trois expressions A(ab), (Aa)b et a(Ab) lorsque
A est un nombre réel.

[Remarque pour une deuziéme lecture. Pour une matrice a € M; ,,(R) fixée, 'appli-
cation
My n(R) — M, ,(R), br—— ab
de prémultiplication par a est linéaire. De méme, pour b € M,, ,(R) fixé, 'application
Mm(R) — M, ,(R), ar— ab
de postmultiplication par b est linéaire.]

Une matrice carrée a € M, (R) est dite inversible s'il existe des matrices b, ¢ € M,,(R)
telles que ba = ac = I,,. Dans ce cas, on a de plus ¢ = I,,c = (ba)c = b(ac) = bl,, = b; il
en résulte aussi qu'il y a au plus une telle matrice b (ou c!). On écrit a=! au lieu de b ou
c. [Dans la suite du cours, nous montrerons que, s'il existe une matrice b € M,(R) telle
que ba = I,,, alors a est inversible et a=! = b; de méme §’il existe une matrice ¢ € M, (R)
telle que ac = I,,, alors a est inversible et a™' = c.]

EXERCICES. Sia,b € M, (R) sont deux matrices inversibles, montrer que ab est aussi
inversible et que (ab)! = b ta~1. Noter I'ordre des facteurs dans le membre de droite.

0
v # 0. [En cas de difficulté, supposez d’abord que p = 0.

. A . . . .
Soit a = ( ’5 € M(R); montrer que a est inversible si et seulement si A # 0 et

L¢rest aussi fastidieux. 11 est avantageux de tirer parti du théoréme du § I11.4 qui suit.
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REMARQUE. Considérons un systeme linéaire a n équations et n inconnues, écrit
sous la forme ax = b. Si la matrice a est inversible, les solutions du systeme s’écrivent
évidemment z = a~'b. En pratique, le calcul de a=! est parfois difficile.

2. Applications linéaires : généralités

Il s’agit a nouveau d’un paragraphe de définitions et de notations.

Soient U,V deux espaces vectoriels. Une application linéaire de U dans V' est une
application a : U — V telle que

afu+u) = a(u) + a(u) pour tous u,u’ € U,
a(lu) = Aa(u) pour tous u € U et A € R.

Noter que, nécessairement, «(0) = 0 pour une telle application. On note L(U, V) Ien-
semble des applications linéaires de U dans V'; on écrit L(U) au lieu de L(U,U).

Pour U et V comme ci-dessus, L(U, V) est un espace vectoriel pour les opérations
définies par
(a+a)(u) = alu) +a'(u)
(Aa)(w) = Aa(u)
pour tous a,a’ € LU, V), A€ Ret u € U.

Pour les applications linéaires, la terminologie suivante est courante. Si a € L(U, V),
on dit aussi que a est un homomorphisme linéaire de U dans V' ; si « est de plus bijective,
¢’est un isomorphisme linéaire. Lorsque la source U et le but V' d’'un homomorphisme
linéaire coincident, c’est a dire lorsque U = V., on dit que a est un endomorphisme
linéaire de V ; un endomorphisme linéaire qui est bijectif est un automorphisme linéaire.

Les exemples qui suivent font appel a des notions qui n’ont pas encore été introduites
dans le présent cours (angles, projections orthogonales, symétries orthogonales), mais
qui font partie de la culture générale (au moins en petites dimensions) ; contrairement
a tout le formalisme mis en place en ce début de cours, ces notions ne se généralisent
pas aux cas d’espaces vectoriels et d’applications linéaires sur d’autres corps que R (ou,
avec des modifications mineures, C).

ExEMPLES. (i) Considérons d’abord des endomorphismes de R?, cason U =V = R?.

La projection sur le premier axe (Zj) — (g) est un endomorphisme linéaire de

R2. La symétrie relativement au premier axe <z> — ( i ) est un automorphisme

linéaire de R2. Plus généralement, la projection orthogonale sur toute droite du plan
passant par l'origine et la symétrie orthogonale relativement a une telle droite sont des
endomorphismes de R2. Une rotation du plan autour de I'origine est un automorphisme
de R2. Une translation d’amplitude non nulle n'est pas une application linéaire, par
exemple parce que I'image de I'origine n’est pas 1'origine.
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(ii) Notons P I'espace des applications polynomiales de R dans R. Les trois appli-
cations de P dans P définies par

f—f dérivation
t
f(t) — / f(r)dr primitive nulle en 0
0
f(t) — £ (1)
sont linéaires? En revanche, les applications

f—1/(0)]

fr— max |f(t)]

F(t) — f(t)?
ne sont pas linéaires.

(iii) Considérons le cas ou U =R™ et V = R"; soit a € M,, ,,(R). Lapplication

multiplication par ¢

a: R" — R™, x — ax

est linéaire. Son étude est essentiellement équivalente a celle des systemes linéaires de
la forme ax = b.

(iv) Soit U un espace vectoriel de dimension finie m et by, ..., b, une base de U.
Pour tout ¢ € {1,...,m}, Papplication

m
U—>R, U:E’Mjbj|—>ui
=1

est linéaire. On appelle forme linéaire sur un espace vectoriel U une application linéaire
de U dans R.

Composition d’applications linéaires

Soient U, V, W trois espaces vectoriels et o € L(U, V), 8 € L(V, W) deux applications
linéaires (noter que l'espace but de a est identiques & I'espace source de 3). On vérifie
que la composition Sa : U — W est une application linéaire. Ainsi, la composition
fournit une application

£<U7 V) X [’(Vrv W) - £<U7 W): (O‘?ﬁ) '—>ﬂ04.
[Remarque pour une deuxiéme lecture. Pour une application linéaire a € L(U, V) fixée,
I'application
LV, W) — LU W), B — Pa
de précomposition avec « est linéaire. De méme, pour § € L(V, W) fixé, 'application
LU V) — LUW), a — [a
de postcomposition avec 3 est linéaire.]
Dans la composition, noter I'ordre d’écriture Sa, conforme a ’écriture déja rencontrée

au § [.3.

20n a commis ici abus de désigner une application f € P par sa valeur f(t) en un point ¢ € R.
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EXERCICES. Soient U, V, W trois espaces vectoriels et a € L(U, V), B € L(V,W)
deux applications linéaires.

Montrer que, si les applications « et [ sont injectives, alors 'application Sa l'est
aussi. Exhiber un exemple montrant que Sa peut étre injective sans que 3 le soit.

Montrer que, si les applications a et § sont surjectives, alors I'application Sa l'est
aussi. Exhiber un exemple montrant que Sa peut étre surjective sans que a le soit.

Montrer que, si les applications « et [ sont bijectives, alors 'application Sa l'est
aussi (cette assertion est utilisée plus bas dans la preuve du dernier corollaire du § I11.3).
Exhiber un exemple montrant que Sa peut étre bijective sans que ni a ni 3 le soit.

PROPRIETES DE LA COMPOSITION DES APPLICATIONS LINEAIRES. Soient o, o/, " €
LU,V), 68,0,6"€ LIV,IW) et XA € R. Alors

(ﬁ,+5,/)01 _ ﬁ'a+ﬁ"a
ﬁ(a'—l—a”) — Ba’ + Ba”
(AB)ar = B(Aa) = A(Ba).

PREUVE. Exercice. [l

Sur 'ordre de composition des applications linéaires

Deux endomorphismes a, 3 d’'un méme espace vectoriel V' peuvent étre composés
de deux manieres; en général, les compositions Sa et af ne coincident pas, comme le
montre I'exemple suivant. Soit VV = R?; notons a la projection de R? sur le premier axe
et (8 la rotation d'un quart de tour dans le sens positif (contraire a celui des aiguilles
d’une montre). Si (ey, e5) désigne la base canonique de R?, on a par exemple

Ba(er) = Ber) = ea et afler) = alex) = 0,
ce qui montre bien que Ba # af (I'inégalité a un sens dans L£(R?)).

Plus spectaculairement, soient U, V' deux espaces vectoriels distincts et a € L(U, V),
B € L(V,U). Les compositions fa et af sont toutes deux définies, mais la premiere
appartient a I'espace L(U) alors que la seconde appartient a un autre espace, a savoir
L(V); il n’y aurait donc aucun sens a écrire une égalité entre elles.

Inverses des isomorphismes linéaires

Soient U,V deux espaces vectoriels et o : U — V une application linéaire.
Supposons d’abord I'application « bijective, de sorte que 1'application inverse o' :
V — U est bien définie (voir le chapitre T). Alors application o' est linéaire. En
effet, soient d’abord vy,vy € V. Par hypothese de bijectivité, il existe deux vecteurs
bien définis uy,us € U tels que a(u;) = vy et a(us) = vy ; notons que a=*(vy) = uy et
a(vg) = u(s), par définition de a~t. Comme a(u; + ug) = vy + vo par linéarité de «,
on a aussi

a Mo +v) = up+uy = a ) +a ().
On montre de méme que

a ') = Ao (v)
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1

pour tous A € R et v € V. Ceci acheve de montrer que a~"' est linéaire. Notons les

compositions
ata =idy € L(U) et aa !t =idy € L(V)
ou idy désigne I'application «identique» wu+—— u de U dans U, et de méme pour idy .

Réciproquement, sil existe une application linéaire g € L(V,U) telle que fa = idy
et af = idy, alors I'application linéaire a est bijective® et 8 = a1

3. Applications linéaires et bases

Voici le résultat principal du paragraphe.

PROPOSITION. Soient U,V deux espaces vectoriels. On suppose U de dimension
finie, notée m, et on choisit une base (b, ..., b,,) de U.

Pour toute famille (vy,...,v,) de vecteurs de V, il existe une unique application

linéaire o € L(U, V) telle que a(b;) = v; pour tout i € {1,...,m}.

PREUVE DE L’EXISTENCE. Tout vecteur u € U s’écrit de maniere unique u =
> ugb;. I suffit de poser a(u) = Y1 uv; ; on vérifie sans peine que a est linéaire et
applique b; sur v; pour tout i € {1,...,m}.

PREUVE DE L’UNICITE. Soit # € L(U, V') une application linéaire telle que 3(b;) = v;

pour tout i € {1,...,m}. Pour tous uy,...,u, € R, on a nécessairement
m m m
B <Z Uﬂ%‘) = Zuzﬂ(bi) = Zuivi;
i=1 i=1 i=1
par suite, B(u) = a(u) pour tout u € U, c'est-a-dire = a. O

EXEMPLES (avec U =V = R?). Notons (e, e2) la base canonique de R?,

Si vy = e; et v9 = 0, alors a est la projection sur le premier axe.

Si v, = e; et vy = ey, alors a est I'identité de R2.

Si vy = vy = 0, alors a applique tout vecteur de R? sur l'origine (a = 0).

Si v = ey et vy = —eq, alors a est la rotation d'un quart de tour dans le sens positif.
Siv; = es et vy = ey, alors a est la symétrie orthogonale fixant la premiere bissectrice.

1V = Vg = € I's a rojection ique sur remier axe qui 1qu
S , alors «a est la projection oblique sur le premier axe applique
ey — ey sur 0.

COROLLAIRE. Les espaces vectoriels LU, V) et V& --- @V (m facteurs) sont iso-
morphes, et par suite

dimg (L(U, V) = dimg (U) dimg (V).

3Preuve de I'injectivité : si w1, uz € U sont tels que uj # ug, alors B(a(u1)) # B(a(uz)), de sorte que a(u1) # a(uz).
Preuve de la surjectivité : a(3(v)) = v pour tout v € V.
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PREUVE. Il est immédiat que I'application
LOV) —Va-aV, ar— (ab),...ab)
est linéaire. La proposition précédente montre que c’est un isomorphisme linéaire.

[’assertion sur les dimensions résulte alors de ce que la dimension est additive par
somme directe. 0

REMARQUE. Il faut considérer V & ---@ V comme une somme directe de m espaces
vectoriels distincts, copies de V' (comme les différents facteurs R dans I'écriture R™).
En notations plus explicites, on pourrait envisager chaque «copie» de V comme un
espace vectoriel V® donné avec un isomorphisme ¢ : V — V@ et Iapplication de
la preuve précédente écrite sous la forme

LUV) —VDg...g VM, a r— (W (b)), .., "™ (b)) .

COROLLAIRE. Deuz espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seule-
ment sils ont méme dimension.

En particulier, tout espace vectoriel de dimension finie n est isomorphe a R™.

PREUVE. Soient U,V deux espaces vectoriels de dimensions finies.

Supposons d’abord que les dimensions de U et V' sont égales a un méme nombre n.
Choisissons une base (ay, ..., a,) de U et une base (b1, ...,b,) de V. En appliquant deux
fois T'assertion d’existence de la proposition précédente, on définit deux applications
linéaires ¢ : U — Vet ¢ : V. — U telles que ¢(a;) = b; et ¥(b;) = a; pour
tout ¢ € {1,...,n}. Vu que ¢¥(p(a;)) = a; et ¢(¥(b;)) = b; pour tout i € {1,...,n},
I’assertion d’unicité de la proposition implique que ¢ = idy et i = idy. Par suite, ¢
est bien un isomorphisme de U sur V.

Réciproquement, supposons qu'il existe un isomorphisme ¢ : U — V. Si (aq, . .., a,)
est une base de U, on vérifie que (¢(a1), ..., ¢(a,)) est une base de V', donc en particulier
que U et V ont la méme dimension.

Dans le cas ou V' = R", I'application linéaire

n
U — R, u = Z uja; — (Ui)i<i<n
i=1
est un isomorphisme. C’est ici la base canonique de R™ qui joue le role de (by,...,b,). O

4. Applications linéaires et matrices

Matrice d’une application linéaire relativement a des bases données

Soient V, W deux espaces vectoriels de dimension finie, B = (by, ..., b,,) une base de
Vet C=(c,...,c,) une base de W.

Si o € L(W,V) est une application linéaire (attention : ¢’est ici W qui est I'espace
source et V' l'espace but!!1),
m
o(c;) = Z S jbi (écriture unique) pour tout j € {1,...,n}.
i=1
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La matrice (s; ;) ar définition la matrice de o relativement auzx bases B

et C; on écrit

1<i<m,1<j<n €S0 P

(Si,j)1§i§m,1§jgn = Mpc(0) € Mypu(R).

C’est donc la matrice dont les colonnes sont les coordonnés dans la base au
but des images par ¢ des vecteurs de la base a la source.

Difficulté : ne pas confondre les indices lignes, correspondant a l’espace but V' de o,
et les indices colonnes, correspondant a ’espace source W de o. (Noter que W [respec-
tivement C, w, j, n] est dans I'alphabet le successeur de V' [resp. B, v, i, m].)

ExXEMPLES. (i) Considérons le cas ou V- =W = R? et ot B = C est la base canonique
Can = (e, eg).

Notons pg la rotation d’angle 6 dans le sens positif. Notons dy une droite passant
par lorigine de R? et faisant avec le premier axe un angle 6 (c’est donc l'image du
premier axe par py); notons encore oy la symétrie orthogonale relativement & 6 et 7y la
projection orthogonale d’image dy.

Introduisons la base C = (py(e1), po(e2)), image de la base canonique par la rotation
Po-

Certaines des matrices associées aux applications py, g, Ty s’écrivent sans aucune
peine. Ainsi :

eauipn = (§5) - ecten = (5 9) et weatw = ()

(la premiere de ces égalités montre que la matrice identité peut représenter autre chose
que l'application identique). D’autre part, les propriétés des sinus et cosinus montrent
que

cosf  sinf cosf sinf
Me.can(00) = (sin@ — o8 9) et Me.can(mp) = ( 0 0 ) '
Si hy désigne I’homothétie centrée a l'origine de rapport 2, alors

20
MCan,Can(hQ) - <0 2) .

En fait Mg p(hs) = <g g) pour toute base B de R?!

(ii) Soient maintenant V' = W l'espace P, des fonctions polynomiales de degrés
au plus n, et soit B la base! de P, constituée des fonctions t — #/ (0 < j < n). Si o

4Dans un espace vectoriel de dimension n, les vecteurs d’une base sont souvent indexés par les entiers de 1 & n;
mais ceci n’est pas une obligation. L’espace Pp, est de dimension n + 1; il est souvent agréable d’indexer comme ici les
vecteurs d’une de ses bases par les entiers de 0 & n (plutét que de 1 & n + 1).
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€2
po(€2) og(e1)
pole
Ty 1)
0(62)
0
€1
og(€2)
Fic. 1
est I'application de dérivation, alors
010 0 0
002 0 0
000 0 0
Mgpg(o) = : :
000 n—10
000 0 n
000 0 0

(iii) Soient W T'espace R®, muni de sa base canonique Can = (ey,es,e3). Soit V
x

le sous-espace de W des vecteurs |y | tels que x +y + 2z = 0; on vérifie que B =
z

(€1 — e, e5 — e3) est une base de V. Considérons dans R? la projection orthogonale p
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d’image V', définie par

x r—3(z+y+2)
ply|l = ly—3@+y+2)
z z— (@ +y+2)
On calcule
2
3 of 1\ o
pler) = —3 | = 3 —1 —|—§ 1
1
-1 0 1
1
3 o (Y
1
-1 0 1
_1 1
3 1 2
ples) = | =5 = —3| =1 3| !
2 0 —1

de sorte que

MB,C(m (p) - (

Wl Wwin

A titre de vérification, notons que
1

Dans cette égalité, la colonne —1 a gauche du signe «égal» a pour coefficients les
0

Wl Wi

Wl Wl
(.
wWino Wi
v
|
O ==
Il
N
O =
N———

, 1. . .
coordonnées du vecteur e; — e, dans la base Can, alors que la colonne  a droite du signe

0
«égal» a pour coefficients les coordonnées du méme vecteur dans la base B. On vérifie
de méme

(

(iv) Soit V un espace de dimension m muni d'une base B = (by,...,by,). Si « est
un endomorphisme de V', alors Mp g(a) = I,,, si et seulement si a = idy.

Wl Wi

Wl W=
[
WIN Wl
N——

|
)
Il
VRN
)
N——
¢}
=+
VR
W Wi
|
Wl Wl
(.
LWIND W

En revanche, soient o un automorphisme de V' et C la base (o(by),...,0(by)); alors
Mec (o) = I,,, y compris dans le cas ol o n’est pas égal a I'indentité!
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Application linéaire définie par une matrice, relativement a des bases

données
Soient V, W deux espaces vectoriels de dimension finie, B = (by, ..., b,,) une base de
Vet C=(cy,...,c,) une base de W, comme plus haut.

Pour toute matrice s € M, ,(R), on définit 'application linéaire ¢z c(s) € L(W, V)
de l'espace W (donné avec sa base C) dans I'espace V' (donné avec sa base B) comme
I'unique application linéaire de W dans V' telle que

m

(Cge(s))(c;) = Zsi,jbi pour tout j, 1<j<n.
i=1
Il en résulte que, si w = Z;nzl wjc; € W a pour image par {ge(s) un vecteur v =
S vib;, alors

=1

n
v; = Z 5i W, pour tout 7, 1 <7< m.
j=1

EXEMPLES. (i) Si W = R? et V = R? sont munis des bases canoniques respecti-
vement notées Cang et Cans, la matrice (Z Z ;) dans M, 3(R?) définit I'application

linéaire

< 8

s 9 pr +qy +rz
gCan27CGn3 PR —R ’ z '—) <u$+Uy+wz) ‘

(i) Si W = R™ est muni de la base canonique Can, toute matrice (A -+ Ay)
dans M; ,,(R"™) fournit une forme linéaire

21
n L2 En
’ i=1

Tn

(R est muni de la base & un élément, le nombre 1!).
THEOREME IT1.1 (résultat principal du paragraphe). On conserve les notations
précédentes. Les applications
LW, V) — Mppn(R), 0 — Mpc(o)
My n(R) — LW, V), 5 — Lpe(s)
sont d’une part des isomorphismes linéaires inverses ['un de ['autre, et sont d’autre part
compatibles avec la composition des applications et la multiplication des matrices. Cette

compatibilité se traduit par les formules suivantes, ou U [respectivement V., W] est un
espace vectoriel de dimension | [resp. m, n] donné avec une base A [resp. B, C] :

(%) Mag(T)Mpc(o) = Mac(to) pour o € LW, V) et e LIV,U);
(%) Cap(t)lpe(s) = Lacl(ts) pour s € My, ,(R) et t € M,;,,(R).
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REMARQUE. Ce théoreme peut étre vu comme une ébauche de dictionnaire entre les
langages «applications linéaires entre espaces vectoriels munis de bases» et «matrices» .
Un dictionnaire est conc¢u pour étre utilisé avant d’étre lu de part en part. Nous utiliserons
cette analogie pour justifier le fait de ne rédiger ici qu’une partie de la preuve; ceci dit,
une preuve complete ne nécessite aucune idée originale et consiste en vérifications de
routine.

PREUVE D’UNE ASSERTION DU THEOREME. Posons
s = Mpe(o) € Mpn(R)
t = Map(r) €Mym(R)
T = Myc(ro) € My (R);
il s’agit de vérifier que = = ts.

Pour tout k € {1,...,n}, on a d'une part

(ro)(ck) =7 (o(c)) = 7 (Z sj,kbj> = Zsjﬂ(bj) = Zsj,kzti,jai —
Z (Z ti,jsj,k> a;

i=1 \j=1

et d’autre part
!
(To)(ck) = in,kai-
i=1

Par suite, on a

m

Tik = Zti,jsj,k

j=1

pour tous i € {1,...,l} et 7 € {1,...,m}, c’est-a-dire x = ts. O

Il résulte par exemple du théoreme que, pour un espace vectoriel V' muni d'une base
B et un automorphisme o de V, les matrices relativement & B de o et de o~! sont
inverses I'une de l'autre :
-1 —1
Mlg’B(O' ) = MB,B(U) .

5. Applications linéaires et changements de bases

Au début du § I11.4, nous avons montré comment associer une matrice a une applica-
tion linéaire et des bases. A différents choix de bases correspondent différentes matrices,
et il s’agit maintenant de comprendre la relations entre ces matrices.

Pour cela, considérons un espace vectoriel V' de dimension finie donné avec deux
bases B = (by,...,by) et B/ = (b},..., b)), ainsi qu'un espace vectoriel W de dimension

finie donné avec deux bases C = (¢1,...,¢,) et C' = (¢}, ..., c,). C’est une conséquence
importante de la formule (x) du théoréme précédent que, pour o € L(W, V'), nous avons

MB/7CI(O‘) = MB’,B(idV) MB,C(O) MC,C’(idW)-
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La matrice Mp 5(idy) € My,(R) est la matrice de passage de B a B, et Mc o (idw) €
M, (R) est la matrice de passage de C’ a C.

Cas particulier lorsque W =V, C = B, ' = B et 0 € L(V) : si on pose t =
Mp 5(idy ), alors
MB’,B’(U) = tMBVB(O')til.

Deux matrices s, s’ € M,,(R) sont dites semblables s'il existe une matrice inversible
t € M,,(R) telle que s’ = tst!. Dans la formule ci-dessus, les deux matrices My g (0)
et Mp (o)t ! représentant o sont donc semblables

EXEMPLE. Soit mp € L(R?) la projection orthogonale de R? sur une droite faisant
un angle 0 avec le premier axe. Soient Can = (e, e;) la base canonique de R? et B =
(pole1), po(e2)) la base obtenue par une rotation d’angle §. Comme au § 111.4, les matrices
de my relativement a Can et B sont

cos?0 cosfsind 10
Mean,can(ms) = (cos@sin@ sin @ ) et Mis,5(m) = (0 O)'

La matrice de changement de base, notée t, et son inverse sont données par

) cosf —sinb _ ) cosf sinf
t = Means(id) = (sin@ cosf ) et ¢ = Mis,can(id) = (— sinf cos 9)'

(L OY 1 cos?6  cosfsinf
00 ~ \cosfsing sin’0 )

6. Noyaux et images des applications linéaires

On vérifie que

Soient V, W deux espaces vectoriels et o € L(W, V) une application linéaire.

Notons que [’image Im(o) de o (définie comme au chapitre 1) est un sous-espace
vectoriel de V. Il est évident que I'application o est surjective si et seulement si Im(o) =

V.

Notons aussi que l'image inverse o *(0) de l'origine est un sous-espace vectoriel de
W. Par définition, c¢’est le noyau de o, noté Ker(o).

PROPOSITION. Avec les notations ci-dessus, 'application o est injective si et seule-
ment si Ker(o) = {0}.

PREUVE. Supposons d’abord que le noyau de ¢ est réduit a zéro. Soient wq,ws € W
tels que o(wy) = o(wg). Alors o(w; — wy) = 0, donc w; — wy = 0 par hypothese, donc
wy = wsy. Ainsi, o est injective.

Réciproquement, si 'application o est injective, alors il n'y a qu'un vecteur dans W
d’image l'origine de V, donc Ker(o) = {0}. O
REMARQUES. (i) Soient V,W des espaces vectoriels, a € LW, V) et v € V. On a
I’alternative suivante :
(i) ou bien v € Im(a), c’est-a-dire o *(v) = 0;

(iii) ou bien il existe w € W tel que a(w) = v, et alors a }(v) = w + Ker(a),
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ot w+ Ker(a) = {z € W | il existe y € Ker(a) tel que z = w + y}, par définition. (At-
tention : w + Ker(a) n'est pas en général un sous-espace vectoriel de W'!)

(iv) Soient U,V,W, X des espaces vectoriels et p € L(X, W), 0 € LIW,V) et
T € L(V,U) des applications linéaires.

On a o (Ker(ro)) C Ker(7); si de plus o est un isomorphisme de W sur V', alors

I'inclusion est une égalité, de sorte qu’en particulier les espaces vectoriels Ker(ro) et
Ker(7) sont isomorphes.

On a Im(op) = o (Im(p)); si de plus o est une injection de W dans V, alors les
espaces Im(op) et Im(p) sont isomorphes.

THEOREME I11.2 (formule de la dimension). Soient V,W deuz espaces vectoriels,
avec W de dimension finie, et 0 € LW, V). Alors les espaces Im(o) et Ker(o) sont de
dimension finie, et

dim(W) = dim (Im(0)) + dim ( Ker(o)).

PREUVE. Notons d’abord que les sous-espaces Ker(o) de W et Im(o) de V sont de

dimensions finies. Soit (cy,...,¢,) une base de W obtenue par complétion d'une base
(c1,...,¢q) de Ker(o).
Affirmation : la suite B = (0(cg4+1), ..., 0(c,)) est une base de Im(o).

En effet, il est évident que B est une partie génératrice de Im(c). Il reste donc a
vérifier que c’est une partie libre. Soient A 41, ..., A, une suite de nombres réels tels que
> i—gr1Njo(cy) = 0. Alors 377 ) Ajej est dans le noyau de o, de sorte qu'il existe des
nombres réels A1, ..., A, tels que D77 ) Aje; = Y21 Aieg. 11 résulte alors du fait que

(¢1,...,cy) est une base de W que les A; sont tous nuls. O

AUTRE PREUVE (ESQUISSE). Le sous-espace Ker(c) de W donne lieu & un espace
quotient W/ Ker(o) (voir le § I1.6). Pour tout élément = € W/ Ker(o), on définit un
élément a(x) € Im(o) en posant a(z) = o(w), ot w est un vecteur de W tel que
[W]ker(s) = . On vérifie que I'application

a = W/Ker(o) — Im(o)
est ainsi bien définie, linéaire, et que c¢’est un isomorphisme. La formule de la dimension
résulte donc de la derniere proposition du § II.6. 0

COROLLAIRE. Soient V,W deuz espaces vectoriels de dimension finie et o une ap-
plication linéaire de W dans V.
(i) Sidim(W) < dim(V'), alors o n'est pas surjective ;
(ii) si dim(W) > dim(V'), alors o n’est pas injective ;
(i) s1 dim(W) = dim(V'), alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
o est surjective, o est injective, o est bijective.

Exemples pour montrer que I’hypothése «de dimension finie» mne peut étre omise
dans le corollaire précédent. Soit P I'espace vectoriel de toutes les applications polyno-
miales de R dans R, qui est de dimension infinie. Soit o € £(P) la dérivation; alors o
est une application surjective non injective. Soit 7 € L(P) le passage a une primitive
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nulle en zéro, c¢’est-a~-dire 'application linéaire définie par (T ) fo y) dy; alors
p est une application injective non surjective.

Cas des matrices

Pour toute matrice s € M,,,(R), on écrit Im(s) pour l'image de I'application
leancan(s) @ R" — R™ (le premier «Can» désigne la base canonique dans l'espace
but R™, et le second la base canonique dans l'espace source R™). De méme, Ker(s)
désigne le noyau de cette application.

COROLLAIRE. Soit s € M,(R) une matrice carrée. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

() Ker(s) = {0}

(ii) Im(s) =R";

(i) Leancan(s) est un isomorphisme ;

(iv) s est inversible;

(v) les colonnes de s constituent une base de R™ ;

(vi) les colonnes de s constituent une famille libre de R™ ;

(vii) les colonnes de s constituent une famille génératrice de R™.

PrREUVE. L’équivalence de (i), (ii) et (iii) est un cas particulier du corollaire précé-
dent. L’équivalence de (iii), (iv) et (v) résulte immédiatement du théoreme du § I11.4.
Les propriétés (v), (vi) et (vii) sont équivalentes par un corollaire du § I1.3. O

7. Applications linéaires et rang

Le rang d’une application linéaire o € L(W, V) est la dimension rang(c) de Im(o);
on remarque que rang(o) < max{dim(V’),dim(W)}. Le rang d’une matrice s € M,, ,,(R)
est le rang de l'application linéaire leop can(s) € L(R™, R™).

REMARQUES. (i) Soient U, V, W, X des espaces vectoriels de dimension finie et p €
LIX, W), 0 € LW, V), 7 € L(V,U) des applications linéaires. Si p et 7 sont des

isomorphismes, alors les applications o et Top ont méme rang.

En effet, Im(7op) = Im(70) par surjectivité de I'application p, et I'isomorphisme 7
fournit une application linéaire

Im(o) — Im(70), v — 7(v)

qui est un isomorphisme par injectivité de I'application 7. Par suite dimg(Im(c)) =
dimg(Im(70)) = dimg(Im(7op)).

(ii) Soient V un espace vectoriel de dimension finie, vy, ..., v, des vecteurs de V

et U le sous-espace vectoriel de V' qu’ils engendrent. Si r désigne la dimension de U, il

existe des entiers i1, g, ..., 4., avec 1 < iy < iy < ... <1, <n, tels que (v;,,viy,...,0;)
soit une base de U. (C’est un cas particulier du lemme d’échange.)

En particulier, si s € M,,,(R) est une matrice de rang r, il existe des entiers

11,19, ..., 1, comme ci-dessus tels que les colonnes de s correspondant a ces entiers consti-
tuent une base du sous-espace Im(s) de R™. Cette suite d’entiers n’est pas univoquement
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définie par s, mais sa longueur l'est : le rang d’'une matrice est le nombre maximum de
ses vecteurs colonnes qui soient linéairement indépendants. (En anticipant sur la fin du
§ TI1.7, on peut également affirmer que le rang d’'une matrice est le nombre maximum
de ses vecteurs lignes qui soient linéairement indépendants.)

PROPOSITION (= version linéaire du «théoreme du rang» ). Soient V,W deux es-
paces vectoriels de dimension finie et o € L(W, V') une application linéaire de rang r.
Alors il existe une base B = (by,...,by) de V et une base C = (cy,...,c,) de W telles
que

bj pour je{l,...,r},
ole) = { 0 sinon,

Mge(o) = (IOT 8>,

ou I, désigne une matrice unité de taille r et ou les trois 0 désignent des matrices nulles
de tailles appropriées (voir plus bas).

c’est-a-dire telles que

PREUVE. La formule de la dimension montre que
dimg(Ker(o)) = dimg(W) — dimg(Im(o)) = n —1.

Il existe donc une base (cq,...,¢,) de W telle que (¢,41, ..., ¢,) est une base de Ker(o).
Posons b; = o(c¢;) pour ¢ € {1,...,7}; il résulte de la preuve de la formule de la
dimension que (by,...,b,) est une base de Im(o). On peut donc la compléter en une
base (b1, ...,b,) de V. On vérifie alors que la matrice Mpc(o) a la forme indiquée. [

REMARQUE. Cette proposition joue un role clé dans quelques-uns des théoremes les
plus importants de la théorie des fonctions de plusieurs variables (Analyse II), & savoir
le théoreme du rang et ses cas particuliers (théoreme des fonctions implicites, théoreme
de la submersion, théoreme de I'immersion).

EXEMPLE. Déterminons une base du noyau et une base de I'image de la matrice

1234

s=14321

1111

Si on pose 0 = leang.cany (8), o0 a donc
T

T+ 2y + 32+ 4
o R* — R3, O'Z = 4dx+3y+2z+t
' THy+z+t

et MCang,Can4(U) = S.

Les coordonnées d’un vecteur du noyau sont les solutions du systeme linéaire ho-
mogene

r 4+ 2y 4+ 32+ 4 =0
dr + 3y + 2z + t = 0.
T+ Yy + 24+t =0



70 Applications linéaires

La méthode de Gauss fournit successivement
r+ 2y + 3z + 4
-5y + —10z + —15t =
-y + -2z + =3t =0

Il
oo

et

Les solutions du systeme s’écrivent donc
x A2 1 2
y| [ =2A=-3p | _ -2 -3
2| = NN el IR Bl I
t L 0 1
ol A et p sont arbitraires. Par suite les vecteurs
1 2
—2 -3
k3 == 1 et k'4 = 0
0 1

constituent une base du noyau Ker(s).

La formule de la dimension montre que la matrice s est de rang 2. Si e; (1 < j <4)
désignent les vecteurs de la base canonique de R*, on vérifie que (e, e, k3, ky) est une
base de R*. Les images par o des vecteurs de cette base qui ne sont pas dans Ker(o),
c’est-a~dire les vecteurs

1 2
ole;) = |4 et oles) = |3
1 1

constituent une base de I'image Im(s).

Ecriture de matrices par blocs

Nous n’indiquons ici que des exemples, pour ne pas avoir recours a des notations
plus lourdes.

Etant donné une matrice s € M,,,(R) et des décompositions m = m; + mg et
n = ny + ng en sommes d’entiers positifs, on a une écriture par blocs

_(ab
= \cd
avec a € My, n, (R), b € My, 1, (R), ete.

On peut montrer (c’est élémentaire et fastidieux) que 1’écriture par blocs est compa-
tible avec le produit des matrices. Par exemple, pour des entiers donnés comme sommes
d’entiers positifs [ = 11 + la, m = mq +ma +m3 et n =n; + no, On a

/ /
abc a/ Z, ~ (ad +bd +ce’ abl +bd +cf’
def z, I - \dd +ed + fe' db +ed + ff )’
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oua € My m, (R), b€ My, 1y (R), .., f" € My, (R), ..., ad b, ce’ € My, 1, (R), ... ...
o db +ed + ff € My, ., (R).

La proposition précédente implique I'énoncé suivant pour les matrices.

COROLLAIRE. Soit s € M, ,(R) une matrice de rang r. Il existe des matrices inver-
sibles g € M,,(R), h € M,(R) telles que

I. 0
gsh = < 0 O) .
Matrices équivalentes

Deux matrices s, s” € M, ,(R) sont équivalentes s’il existe des matrices inversibles
g € M, (R), h € M,(R) telles que s” = gs'h. [Ne pas confondre avec la définition de
«semblable» , au début du § I11.5.]

PROPOSITION. Deuzx matrices de My, ,(R) sont équivalentes si et seulement si elles
ont méme rang.

PREUVE. Soient §',s" € M, ,(R).

Si s’ et s” ont méme rang, il existe des matrices inversibles ¢',¢" € M,,(R) et

R’ h" € M, (R) telles que
INAN) ]T 0) I/BNIAN
gs'h = < = g's"h",
00

S// — ((gl!)—lg/) 8, (hl(h//)—l)

de sorte que la matrice

est équivalente a s'.

Si les matrices s’ et s” sont équivalentes, ¢’est-a-dire s’il existe des matrices inversibles
g € M,,(R) et h € M,(R) telles que s” = gs'h, alors

dimg (Im(s")) = dimg (Im(gs’)) = dimg (Im(s"A™")) = dimg (Im(s")),
c'est-a-dire rang(s’) = rang(s”) ; comparer avec la premiere remarque du § I11.7. O
PROPOSITION. Une matrice et sa matrice transposée ont le méme rang.
REFORMULATION. Pour s € M,, ,(R), la dimension du sous-espace de R™ engendré

par les colonnes de s est égale a la dimension du sous-espace de R" engendré par les
transposées des lignes de s. [Remarque : c¢’est évident lorsque m =1 oun = 1]

.
00 00

évidente. [Noter toutefois que les «0» dans I’écriture par blocs de s représentent des

matrices dont les tailles sont en général différentes de celles des matrices représentées

par des «0» dans 'écriture par blocs de s!]

PREUVE. Si s = <I 0), alors ts = (17" 0) et I'assertion de la proposition est

Dans le cas général, on peut écrire

o ITO t, __t [Tot
sg(o O)h et 's= h(O O> g,
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de sorte que

rang (‘s) = rang <th (8’ 8) tg) = rang ((]Or 8)) = r = rang(s). O

8. Systémes linéaires

Considérons une matrice a € M, ,(R), un vecteur b € R™, le systeme linéaire
(%) ar = b
et le systeme linéaire homogene
(k) ar = 0
correspondant. On définit la matrice augmentée® du systéme (x).

OBSERVATION 1. Six,y € R™ sont deux solutions de (x), alors x—y est une solution
de ().

OBSERVATION 2. Si z est une solution de (x) et z une solution de (xx), alors x + z
est une solution de (x).

THEOREME I11.3. Soit v le rang de a. Les solutions du systéme homogéne (k)
forment un sous-espace vectoriel de R™ de dimension n—r. En particulier, 0 est ['unique
solution de (xx) si et seulement si r = n.

PREUVE. Voir la formule de la dimension. O

THEOREME II1.4. Le systéme a m équations et n inconnues (x) posséde une solution
si et seulement si la matrice a et la matrice augmentée (a b) ont méme rang.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, la solution générale de (x) contient n — r
parametres arbitraires ; elle est obtenue en ajoutant une solution particuliere de (x) a la
solution générale du systéeme homogene (xx).

PREUVE. Pour que le systéme (x) ait une solution, il faut et il suffit que b € Im(a),
c'est-a-dire que (Im(a),b) = Im(a) [pour la notation (...), voir le § I1.2]. Le reste de
I’énoncé résulte immédiatement de ce qui précede. O

9. Dual d’un espace vectoriel

Le dual d'un espace vectoriel V' est 1'espace vectoriel V' = L(V|R).

Si V est de dimension finie, alors V et V' ont méme dimension, et sont donc iso-

phisme canonique entre V et V'. (De plus, si V' est de dimension infinie, V" et V'’ ne sont
pas isomorphes.)

5Attention : a € Mmn(R) et b € My, 1(R) sont deux blocs de la matrice augmentée, qui est une matrice & m lignes
et n 4 1 colonnes; il ne s’agit aucunement d’un produit de a par b, produit qui n’est d’aileurs pas défini lorsque m # n.
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La base duale d'une base B = (b1, ...,b,) d'un espace vectoriel V' de dimension finie
est la base B' = (b}, ...,V,) de 'espace dual V' définie par

Wb 1 si 1=y,
j( i)_ 0 sinon.

Pour montrer que B’ est une base de V’, il suffit de montrer que ses vecteurs sont
linéairement indépendants (car le nombre d’éléments de B’ est égal a la dimension de
V'), ce dont nous laissons la vérification au lecteur.

EXEMPLES. (i) Soit (ej, e, €3) la base canonique de R? et (€}, €5, €3) la base duale de
I’'espace vectoriel dual. Alors

x x T
e |y = =z elyl =v, et esly] ==
z 2 z

(ii) Soit P, l'espace des applications polynomiales de R dans R de degré au plus
n et B= (fy,...,fn) la base définie par f;(t) = +t/. Notons D € L(P,) 'application

7!
de dérivation, D? la dérivée seconde, etc . Notons par ailleurs &y € L(P,,R) la forme

lindaire «évaluation en zéro» définie par &y(f) = f(0). Alors §¢D7 € (P,)" pour tout
j€{0,...,n}.
On vérifie sans peine que B’ = (dg, 0D, g D?, ..., 00D™) est la base duale de B.
Soit, alors f un élément de P,, et f = Z?:o A; f; son écriture dans la base B. Alors
SoD*(f) = A\, ou encore N\ = %(0) pour tout k € {0,...,n}, de sorte que
"L dkf L1 dkf

f(t) = W(())fk(t) = ik
k=0 k=0

(02",
ce qui est un cas particulier de la formule de Taylor.

DEFINITION. Soient V, W des espaces vectoriels et o : W — V une application
linéaire. La transposée de o est I'application linéaire o’ de V' dans W’ définie par o'(p) =

©oo.
PROPOSITION. Soient U, V,W des espaces vectoriels et o € LW, V), T € L(V,U).

Alors (to) = o'1'.

PREUVE. Il est immédiat que
(10)'(p) = 10 = 0'(p7) = o' (7'(¢))
pour tout ¢ € V. O

PROPOSITION. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. L’application de V

dans le dual du dual de V' définie par
Vi— R
vV — V" v —
@ — ¢(v)

est un isomorphisme linéaire.
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LEMME. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Pour tout vecteur non nul
v €V, il existe une forme linéaire ¢ € V' telle que p(v) = 1.

PREUVE DU LEMME. Il existe une base de V' dont v soit le premier vecteur. Il suffit
de prendre pour ¢ le premier vecteur de la base duale. O

PREUVE DE LA PROPOSITION. Le lemme montre que I'application de la proposition
est injective. La conclusion résulte du fait que V et le dual de son dual sont des espaces
vectoriels de méme dimension. O

PROPOSITION. Soient V., W, o,0" comme dans la définition précédente. Soient B [res-

pectivement C| une base de V' [respectivement W] et B’ [respectivement C'] sa base duale.
Alors

Me (o) =" (Mpc(0)).
PREUVE. Convenons des notations
B = (by,...,bm) B = (b,...,0,)
C = (c1y---,0n) C'=(d,...,d)
ainsi que s = Mpc(o) et x = Merg(o'). Pour tous @ € {1,...,m} et j € {1,...,n},
nous allons écrire (o’(})) (¢;) de deux manieres; notons que o’(b;) est I'élément b0 de
w’.

D’abord par définition de la matrice s, nous avons

(0'(b)) (¢j) = b (a(cs)) = b (Z Sk,jbk> =) segblbe) = siy.

Ensuite, par définition de la matrice z, nous avons

(0'(6)) (¢j) = (Z ﬂfz,iCE) (c)) = > wmac(e) = zj,.
1=1 =1
Ceci montre bien que z = !s. O

10. Exercices

(ITI.1) On pose a = (8 (1)) et b= (? 8) Dans M5(R), calculer les trois matrices

a>+2ab+b* , a*+2a+b et a*+ab+ba+ b = (a+b)

(IT1.2) Soit a la matrice . Calculer les puissances a2, a®, a* et a’.

oSO OO
OO O
S O =N
o O Ot W

(IIL.3) a = <} (1)> € M,(R). Montrer par récurrence sur k que, pour tout entier

k > 2, tous les coefficients de la matrice a* sont strictement positifs.
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(II1.4) Pour tout entier p > 1 et pour toute matrice carrée ¢ € M,(R), on définit la
trace de ¢ comme étant le nombre trace(c) = > 7 ¢y

Pour deux entiers m,n > 1 et deux matrices a € M,,,(R), b € M, ,,(R), montrer
que tr(ab) = tr(ba).

(II1.5) Soient n > 1 un entier et a € M, (R) une matrice.
(i) Sia* =0, montrer que I, + a est inversible, et que (I, +a)™* = I, — a.

(i) Si a® = 0, montrer que I, + a est inversible, et trouver une formule analogue a
celle de (i) pour (I, + a)™L.

ii)! Plus généralement, s'il existe un entier & > 1 tel que a* = 0, montrer que I, + a
g
est inversible et trouver une formule pour (7, + a) .

(iii) Ecrire une matrice non nulle b € My(R) telle que b* = 0.

(iv) Ecrire une matrice ¢ € M3(R) telle que ¢* # 0 et ¢® = 0.

(IT1.6) Soit a une matrice a 2 lignes et 3 colonnes. Trouver une matrice t € My(R)
telle que la matrice ta soit obtenue a partir de a en échangeant les 2 lignes.

(II1.7) Soient V, W deux espaces vectoriels, a : V' — W une application linéaire et
(i);e; une famille de vecteurs de V.

Si I'application « est injective, montrer que la famille (v;),.; est libre dans V' si et
seulement si la famille (a(v;)),c; est libre dans W.

Si I'application a est surjective, est-il vrai que la famille (v;),., engendre V' si et
seulement si la famille (a(v;)),., engendre W ?

(IT1.8) Soient V un espace vectoriel et e un endomorphisme de V tel que e? = e (on
désigne par €? la composition de e avec e).

(i) Montrer que V est la somme directe de Im(e) et Ker(e).

(ii) Vérifier que Im(1 — e) = Ker(e) et Ker(1 — e) = Im(e); le symbole 1 désigne ici
I'automorphisme identique de 'espace vectoriel V' (noté ailleurs idy).

NoTE. Un endomorphisme e de V est dit idempotent s'il est tel que e = e.

(II1.9) Soient V un espace vectoriel et a un automorphisme de V' tel que a? = 1. On
pose e = $(1 — &) ; noter que cette égalité a un sens dans L(V).

(i) Vérifier que 'endomorphisme e de V' est idempotent.

(ii) Vérifier que a(z) = = pour tout = € Ker(e) et a(x) = —z pour tout x € Im(e).

(II1.10) Soient P, des fonctions polynomiales de degrés au plus n, et soit B la base
de P, constituée des fonctions ¢t — ¢/ (0 < j < n). Calculer la matrice Mg p(a) de
I’endomorphisme linéaire o de P,, défini par

(i) (a(f))(t) = f(t+ 1) pour tout t € R,
(ii) a(f) = f" (dérivée de f).
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(TT1.11) On désigne par C = (ey, €2, e3) la base canonique de R®. Ecrire les matrices
relativement a C de

(i) la projection (x,y,2) —— (z,y,0) «sur le plan horizontal» |

(ii) une rotation d’un tiers de tour autour de 'axe engendré par le vecteur e; + es + e3.

(II1.12) Soit P3 l'espace vectoriel des fonctions polynomiales de R dans R de degrés
au plus 3, muni de la base ( fj)j:o Lo définie par f;(t) = t/. On considére Iapplication
a : P3 — P3 qui applique une fonction polynomiale P(t) sur le reste de la division de
(1+t+t2+13)P(t) par t4.

(i) Vérifier que 'application « est linéaire.

(ii) Ecrire sa matrice relativement a la base (f;)

j=0,1,2,3"
0-23 5

(IT1.13) Etant donné la matrice a = |2 3 1 —2 ], déterminer une base de son
6 5 9 4

noyau et une base de son image. [Indication. Une méthode consiste a déterminer d’abord
une base de Ker(a), puis de la compléter en une base de R%, et enfin d’en déduire une

base de Im(a).]

(TT1.14) On note z, y et z les coordonnées d'un point de R? relativement a la base
canonique. Ecrire une matrice a € M3(R) telle que Im(a) soit le plan d’équation z +
2y + 32 = 0.

1 0 1
(II1.15) On considere les vecteurs a = | 2 |,b= (2] et d = 1] de V =R3,
—1 1 —1

ainsi que la base canonique C = (eq, 9, €3).
(i) Vérifier que B = (a, b, d) est une base de V.
(ii) Ecrire la matrice de changement de base M s(idy ).

(iii) Résoudre les trois systemes linéaires

x + 2z =1 x +2=0
2z + 2y + 2 = 0 2v + 2y + 2z =1
-+ y —z2=0 -r + y —z=0
et
x + 2z =0
2v + 2y + 2 = 0.

-+ y —z=1
(iv) Ecrire la matrice de changement de base Mg (idy ).

(v) Vérifier que les matrices M¢ g(idy ) et Mpc(idy) sont inverses I'une de I'autre.

Soit E le sous-espace vectoriel de V' engendré par a et b, soit D la droite engendrée
par d, et soit 7 : R® — R? la projection sur E parallelement & D (= de noyau
D).
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(vi) Ecrire la matrice de 7 relativement a la base B.

(vii) Ecrire la matrice de 7 relativement a la base C.

9 12 15

12
(IT1.16) Soit @ la matrice | 19 26 33 |. Sachant que a = [ 3 4 (411 g 2), pouvez-
29 40 51 5 6

vous décider sans calcul si a est de rang 37

(ITI.17) Soient V un espace vectoriel réel, ¢ : V. — R une forme linéaire et z € V
un vecteur tel que ¢(x) # 0. Montrer que V' est somme directe du noyau Ker ¢ et de la
droite Rz.

(IT1.18) Existe-t-il une application a € L(R?) telle que Ker(a) = Im(a) ? une appli-
cation 3 € L(R?) telle que Ker(a) = Im(a) ?

(IT1.19) Soit V T'espace des formes lindaires sur R? et soit W l'espace des fonctions
¢ : R® — R de la forme ¢(x,y,2) = az? + by? + cz? + 2dyz + 2exz + 2fzy, avec
a,b,c,d, e, f € R. On considere I'application D : W —— V' définie par

(Do)(ay.2) = G, + G w.2) + G0,
(i) Déterminer I'image de D.
(ii) Déterminer une base du noyau de D.
(I11.20) (i) Dans l'espace R? muni de la base canonique (ej, e3), on considere

trois droites L1, Lg, Ls distinctes deux a deux, ainsi que les trois droites D; = Rey,
Dy = Rey, D3 = R(e; +€3). Montrer qu’il existe un endomorphisme linéaire o de R? tel
que a(D;) = L; pour j € {1,2,3}.

(ii) Dans l'espace R?® muni de la base canonique (ey, ez, e3), on considere quatre
droites Ly, Lo, Ls, L4 telles qu’auncun plan de R3 ne contienne trois d’entre elles, ainsi
que les quatre droites D; = Rey, Dy = Reg, D3 = Res, Dy = R(e; + e + e3). Montrer
qu’il existe un endomorphisme linéaire a de R? tel que a(D;) = L; pour j € {1,2,3,4}.

(iii) Formuler un énoncé analogue pour K", ot K est un corps et n > 2 un entier.

(IT1.21%) On considere I'ensemble R des nombres réels comme un espace vectoriel sur
Q (sic!!!), et on souhaite montrer qu'il est de dimension infinie. (Bien sur, le cas le plus
fréquent est celui ou on considere R comme espace vectoriel réel, et sa dimension est
alors 1.)

Pour cela, on désigne par
P = {2,3,5,711,...,1949,1951, 1973, 1979, 1987, 1993, 1997, 1999,
2003,2011,2017,2027, 2029, 2039, 2053, 2063, 2069, 2081, 2083, 2087,
2089,2099, ...}
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I'ensemble des nombres premiers, et on demande de montrer que (Inp),p est une famille
libre de R. En d’autres termes, si pq,...,pr sont des nombres premiers distincts et si
A1, ..., A sont des nombres rationnels tels que

k
Z)\j hlpj = 0,
j=1

on demande de montrer que A\; = 0 pour tout j € {1,...,k}.

[Indication : Se ramener au cas ol A; € Z pour tout j, puis utiliser le théoreme d’arith-
métique selon lequel tout nombre entier positif possede une unique décomposition en
produit de nombres premiers. |



CHAPITRE 1V

Groupes symétriques et déterminants

1. Groupes : généralités

GxG—dd

DEFINITION. Un groupe est un ensemble G muni d’une opération
(a,b) — ab

satisfaisant aux conditions suivantes :
e associativité : (ab)c = a(bc) pour tous a,b,c € G;
e il existe un élément neutre e € G tel que ea = ae = a pour tout a € G ;

e pour tout a € G, il existe un élément, appelé «inverse» et noté a~!, tel que

aal=ata=e.

EXERCICE. L’élément neutre est unique, et tout élément a un unique inverse.

Dans ce cours l'opération est le plus souvent notée multiplicativement : on écrit ab
le produit de deux éléments a,b € G. Lorsque le groupe G est abélien' ou commutatif,
c’est-a~dire lorsque ab = ba pour tous a,b € G, on utilise parfois la notation additive :
a + b au lieu de ab; la commutativité s’écrit alors : a + b = b+ a pour tous a,b € G.

L’élément neutre d’'un groupe G se note souvent 1 au lieu de e, ou 1g ou eg s’il
convient de préciser ; ou encore 0 en notation additive.

L’ ordre d'un groupe fini est le nombre de ses éléments.

EXEMPLES. Les ensembles suivants sont des groupes :
(i) Z,Q, R, C, un espace vectoriel, pour I'addition.

(i) {1,-1}, Q*, Ry, R*, C, {z € (C‘|z| = 1}, pour la multiplication usuelle. Ob-
server que ces groupes abéliens sont notés multiplicativement!

I Notice biographique. L’adjectif «abélien» se réfere & Niels Henrik Abel, mathématicien norvégien, 1802 1829. Il
a montré que les équations de degrés 5 et plus sont fondamentalement différentes de celles des degrés inférieurs. Plus
précisément, il existe des formules avec radicaux fournissant en termes des coefficients a, b, ¢, . .. les racines d’une équation
de degré deux (az? + bz + ¢ = 0), trois (az3 + bx? + cx + d = 0) ou quatre, mais pas en général pour les degrés supérieurs
(apx™ 4+ a12™ ! + -+« 4+ an = 0). Les autres travaux d’Abel, tout & fait fondamentaux, sont plus difficiles & évoquer
rapidement. Il a créé (avec Jacobi, son cadet de deux ans) la théorie des fonctions elliptiques, qui permet notamment de
comprendre les intégrales du type

/ dx
P(z)

ou P(z) désigne un polynome de degré 3 ou 4. Ses résultats sur les fonctions appelées depuis «fonctions abéliennes »
fournissent une relation entre toutes les intégrales de certaines expressions et un certain nombre g de telles expressions
particuliéres, o1 le nombre g (= genre) est une caractéristique géométrique de la courbe associée (d’équation y2 = P(x)).
Ses oeuvres completes se limitent & deux volumes, environ 600 pages publiées de son vivant et 300 pages posthumes. Ces
pages sont d’une inusable richesse, et 'importance des idées d’Abel pour le développement ultérieur des mathématiques
est immense.
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(iii) L’ensemble GL(n,R) des matrices inversibles n-fois-n a coefficients réels, pour
la multiplication usuelle des matrices, I'ensemble Aut(V') des automorphismes linéaires
d’un espace vectoriel V', avec pour produit la composition des applications.

(iv) L’ensemble des applications bijectives d'un ensemble dans lui-méme, pour la
composition. Lorsque I'ensemble a un nombre fini n d’éléments, ce groupe est le groupe

symétrique, noté Sym(n), et ses éléments sont appelés des permutations (de I'ensemble
a n éléments).

DEFINITION. Un homomorphisme d'un groupe G dans un groupe G’ est une appli-
cation ¢ : G — G telle que ¢(ab) = ¢(a)¢p(b) pour tous a,b € G.

EXERCICE. Il en résulte que ¢(1) = 1 et ¢p(a™t) = ¢(a)™! pour tout a € G.

DEFINITION. Un sous-groupe d'un groupe G est un sous-ensemble H de G tel que
1€ Hetab,a™! € H pour tous a,b € H.

t

t—e

C* —>R*+ R — R} R* — {1,-1}
EXEMPLES D’HOMOMORPHISMES : { {

)

t — sign(t)

7Z — G

une application linéaire entre espaces vectoriels, I'application { ou GG est un
n

n

— g
groupe (noté multiplicativement) et g I'un de ses éléments.

2. Groupes symétriques

Pour tout entier n > 1, nous notons J, I'ensemble {1,2,... ,n}; rappelons que le
groupe Sym(n) est I'ensemble de toutes les applications bijectives de J,, dans J,,, aussi
appelées permutations de J,, avec pour produit la composition des applications. C’est
un groupe d’ordre n!. Le support d'une permutation o € Sym(n) est le sous-ensemble
{j€Jn|o(y)#j} de J,.

DEFINITION. Soit & un entier tel que 2 < k < n, et a4, ..., a; des éléments distincts
de J,. La permutation o € Sym(n) définie par
ajy1 sit=a; pourunjtelque 1 <j <k
o(i) = a; Sii1=ay
i sinon
est un k-cycle; on écrit
o= (ay,...,a)

et on note que le support d'un tel cycle est le sous-ensemble {a;,...,a;} de J,. Une
transposition est un 2-cycle.

REMARQUES. (i) L’écriture d'un k-cycle n’est pas unique; par exemple
(2,3,5) =1(3,5,2) =(5,2,3)
dans Sym(5), et plus généralement

(1, ah1s ) = (a2, ..., a, @),
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(i) 11 faut toutefois noter que I'ordre d’écriture des entiers a; n’est pas arbitraire!
par exemple (2, 3, 5) # (2, 5, 3).

(iii) L’identité est I'unique permutation de support vide. Il faut bien observer que,
avec les notations adoptées, nous avons {2, 3,5} = {2, 5, 3} (comparer avec la re-
marque précédente).

(iv) Le support d'une permutation distincte de I'identité contient au moins deux
éléments.

(v) Les deux éléments de Sym(2) sont l'identité et la transposition (1, 2). Il y a
trois transposition dans Sym(3) qui sont (1, 2), (1, 3) et (2, 3). Plus généralement, il

nn=b transpositions dans Sym(n).

y a =

(vi) Les éléments d’ordre® 2 ne sont pas tous des transpositions! En fait, ce sont
précisément les produits de transpositions a supports disjoints ; par exemple, (1, 3)(7, 8)
et (1,2)(3,4)(5, 6) sont des éléments d’ordre deux dans Sym(8).

(vii) Soit X un ensemble fini & n éléments. Quitte & re-nommer les éléments, on
peut voir Sym(n) comme le groupe de toutes les applications bijectives de X dans X.

Sur 'ordre des produits.

Nous convenons de composer (= multiplier) les permutations comme des applica-
tions : (07)(¢1) = o(7(3)). Il en résulte qu'on a par exemple

(1,2)(2,3) =(1,2,3) # (1,3,2) = (2, 3)(1, 2).
Toutefois, il faut aussi noter que des cycles a supports disjoints commutent. Par exemple
(1,3)(2,5)4,7) = (4,7)(2,5)(1,3) = (4, 7)(1, 3)(2, 5)
et
(1,2,3)(4,5) = (4,5)(1, 2, 3).
Plus généralement des permutations a supports disjoints commutent.

PROPOSITION. Toute permutation de Sym(n) s’écrit comme produit de cycles a sup-
ports disjoints deux a deux, et ceci de maniére unique a l'ordre prés des facteurs.

PREUVE. Soit ¢ € Sym(n). On définit un graphe orienté de la maniere suivante :
ses sommets sont les entiers 1,...,n, et ses arétes orientées sont les «fleches» i — o (i),
pour i € J,. Ainsi ce graphe a-t-il exactement n sommets et n arétes orientées ; parmi ces
dernieres, certaines sont des boucles dont I'extrémité coincide avec I'origine, et d’autres
sont des arétes ayant chacune a une extrémité et une origine distinctes.

Le support de o est le complément dans .J,, des sommets correspondant aux boucles.

Les autres arétes de ce graphe orienté forment des chemins fermés de longueurs > 2 qui
fournissent la décomposition de la permutation en cycles. O

EXERCICE. Montrer que I'ordre d'une permutation est donné par le plus petit com-
mun multiple des ordres des cycles dans la décomposition de la proposition précédente.

21, ordre d*un élément g d’un groupe G est le plus petit entier & > 1 tel que gF = 1, sl existe, et le symbole oo
sinon.
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Il est essentiel de se familiariser avec un grand nombre de cas particuliers. On laisse au
lecteur le soin de dessiner le graphe orienté correspondant a la permutation o € Sym(5)
définie par o(1) = 3, 0(2) = 4, 0(3) = 5, 0(4) = 2, 0(5) = 1, ainsi que les graphes
correspondant a de nombreux autres exemples.

PROPOSITION. Toute permutation o € Sym(n) s’écrit au moins d’une maniére
comme un produit de transpositions.

PREUVE. On procede par récurrence sur n. Si n < 2, il n’y a rien a montrer. Sinon,
on suppose la proposition vraie pour toute permutation dans Sym(n—1), et on distingue
deux cas.

Lorsque o(n) = n, assertion pour o résulte immédiatement de I'hypothese de récur-
rence.

Lorsque o(n) = k < n, on consideére la transposition 7 = (k, n) et le produit 7o.
Comme (70)(n) = n, il résulte du premier cas que 7o est un produit de transpositions
T1,...,Tp. Par suite 0 = 7'(7'0) =7]]1< j<pTj est encore un produit de transpositions.

O

REMARQUE. Si o s’écrit comme un produit 77, . .. 73, de transpositions, alors o= =
TeTh_1---T1-
EXERCICE. Vérifier que
(1,2) (3,4)(1,2)(3, 4)
(1,2)2,3)(1,2) = (2,3)(1,2)(2.3) = (1,3)

id = ((1,2)(2,3)...(n—2,n—1)(n—1,n)>".

En particulier, il n’y a pas unicité de la décomposition en produit de transpositions dans
la proposition précédente.

THEOREME IV.1 (résultat principal du paragraphe). (i) Soient o une permutation

et Ty, ..., Ty, P1,--.,Pq des transpositions dans Sym(n) telles que
o = H T = H Pk-
1<j<p 1<k<q

Alors p — q est pair.
(ii) L’application
. {Sym(n) — {1}
sign : .
o —— sign(o)
qui applique une permutation o sur +1 si elle est produit d’'un nombre pair de transpo-
sitions et sur —1 sinon est un homomorphisme de groupes.

DEFINITION. On dit qu'une permutation est paire si elle s’écrit comme un produit
d’un nombre pair de transpositions, et impaire sinon. Le nombre sign(o) € {£1} s’ap-
pelle la signature de la permutation o.

Les permutations paires de Sym(n) constituent un sous-groupe appelé le groupe
alterné Alt(n).
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PREUVE DU THEOREME IV.1. Etant donné une permutation o € Sym(n) et une
fonction F': R" — R, on définit une nouvelle fonction ?F' : R® — R en posant
UF(Z’l, e ,l‘n) = F (.I‘C,(l), e ,I(,(n)) .

Pour 0,0’ € Sym(n), nous avons®

U'/(O'F) (331,...,.’L'TL) = (UF) (.230/(1)7,_,71‘0,(”))
= F (.To-/o(1>’ e ,.’L‘U/U(n))

= TR (2, ..., xp)
pour tous (z1,...,x,) € R", c’est-a-dire

a'((rF) _ GIUF.

Considérons alors la fonction A : R™ — R définie par

Az, ..., z,) = H(xz — ;)
i<j

ou le produit porte sur les n(n-1) couples d’entiers (i,7) tels que 1 < 7 < j < n.

Observons que A # 0, puisque A(zy, ..., z,) # 0 chaque fois que les nombres z1, ..., x,

sont distincts deux a deux. [Par exemple A(zy, 9, x3) = (21 — z2)(x1 — x3) (29 — 73).]

Affirmation. Si T = (r,s) est une transposition, alors TA = —A. En effet, dans le
produit définissant A, les facteurs ne contenant ni z, ni z; ne sont pas modifiés par
I'action de 7. Si on suppose r < s, les autres s’écrivent

(z, — xy) ﬁ ((:10Z — ) (z; — xs)) 81:[1 <(:cr — ;) (z; — :cs)> ﬁ ((x,, — ;) (x5 — xl)>
i=1 i=r+1 i=s+1

Le premier facteur change de signe lorsqu’on échange z, et x,, et chaque autre paire de
facteurs ne change visiblement pas. Ainsi, I'effet global de 7 sur A est bien un changement
de signe.

Par suite, si 0 =[], <j<pTj €St un produit de transpositions, nous avons
A =T (T (PA) ) = (—1)PA
et la parité de p ne dépend que de o, non du produit o =[], i<pTj lui-meme.

La preuve de I'assertion (i) est ainsi achevée, et celle de (ii) est laissée au lecteur. O

EXEMPLE. La signature d'un k-cycle est (—1)¥71 car

(ala Az, ...y Clk;) = (ala (ZQ)(CLQ, a3)"‘(ak5—1: ak)'

3Voici une justification de la deuxiéme égalité (la difficulté etant de ne pas confondre oo’ et o'c). Po-
sons yi = $Ul(1),...,yn = Io-/(,n). Alors (UF) (wal(l),...,wal(n)) = (JF) (yl,...,yn) = F(ya(l)v"'ﬂya(n)) =
F (ma’a(l)v . ,xa/g(n)).
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3. Déterminants : existence et unicité

Ce paragraphe et le suivant suivent de pres 'exposé du chapitre VI de S. Lang :
Linear algebra, paru chez Springer en 1971 (troisieme édition 1987).
DEFINITION. Un déterminant sur R™ est une application
D:R"x---xR" — R (avec n copies de R")

qui vérifie :

(i) pour tous k € {1,...,n} et a',...,a" 1 a* ... a" € R", 'application
R" — R,
v D(a,....d" "t a")

est linéaire ;
(ii) pour tous k € {1,...,n—1} et a',...,a* a*2 ... a" € R,
1 k=1 _k k _k+2 0
D(a,...,a" " ,a" a%a""™ ... a") =0

(iii) si (e!,...,e") désigne la base canonique de R™, alors D(el, ..., e") = 1.

REFORMULATION. Un déterminant est une application D : M,(R) — R telle que
(i) D(a) dépend linéairement de chaque colonne de a;
(i) D(a) = 0si a possede 2 colonnes adjacentes égales ;
(iii) D(I,) = 1.

PROPOSITION. Un déterminant D : R"x. .. xXR" — R sur R™ posséde les propriétés
sutvantes :

(iv) D(a',....d’,....d* ...,a") = —D(at,...,d* ....a%, ... a")
pour tous j,k € {1,...,n} tels que j < k;

(v) D(a',...,d7,....d" ...;a") = 0 si &’ = a* pour tous j,k € {1,...,n} tels que
j<k;

(vi) D(al,....a’ Y a/ + Na* @’ ... a") = D(al,....a% ...,a") pour tous j,k €

{1,...,n} tels que j # k et X € R.
(vii) D (a"W, ..., a"™) = sign(o)D (a',...,a") pour toute permutation o € Sym(n).

PREUVE (ESQUISSE). Pour montrer (iv) lorsque k = j + 1, on développe
D(a',....a" ad + ' ad +a e a) = 0.

De ce cas particulier de (iv), et de (ii), on déduit (v). La propriété (iv) dans le cas
général résulte alors de (v) comme (iv) pour k = j+ 1 résulte de (ii). On montre ensuite
(vi) en utilisant (i) et (v).

La propriété (vii) résulte enfin de (iv) et de l'existence d'une suite de transpositions
dont le produit est égal a o. O

REMARQUE. L’existence et I'unicité de D ne sont nullement évidentes (si ce n’est
pour n = 1), et font 'objet du théoreme 1V.2.
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Dans le cas particulier ot n = 2, on peut procéder comme suit. Pour toute application
D : My(R) — R possédant les propriétés (i) a (iii), nous avons

ab 10 0b .
D(C d> = aD <0 d)+cD (1 d> par (i)
1 00

D ) par (ii)
) par (iv)

= ad — bc par (iii),

\ s 2 . . . . b ) .
d’ou I'unicité. L’existence vient de ce que 'application <Z d) —— ad — bc vérifie les

propriétés (i) a (iii).
Le lecteur qui souhaite un exposé du cas n = 3 en trouvera un aux pages 143 147

du livre de S. Lang. (Par ailleurs, il existe une formule presque toujours inutile pour les
calculs et hélas bien trop souvent utilisée pour le cas n = 3.)

NOTATION. Pour une matrice a € M,,(R) et deux indices 4, j € {1,...,n}, on désigne
par A;; € M,_;(R) la matrice qu’on obtient a partir de a en supprimant la i-eme ligne
123 45
et la j-eme colonne. Si par exemple a = | 4 5 6 ], alors A3 = .
789 | <7 8)

PROPOSITION. ] existe un déterminant M, (R) — R.

PREUVE (ESQUISSE). La proposition est évidente lorsque n = 1 (et presqu’immé-
diate  voir ci-dessus  lorsque n = 2). On procede par récurrence sur n en supposant
n > 2 et en supposant qu’il existe un déterminant D : M, _;(R) — R.

Choisissons (arbitrairement) un entier ¢ € {1,...,n} et définissons F' : M,(R) — R
par
F(a) = (=)™ a;1D(Aiq) + -+ + (=1)""a; , D(A;0).
I1 reste a vérifier que l'application F' possede les propriétés (i) a (iii), ce dont nous
laissons le détail au lecteur. O

REMARQUE. Il n’est nullement évident jusqu’ici que 'application F' de la preuve
ci-dessus est indépendante du choix de 7, mais c’est vrai vu ce qui suit.

PROPOSITION (Lemme clé). On considére des vecteurs b, ... 0" € R™ et une ma-
trice carrée ¢ = (Cjk)1<jpen € Mn(R); on pose ab = YU ekl € R™ pour tout

ke{l,...,n}. Alors
D(d',...,a") = Z sign (o) o)1+ ComynD (b, ..., B").

o€Sym(n)
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PREUVE. Par linéarité, nous avons d’abord

D(al, . ,a") = Z 00(1)71 - -CU(n),nD(bg(l), ceey bo(n)),
ag
ou la somme porte sur n" termes, et plus précisément sur TOUTES les applications
o de {1,...,n} dans {1,...,n}. Mais, par la propriété (v) ci-dessus, chaque terme
correspondant a une application ¢ non injective est nul, de sorte que

D(al, ceey a”) = Z 00(1)’1 s Cg(n)’nD(bU(l), P ,bg(n))
o€Sym(n)

(sommes sur n! termes, et plus précisément sur les permutations ¢ € Sym(n)). La
propriété (vii) ci-dessus permet de conclure. O

THEOREME IV.2. Pour tout n > 1, il existe un unique déterminant D : M, (R) —
R. De plus, si a € M,(R), alors

(#) D(a) = Y sign(0)as(1)100@2"* tom)n-
o€Sym(n)
PREUVE. Soit d’abord D un déterminant sur R™. On choisit pour b, ..., b" les vec-
teurs el,...,e" de la base canonique de R", de sorte que la k-ieme colonne a* de la

matrice a s'écrit a¥ = Y1 | a; €', Le lemme-clé montre alors que D(a) est donné par la

formule (f). L'unicité du théoréme en résulte. O
NOTATION. On écrit désormais det(a) le déterminant d’une matrice carrée a.

REMARQUE. Il est possible d’exposer la théorie des déterminants en les définissant
par la formule ().

COROLLAIRE (développement d’'un déterminant relativement & la i-eme ligne). Si
a € M,(R), alors

n

det(a) = Z(_l)i+jai,j det(A; ;)

j=1
pour tout i € {1,...,n}.

PREUVE. Voir la preuve de I'existence du déterminant sur R". (Il

4. Déterminants : calculs
Le théoreme IV.2 fournit une formule pour le déterminant d’une matrice d’ordre n
qui contient n! termes. Or la fonction factorielle croit rapidement :
3'=6 , 4 =24 | 100! ~ 0,9 x 10**® | 1000! ~ 4 x 10%°7,
A raison d'un million de termes par seconde, un calculateur opiniatre peut traiter
365 x 24 x 60 x 60 x 10° ~ 3 x 10"

termes par an, donc au mieux environ 10%° termes pendant une période proche de I'age
estimé de I'univers. Il convient donc d’avoir a disposition d’autres méthodes de calculs
de déterminants, Y COMPRIS POUR LE CAS n = 3.
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CAS DES MATRICES TRIANGULAIRES. Pour une matrice triangulaire supérieure

@11 Q12 -.. A1n
o — 0 Q22 ... Q2p
0O O Qpp

(a;j=0sii>j), ona
n

(%) det(a) = [] @i

i=1
Ceci vaut pour le cas particulier important des matrices diagonales.

A propos des matrices triangulaires, voir le théoreme du § V.3.

PREUVE. Rappelons que, pour toute matrice a € M, (R), nous avons

n

det(a) = > (=1)""a,; det(A,,).

i=1

Si a est comme ci-dessus, c’est-a-dire triangulaire, il vient det(a) = a,, det(A, ), ol
A, est une matrice triangulaire dans M,,_;(R). Un argument par récurrence standard
acheve de montrer la formule (x). O

REMARQUE. On peut aussi montrer la formule (%) a 'aide du théoreme 1V.2.

EXERCICE. Enoncer et montrer le résultat analogue pour les matrices triangulaires
inférieures.

PROPOSITION. Sita désigne la matrice transposée d'une matrice carrée a, alors
det(*a) = det(a).

PREUVE. La valeur d'un produit de n nombres réels étant indépendante de 1'ordre
des facteurs, nous avons pour toute permutation p € Sym(n)

Ap(1),10p(2),2 " * " Ap(n);n. = A1,p=1(1)A2,p71(2) " " An,p=L(n) 5
de plus sign(p~!) = sign(p). Par suite
det(a) = Z SigN(p)ap1)10p2),2 * * * Cp(n).n

peSym(n)
- Z sign(p ) a1,-1(1)82,0-12) "+ Gnp-tm)

pESym(n)

Z sign(a)a1,g(1)a2,a(2) " lno(n)
o€Sym(n)

= Y sign(0)(Doya(@o@z - (Dot = detla)

oc€Sym(n)

kokk

Kok 3k

(Comparer 'égalité = avec un changement de variable sous un signe d’intégration, par
exemple avec fol(l — 8)ds = fol tdt.) O
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COROLLAIRE. Le déterminant d’une matrice a € M,(R) dépend linéairement de
chaque ligne de a.

PREUVE. Le déterminant det(a) = det(*a) dépend linéairement de chaque colonne
de ta, c’est-a-dire de chaque ligne de a. O

COROLLAIRE (développement d'un déterminant relativement a la j-éme colonne).
Sia € M,(R), alors

n

det(a) = Z(—I)Hjai,g‘ det(A4; ;)

i=1
pour tout j € {1,...,n}.
PREUVE. Cela résulte de la proposition précédente et des formules de développement
des déterminants relativement aux lignes; voici 'argument en détail.
Pour toute paire (7,7) d’indices dans {1,...,n}, désignons par 'A;; € M,_1(R) la
matrice qu'on obtient & partir de ‘a en supprimant la j-éme ligne et la i-éme colonne.
123 9 5
Sipar exemplea= [4 5 6|, alors 'A; 5 = .
7809 BERCA

Attention : distinguer *A;; de la transposée de A;;! En fait ‘A;; est la matrice
transposée de A; ;, et c’est la proposition précédente qui implique que

det(*A;;) = det(*(Ai;)) = det(A;;).

En développant la déterminant de ‘a relativement a la j-ieme ligne, on obtient

det(a) = det('a) = > (=1)7("a);;det("A;;) = Y (=1)"a;; det(A; ),
=1 =1
ceci pour tout j € {1,...,n}. O
123
EXEMPLE DE CALCUL. Soit a = |4 5 6. Il y a de nombreuses manieres de
788

procéder.

En voici une premiere. Le déterminant de a est égal a celui de la matrice obtenue a
partir de a en soustrayant 4 fois la lere ligne a la 2eme ligne et 7 fois la lere ligne a la
3eme ligne ; ainsi :

1 2 3
det(a) = [0 =3 —6
0 —6 —13

En développant par rapport a la lere colonne et en utilisant la linéarité du déterminant
par rapport a chaque ligne, on trouve

-3 —6 1 2 1 2
det(a) = det (—6 _13) = —3det (—6 _13) = 3det (6 13>

de sorte que det(a) = 3(13 — 12) = 3.
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En voici une autre. On remarque que la matrice b =

~ =~ =
oo Ot N

3
6] a ses lignes liné-
9

airement dépendantes, donc que son déterminant est nul. Par linéarité du déterminant
en la troisieme ligne, on obtient donc

det(a) = det(b) — det = 0 — det

o =
O Ot
— o W
o =
O Ot
— o W

On peut donc développer par rapport a la 3eme ligne :

det(a) = —det (411 g) =—(5-8) = 3.

THEOREME IV.3 (multiplicativité du déterminant). Pour b,c € M,(R), on a
det(bc) = det(b) det(c).
PREUVE. Posons a = bc. Notons a',...,a" les colonnes de a, et de méme pour

bt,....b% et ¢!, ..., c" Par définition du produit de deux matrices, la i-eme coordonnée
du k-ieme vecteur colonne de la matrice a est donné par

(ak)i = Qi = Zbiyjcj,k = ch,k(bj)i = <Z ijkbj>
j=1 j=1 J=1 i

(i,k € {1,...,n}); en d’autres termes :
a* = chykbj pour tout k€ {1,...,n}.
j=1

En appliquant le lemme-clé, on obtient

det(a) = det(a',...,a") = Z Sign(0)Co(1)1 * * * Comyn det(b', ..., b")

o€Sym(n)

= det(b) Z Sign(o)c,1)1* " * Co(myn

o€Sym(n)
c’est-a-dire det(a) = det(b) det(c). O
THEOREME IV.4. Soit a € M,(R). Alors la matrice a est inversible si et seulement
si son déterminant det(a) est différent de 0 ; dans ce cas, det(a™") = det(a)™".
PREUVE. Si a est inversible, alors aa™! = I,,, donc
det(a)det(a™") = det(aa™') = det(l,) = 1,
de sorte que det(a) # 0 et det(a™") = det(a)™".

Si a n’est pas inversible, ses colonnes sont linéairement dépendantes, de sorte qu’il
existe des nombres réels Ai,...,\, non tous nuls tels que A\ja' + ---+ \,a™ = 0. Soit
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Jj €{1,...,n} tel que j # 0; on ne restreint pas la généralité de I'argument en supposant
Aj = 1. Alors
det(a) = det(a',...,a") = det (al, cd T dd + Z Nal, L ,a”)
1<i<j<n
= det(a*...,a’ 1 0,a’, ..., a") = 0. O

ProOPOSITION (Reformulation d’une partie de ce qui précede). La restriction aux
matrices inversibles du déterminant fournit un homomorphisme de groupes

det : GL(n,R) — R*.
La notation GL(n,R) a été définie au § IV.1.

EXERCICE. FEcrire quelques matrices du noyau de cet homomorphisme.

COROLLAIRE. Deux matrices semblables ont méme déterminant.

PREUVE. Deux matrices a et b étant par définition semblables s’il existe une matrice
inversible s telle que a = s 'bs, ce corollaire est une conséquence immédiate de la
proposition et du théoreme qui précedent. O

PROPOSITION. Soient p,q deux entiers positifs, et n = p + q. Soit s = (E)L Z €
M,,(R) une matrice écrite par blocs, avec a € M,(R), b € M, ,(R) et d € M,(R). Alors

det(s) = det(a) det(d).

PREUVE. Procédons par récurrence sur p. Supposons d’abord p = 1. Alors

al,l b* e b*
0 d, --- d,

det(s) = det | . . . .| = a1det(d)
0 d, --- d,

par développement du déterminant selon la premiere ligne. [La notation z, indique une
paire d'indices % qu’il est inutile de préciser.]

Supposons ensuite p > 1 et la proposition démontrée jusqu’a p — 1. En développant
selon la premiere colonne, nous obtenons

n P
det(s) = Z(_I)H_lsi,l det(Si,l) — Z(_l)i+1ai,l det (Aé’l ::l)

i=1 i=1
p
PR N (1) det(Ay ) det(d) = det(a) det(d),
i=1
ce qui acheve la preuve. 0

Un systéme de Cramer® est un systeéme linéaire de n équations a n inconnues, de la
forme

ot a € M,(R) est une matrice inversible et ot b € R".

4Gabriel Cramer, 1704-1752, a donné son nom a une rue parallele a la rue de la Servette.
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PROPOSITION. Pour une matrice inversible a = (a',...,a") € M,(R) et un vecteur
b e R", le systeme de Cramer ax = b posséde une unique solution, donnée par
1 1 i—1 i+1
xr; = det(a) det (a ,...,a” 1, boa ,...,a”)

pouri € {1,...,n}.

REMARQUE. Ces formules ont un intérét théorique, mais sont pratiquement presque
toujours inappliquables pour les calculs pratiques (voir le début du § IV.4).

PREUVE. Nous savons déja qu’un systeme de Cramer possede une unique solution

donnée par x = a~'b. Soient xy,...,x, les coordonnées du vecteur z (c’est-a-dire les

n inconnues du systéme) relativement & la base canonique €, ..., e", de sorte que s =
n o sz s

> i1 i€’ Alors I'égalité

n n
b=ar = E zjae’ = E xja’
=1 =1

implique

n
det(a',...,a" 1,b,a™, ..., a") = det(a',...,a" ?, E z;al a1 a")
Jj=1

n
= Za:j det(at,...,a" a7, a", ... a") = z;det(a)
j=1

car la derniere somme n’a qu'un terme non nul, celui pour lequel j = 7. Les «formules
de Cramer» en résultent. O

5. Déterminants : compléments

Voici quelques compléments, sans démonstration.

Soit @ € M,,»(R) une matrice, non nécessairement carrée. Pour tout entier k& <
min(m, n), on appelle mineur d’ordre k de a un nombre de la forme

iy gy Giygo -+ - Qg gy,
det iz, g1 Gig,jo -+ - Qig gy,
Qig,j1 Digjo = v+ Dig,jy,

avec 1 <y <o <... <z <met1 <7 <Jo...<Jp <n.

ExXEMPLES. Considérons la matrice

mn pq
a = r s tu
vw Ty

Il y a autant de 2-mineurs de a que de choix de 2 des 3 lignes et de 2 des 4 colonnes,
c’est-a-dire 3 X 6 = 24 2-mineurs. En voici quelques-uns :

det(? ?)mt—pr (11:1’22:27]1:1*]2:2)7
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det(T g)zmy—qv (i =1 02 =3, i = 1, jo = 4);

det(i Z):ty—ux (11 =2,15=3, 71 =3, jo =4).

THEOREME IV.5. Avec les notations précédentes, le rang de a est le maximum des
entiers k tels qu’il existe un mineur d’ordre k qui est non nul.

PREUVE. Elle ne fait pas partie du cours. Voir par exemple le numéro 9 du pa-
ragraphe 19 dans le livre de Roger Godement, Cours d’algébre, Hermann, 1963. Noter
toutefois que le cas d'une matrice carrée a € M, (R) de rang n est couvert par le théoreme
précédent. O

Interprétation géométrique
Soient a',a?® deux vecteurs du plan euclidien; alors |det(a',a?)| est laire du pa-
rallélogramme de sommets 0, a!, a2, a' + a?.

Soient a',a?,a® trois vecteurs de I'espace euclidien de dimension 3 usuel; alors
|det(a', a?, a®)| est le volume du pavé

o | il existe 21,2, 25 € [0,1]
P=<drxeR 1 5 3
tels que x = r1a” + x2a” + 230
de cotés at, a?, a3
Plus généralement, pour des vecteurs a',...,a" de l'espace euclidien® R”, la valeur
absolue du déterminant de (al,...,a") est le volume du pavé défini par ces vecteurs.

Les matrices des cofacteurs.

€ M,(R). Pour j,k € {1,...,n}, on

Soient 7 > 2 un entier et @ = (a;x) ;<
désigne comme plus haut par A;; € M, 1(R) la matrice obtenue a partir de a par
supression de la jieme ligne et de la kieme colonne. La matrice des cofacteurs de a est

la matrice co(a) € M, (R) définie par
CO(a)j’k = (—1)j+k det(A,w-) (1 S j, k S TL)

o(22) - (4)

Par exemple,

ab c ej — fh —(bj —ch) bf —ce
colde f| = * * *
g hj * * *

(exercice : remplacer les * par les expressions convenables).

Affirmation. Avec les notations ci-dessus :

aco(a) = co(a)a = det(a)l,.

5La définition de ce terme fera partie d’un chapitre ultérieur
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Démonstration. Pour j,1 € {1,..., n}, nous avons

(%) (aco(a))js = Y aju(=1)"*" det(A)

par définition du produit des matrices a et co(a). Notons a(y,...,am) € Miys(R) les
lignes de a. Le terme de droite dans (x) est le développement relativement a la lieme
ligne de la matrice dont les lignes sont ay,...,aq-1), a3y Qut1)s---> 0wy € Mi,(R).

Ce déterminant est donc det(a) si j =1 et 0 si j # [. Par suite aco(a) = det(a)l,.

La vérification de co(a)a = det(a)l, est analogue.

6. Déterminant d’un endomorphisme

Soient V' un espace vectoriel de dimension finie et a € L(V'). Rappelons que, étant
donné deux bases B, C de V, les matrices Mg g(a) et Mc c(cr) sont semblables; elles ont
donc méme déterminant.

On définit le déterminant det(«) de a comme le déterminant de ces matrices. Alors
det(a) # 0 si et seulement si « est un automorphisme.

PROPRIETES. Pour a, 5 € L(V), on a det(fa) = det(8) det(a). En particulier, la
restriction du déterminant aux automorphismes de V' fournit un homomorphisme de
groupes

det : GL(V) — R*
ott, comme d’habitude, GL(V') désigne le groupe général linéaire de V (le groupe des au-
tomorphismes linéaires de 'espace vectoriel V') et R* le groupe multiplicatif des nombres
réels non nuls.

EXEMPLES, pour V un espace euclidien de dimension 2 (voir le début du § I11.4). Le
déterminant d’une rotation est 1. Le déterminant d’une projection orthogonale sur une
droite est 0. Le déterminant d'une symétrie relativement a une droite est —1.

7. Résumé de quelques propriétés des déterminants

La théorie s’étend sans aucune difficulté au cas de matrices a coefficients dans un
corps K quelconque, par exemple R, C, ou Q, et méme a des cas plus généraux, par
exemple aux matrices a coefficients dans Z.

Les paragraphes précédents montrent que, pour tout entier n > 1, il existe une
application
det : M, (K) — K, a+— det(a)
avec les propriétés suivantes :

(I)  det(a) est linéaire en chaque colonne de la matrice a, ainsi qu’en chaque ligne de
a.

(IT)  det(a®®M,...,a"™) = sign(o)det(a,...,a") pour tous a',...,a" € K* et 0 €
Sym(n); en particulier, det(a) = 0 §'il existe deux colonnes distinctes de a qui
sont égales. De méme, det(a) = 0 s’il existe deux lignes distinctes de a qui sont
égales.

(II1) det(Z,) = L.
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(IV) det(ab) = det(a) det(b).
(V) det(a) = det(*a).

(VI) det (a' + > op_, Aea®, a?, ... a™) = det(a',...,a™) pour tous Ay, ..., A\, € K; de
méme si 'on ajoute a la jéme colonne une combinaison linéaire des autres co-
lonnes ; formules alanogues pour les lignes.

(VIT) det(a) = > 7, (=1)"*"/a; ; det(A; ;) pour tout i € {1,...,n} (développement selon

la i-eme ligne).

(VIII) det(a) = >0 (—1)"a;; det(A; ;) pour tout j € {1,...,n} (développement se-
lon la j-éme colonne).

(IX) det(a) = >, csymn) 5181(0)ao(1),1 * * * Ao(n)n-

(X) det (CCL Z) = det(a) det(d) pour une matrice (CCL Z) triangulaire par blocs.

8. Exercices

(IV.1) Vérifier que, pour tout entier d > 1, I'ensemble
u(d) = {zeC |21 =1)

2
_{zE(C il existe j € 7Z tel que z-exp(ﬂj)}

d
des racines d-iemes de I'unité est un groupe abélien d’ordre d.

G— G
(IV.2) Quand _,; est-il un homomorphisme d'un groupe G dans lui-méme ?
gr—49g

G —G

Méme question pour 9 -
g9

(IV.3) Pour un homomorphisme ¢ : G — G’ vérifier que le noyau

Ker(¢) = {9 € G| o(g) =1}

de ¢ est un sous-groupe de G et que [image
Im(¢) = {¢' € G’ | il existe g € G tel que ¢(g) = ¢ }

est un sous-groupe de G'.
(IV.4) Ecrire la décomposition en cycles du produit (1, 2, 3)(2, 3, 4) dans Sym(4).
(IV.5) Ecrire les décompositions en cycles des permutations du groupe Alt(4).

(IV.6) Quel est I'ordre du groupe symétrique Sym(n) ?
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(IV.7) Sur un «échiquier» de n-fois-n cases, compter le nombre de manieres de
disposer n tours de telle sorte qu’aucune tour ne mette en échec aucune autre.

(IV.8) Soit Sym(5) le groupe des permutations de I'ensemble {1,2,3,4,5} et soit

o € Sym(5) la permutation définie par o(1) = 2, 0(2) = 1, 0(3) = 4, 0(4) = 5 et
a(b) =3.
(i) Quel est le plus petit entier k& > 1 tel que o soit la transformation identique ?

(ii)) Trouver tous les éléments 7 € Sym(5) tels que 70 = oT.

3 0 1
(IV.9) Calculer le déterminant de la matrice 1 2 5
-1 4 2

[Indication : ajouter d’abord a la troisieme ligne de cette matrice un multiple convenable
de la deuxieme ligne. |

(IV.10) Calculer les déterminants des matrices

3 1 9 1 1 -2 4
0 1 1 3
4 5 1 et
19 s 2 -1 1 0
3 1 2 5
(IV.11) Calculer les déterminants des matrices suivantes :

5 0 00 0
30 31 32 53 59 61 00 00 —4
a= |333435], b=|6771L73), et c=10 0 30 0
36 37 38 79 83 89 00 01 0
0-200 0

(IV.12) Soit a € M3(R) une matrice telle que det(a) = 3. Calculer det(2a).

(IV.13) Calculer le déterminant de la matrice

123 100
045 1190
006 %g%

(IV.14) Soient z,w € C et a € GL,(C). Vérifier que

I
det (z[n + wa_l) = %m
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(IV.15) Pour tout entier n > 1, soit b, = (bn(3,7)),<; j<, la matrice définie par
3 i j=i,
2 si j=itl,

by(i,j) = ] par exemple : by =

si g=1—1,

OO =W
O = W N
— W N O
w N OO

0 dans les autres cas;

(i) Calculer det(b,,) pour n < 2.
(ii) Etablir une relation linéaire entre det(b,), det(b,_;) et det(b,_3) pour n > 3.
(iii) Calculer det(b,) pour n = 3,4,5.

(IV.16) Calculer le déterminant de la matrice

101 102 103 104 105
732 85 84 985 373
176 177 178 179 180
359 360 361 362 363
423 975 —58 199 199

et décider si le déterminant de
97 81 101
1993 1200 1999
2003 15 2017

est divisible par 3. [Remarque : det(a) € Z si a € M, (Z).]

(IV.17) Exercice sur le déterminant de Vandermonde. Il s’agit du déterminant

2 n—1

1z x% Sy X

n—

1 2 x% O i X

— n—
Vilzy,...,xp) = det | 1 3 x5 ... 2}

2 n—1
1 z, z, ... a2

(i) Montrer que V,,(z1,...,2,) = <H?:2(mj — x1)> Vio1(xa, ... x,).

[Indication : soustraire a la derniére colonne x; fois I’avant-derniere, puis a I'avant-
derniere x; fois 'antépénultieme, et ainsi de suite n— 1 fois ; développer alors selon
la premiere ligne. |

(i) Montrer que

Valz, ..o xy) = H (xj; — ;).

1<i<j<n

(iii) Soit C la courbe de R? image de I'application R > ¢ —— (¢,1%,¢3) € R3. Déduire
de ce qui précede que trois points de C distincts deux a deux et distincts de 1'origine
sont linéairement indépendants.

(iv) Enoncer un analogue de (iii) pour R".



CHAPITRE V

Vecteurs propres et valeurs propres

Prologue

Un anneau avec unité est un ensemble A muni de deux opérations, une addition et
une multiplication, satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) avec I'addition, A est un groupe commutatif (et on note toujours 0 I'’élément neutre
correspondant) ;

(ii) la multiplication est associative ((ab)c = a(bc) ¥V a, b, c € A), et possede un élément
neutre noté 1 (la =al =aVa € A);

(iii) de plus (a + b)c = ac+ be et a(b+ ¢) = ab+ ac V a,b, c € A (distributivité).
L’anneau est commutatif si de plus ab = ba pour tous a,b € A.

Par exemple, pour les opérations usuelles, Z, Q et R sont des anneaux commutatifs.
Pour tout entier n > 1, I'ensemble M,,(R) muni de I'addition et de la multiplication
usuelles est un anneau, qui n’est pas commutatif des que n > 2.

Un corps commutatif est un anneau commutatif avec unité K tel que 0 # 1 et tel
que I'ensemble K* soit un groupe pour la multiplication. En d’autres termes, un anneau
commutatif K tel que 0 # 1 est un corps si tout élément non nul z de K possede un
inverse multiplicatif.

Tout corps apparaissant dans ce cours est commutatif ; nous dirons donc désormais
«corps» au lieu de «corps commutatif» .

Jusqu’ici, le corps R des nombres réels a été utilisé dans un souci pédagogique de
familiarité, mais sans raison logique contraignante. En fait, le début de ce cours vaut
pour un espace vectoriel sur un corps K et une application linéaire relativement a K.
(Les seules et tres rares exceptions concernent quelques exemples impliquant les notions
d’angle et de longueur dans les espaces euclidiens, le plus souvent dans RZ?, et plus
précisément des rotations, projections orthogonales et symétries.)

Plus bas, par souci de simplicité, nous allons devoir utiliser des nombres complexes
plutét que des nombres réels. En guise d’introduction’ au corps C des nombres com-
plexes, nous nous limiterons a rappeler les points suivants.

(i) TL’ensemble C des nombres complexes est en bijection avec le plan R?. On écrit
x + iy élément de C qui correspond au point de coordonnées z et y dans R2.

Woir aussi, par exemple, 'appendice au livre de S. Lang Linear algebra (Springer 1971, troisi¢me édition 1987), déja
cité plusieurs fois.
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(ii) L’addition de deux nombres complexes est définie par
(x+y)+ (@ +iw)) = (x+2)+i(y+ ).
Un nombre réel x est identifié au nombre complexe x + 0.
(iii) La multiplication de deux nombres complexes est définie par
(z+ay)(a’ +iy) = (z2’ —yy) +i(zy + ya').
En particulier 72 = —1.
On vérifie que ces opérations font de C un anneau commutatif.

(iv) Le conjugé d’'un nombre complexe = + iy est défini comme étant le nombre
complexe

T+ = —1y.
On vérifie que (z + iy)(x + iy) = 2> + y?, donc en particulier que (z + 7y)(x + iy) # 0
si (x,y) # (0,0).
(v) Un calcul direct montre que, pour tout x+1iy € C tel que z+iy # 0, le nombre

s .y . . . qecrs ]
prexwyo Rl Gy est 'inverse de = + iy. Ecrit différemment :
. 1 1_
si z#0, alors 2z~ = —Z.
ZZ

Il résulte de (v) que l'anneau C est un corps.

(vi) Pour tout nombre réel 6, on peut écrire

e = cosf +isiné.
(Plus généralement, pour tout nombre complexe z, le nombre complexe e* est défini
par la série absolument convergente Y " 2" /nl, et on obtient la formule ci-dessus pour
2z = i, c’est-a-dire pour z «imaginaire pur» . On peut aussi prendre la formule e =
cosf + isinf comme une définition de €.) Un nombre complexe z s'écrit de deux
manieres :

z=x+iy = re?,
oux,y, 0 €R, avec r > 0 et 0 défini a 27 pres, sont tels que

r? =22 +y% 1z = rcosh, et y = rsind.

Le nombre 7 est le module de z et 0 est son argument. Pour deux nombres complexes
écrits en termes de leurs modules et arguments, la multiplication prend la forme

(re”) <r’ei9/) = (rr)e'*?,

De plus re® = re=*.
(vii) Soit p(t) = ant™ + - - + a1t + ap un polynéme a coefficients dans un corps K.
On dit que A € K est une racine de p(t) si p(A) = 0.

Dans ce cas, soit k le plus grand entier tel que (t — A\)¥ soit un facteur de p(t); il
existe donc un polynome ¢(t) de degré n — k tel que p(t) = (t — N)¥q(t), et qg(\) # 0
[sinon ¢(t) serait de la forme (t — \)r(t), contrairement a la définition de k|. L’entier k
est la multiplicité de la racine A de p(t). Par exemple, si p(t) = t* —2t3+2t—1, alors 1 est
une racine de multiplicité 3 et —1 une racine de multiplicité 1, car p(t) = (t —1)3(¢t+1).
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Lorsque K = R, il est équivalent de définir la multiplicité d’une racine A de p(t)
comme le plus grand entier k£ tel que

p(N) =P () = pPN) = ... =pFP) =0
ot pY)(t) désigne la j-itme dérivée de p(t).

(viii) Tout polynome a coefficients complexes non constant possede au moins une
racine (on dit que C est «algébriquement clos» ). C’est la 'énoncé du théoréme fonda-
mental de ['algébre, que nous ne démontrons pas dans ce cours.

Dans le chapitre ci-desous, la conséquence la plus importante de ce fait est que tout
endomorphisme d’'un espace vectoriel complexe de dimension finie possede au moins une
valeur propre. C’est ce qui fait que I'«algebre linéaire complexe» (c’est-a-dire I'algebre
linéaire des espaces vectoriels complexes et des applications linéaires entre ces espaces)
est PLUS SIMPLE que I'«algebre linéaire réelle» .

(ix) On peut préciser I'énoncé précédent comme suit : pour un polynéme non nul
p a coefficients complexes, le nombre des racines comptées avec leurs multiplicités est
égal au degré de p. Nous verrons au § V.3 la conséquence suivante en algebre linéaire :
pour un endomorphisme a d'un espace vectoriel complexe V',

Z Mag (A, @) = dime(V)

AeSpc(a)

(les notations Spc(ar) et Mmag(A, ) seront définies en temps voulu).

1. Sous-espaces invariants, vecteurs propres, valeurs propres

Le style de plusieurs passages ci-dessous est résolument plus concis que celui des
chapitres précédents. Si nécessaire, prendre la suite comme des indications a compléter
par votre lecture d'un des tres nombreux livres existant sur le sujet.

Soit a un endomorphisme d'un espace vectoriel V' de dimension finie sur un corps
K. Un sous-espace U de V est invariant par a si a(U) C U.

ExemMPLES. (i) {0}, V, Ker(a) et Im(a) sont des espaces invariants par o € L£(V'). De
méme, pour tout A € K, les sous-espaces Ker(Aidy —a) et Im(Aidy —a) sont invariants
par a.

(i) Sia € L(P,) désigne la dérivation, ou P, désigne lespace des fonctions poly-
nomiales de degré au plus d, alors P; est invariant par a pour tout j € {0,1,...,d}.

Traduction matricielle. Soit B = (by,...,b,) une base de V telle que (by,...,b,)
soit une base de U. Alors U est invariant par a si et seulement si Mp(a) est de la
zy
0z
immédiate de la définition de la matrice Mp(a).

forme ,avec © € M,(K), y € M, ,,—,(K) et z € M,,_,(K); c’est une conséquence

De méme, pour que chacun des sous-espaces (by,...,b;) de V soit invariant par o
(1 <j<n-—1),il faut et il suffit que la matrice Mg(a) soit triangulaire supérieure.
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Un endomorphisme o € L(V) est triangulable® [respectivement diagonalisable] s'il
existe une base B de V' telle que la matrice Mp(a) correspondante soit triangulaire [resp.
diagonale].

CAS PARTICULIER IMPORTANT : le sous-espace U de V invariant par a est de di-
mension 1, de sorte qu’il existe un vecteur non nul u tel que U = Ku; la condition
d’invariance s’écrit alors : il existe un nombre A € K tel que a(u) = Au. Formalisons
comme suit.

DEFINITION. Soient V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et o
un endomorphisme de V.

Une wvaleur propre de a dans K est un nombre A € K tel qu’il existe un vecteur non
nul u € V pour lequel a(u) = Au. Un tel u est un vecteur propre de av de valeur propre
A ; 'ensemble de tous ces vecteurs propres et le vecteur nul constituent [’espace propre

{u eV |alu) =} = Ker(Aidy —a)

correspondant. On appelle spectre de o dans K et on note Spk(a) I'ensemble des valeurs
propres de o dans K.

Définitions analogues pour une matrice a € M, (K).

EXEMPLES. (i) Supposons que V' est un espace euclidien de dimension 2. Une pro-
jection orthogonale de V' sur une droite d de V' a 1 et 0 comme valeurs propres; 1'espace
propre correspondant a la valeur propre 1 est la droite d, et l'espace propre corres-
pondant a la valeur propre 0 est la droite orthogonale. La symétrie orthogonale de V/
relativement a d a 1 et —1 comme valeurs propres; les espaces propres sont a nouveau
d et d*. Une rotation d'un angle # non multiple de 7 n’a aucune valeur propre réelle.

(ii)) Le nombre 0 est valeur propre de a si et seulement si a n’est pas inversible.
Lorsque 0 est valeur propre de «, I'espace propre correspondant est le noyau de a.

(iii) Si a = Aidy pour un nombre A € K, alors Spk(a) = {A} et tout vecteur non
nul de V' est vecteur propre.

(iv) Soit a = diag(A1,...,\,) € M,(K) une matrice diagonale. Alors le j-eme
vecteur de la base canonique de K" est un vecteur propre de a de valeur propre A;
(1<j<n).
cosf) —sin6
sinf  cos6

pas un multiple entier de 7. Alors Spr(a) = () comme déja noté en (i). En revanche,
Spc(a) contient exp(if) et exp(—if), comme on le voit en appliquant a aux vecteurs

(JTwe

PROPOSITION. (i) Toute matrice triangulaire dans M, (K) posséde au moins une
valeur propre dans K.

(v) Soita = une matrice de rotation plane; on suppose que 6 n’est

(ii) Deuz matrices semblables® ont mémes valeurs propres.

20n dit aussi « triangularisable» ou «trigonalisable» .

3Rappel : cela veut dire deux matrices a,b € My (K) pour lesquelles il existe une matrice s € GL(n,K) telle que
b=sas L.
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(L171 0
PREUVE. (i) Pour une matrice triangulaire inférieure | a12 a2 ... |, le dernier vec-

teur de la base canonique est un vecteur propre. Pour une matrice triangulaire supérieure
ai a2 ...
0 ags ... |, le premier vecteur de la base canonique est un vecteur propre.

(i) Soient a,b,s des matrices de M, (K), avec s inversible, telles que b = sas™'.

Supposons que a possede un vecteur propre u de valeur propre A, c’est-a-dire que au =

Au. Alors (sas™t)(su) = Asu, de sorte que su est un vecteur propre de b de valeur propre
A O

THEOREME V.1. Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et
a un endomorphisme de V. Soient Ay, ..., A € K des valeurs propres distinctes de «

et vr,...,v, €V des vecteurs propres correspondants. Alors les vecteurs vy, ..., v, sont
linéairement indépendants.

PREUVE(PAR RECURRENCE SUR k). Le théoréme est évident si kK = 1. On suppose
désormais k > 2 et le théoreme démontré jusqu'a k — 1.

Soient py, ..., pur € K tels que
(%) wiv1 + -+ v = 0.
En appliquant «, on obtient
(k) pre(vy) 4 -+ ppa(vg) = iAo + - 4 Ao = 0.
En soustrayant A fois (x) a (xx), on obtient
(A — Ap)vr + -+ g1 (A1 — Ae)ve—1 = 0.

L’hyphothese de récurrence implique alors que

o= - = p_q = 0.
Par suite, (x) s’écrit pivr = 0; comme vg, # 0, on a aussi g = 0. O

COROLLAIRE. 57V est de dimension n, un endomorphisme linéaire o de V posséde
au plus n valeurs propres.

COROLLAIRE. Awec les mémes notations, ['application
Ker(Aidy —a) @ - - - & Ker(Ar idy —a) — Vv
(Ul,...,Uk) — U1+ g

est injective.

I1 résulte du premier corollaire que, dans les exemples de (i) ci-dessus, il n’y a pas de
valeur propre autre que les valeurs indiquées. De méme dans I'exemple de (iv) lorsque
les A; sont distincts deux a deux (par le premier corollaire), ou méme en général (par le
second corollaire).
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2. Polynoéme caractéristique

Pour V et a € L(V') comme au début du § V.1, on définit le polyndéme caractéristique
de o comme étant

Pa(t) = det (tidy —a) .

C’est un polynome a coefficients dans K dont le degré est la dimension de V', dont le
coefficient dominant est 1 et dont le terme constant est (—1)4™(") det(a). On définit de
méme le polynéme caractéristique d’'une matrice a € M, (K).

NOTATION. On écrit souvent ¢ — o au lieu de tidy —a.

Par exemple, si

21 0
a=|(01-1],
02 4
alors
t—2 —1 0
pa(t) = det | 0 t—1 1 :(t—2)((t—1)(t—4)+2>:(t—2)2(t—3).
0 -2 t—4
Si

~ (cosf —sind
"= \sing coso

est la matrice d'une rotation de R? d’angle 6, alors

P, (t) = 2 —2(cos )t + 1.

THEOREME V.2. Pour o € L(V) comme ci-dessus, les valeurs propres de o dans K
sont exactement les racines dans K du polynome caractéristique pq,.

PREUVE. Cela résulte du fait qu'un endomorphisme 3 de V est non inversible (ou
encore non injectif) si et seulement si son déterminant est nul.

Plus précisément, soit A\ € K. D'une part, I'’endomorphisme A — a de V est non
inversible si et seulement s’il existe un vecteur propre v de a de valeur propre A. D’autre
part, 'endomorphisme A — a de V' est non inversible si et seulement si det(A — a) = 0,
c’est-a-dire si et seulement si A est une racine du p,. O

EXEMPLE. Pour chacune des matrices a et ry introduites juste avant le théoreme,
vérifions que les racines du polynome caractéristique coincident avec les valeurs propres.

Le noyau de 2 — a contient le premier vecteur de la base canonique :

1 0 -1 0\ /1 0
2-a) (0] =f0 1 1]o] =10
0 0-2-2/\o 0
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de sorte que 2 est bien une valeur propre de a. De méme, le noyau de 3 — a n’est pas
réduit a zéro :

1 1 -1 0 1 0
(3—a) 1} =10 2 1 11 =10
—2 0 -2 —1 —2 0
et 3 est une valeur propre de a. Plus précisément, 1’'étude des systemes linéaires
0-1 0 x 0 1 -1 0 x 0
0 1 1 yl =10 et 0 2 1 yl =160
0 -2 =2 z 0 0 -2 —1 z 0
montre que l'espace propre de a correspondant a la valeur propre 2 [respectivement 3]
1 1
est de dimension 1, engendré par | 0 resp. 1
0 -2

Si 0 n’est pas un multiple entier de 7, on sait que ry ne possede aucune valeur propre
réelle et on vérifie que le polynome p,, ne possede aucune racine réelle :

Pry(t) = 2 —2(cos )t +1 = (t — cos ) + (sinf)> > 0 pour tout t € R.
PROPRIETES DES POLYNOMES CARACTERISTIQUES. (i) Soient o, 0 € L(V) avec o

inversible. Alors a et cao™! ont méme polynome caractéristique. [Rappel : deux matrices
semblables ont méme déterminant.|

(ii) Sia=diag(\i,..., ), alors pa(t) = [['—, (t — A)).

=1
(ili) De méme, si a est une matrice triangulaire de coefficients diagonaux Ay, ..., A,
n .
alors p,(t) = [T;_,(t — A;). Par suite,

les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont ses coefficients diagonau.

En particulier, si a € L(V) est un endomorphisme triangulable, alors les coefficients
diagonaux de deux matrices triangulaires qui représentent « (relativement a deux bases
de V) sont égaux, a 'ordre pres.

(iv) Une matrice carrée et sa transposée ont méme polynome caractéristique.

(v) Soit a = (g g une matrice triangulaire par blocs, avec z,z des matrices
carrées. Alors p,(t) = p.(t)p.(t). [Rappel : le déterminant d'une matrice triangulaire

par blocs et le produit des déterminants des blocs diagonaux.]

Soit a un endomorphisme d'un espace vectoriel V' de dimension finie sur un corps
K et soit A une valeur propre de a. La multiplicté géométrique mgeo(A, o) de A est la
dimension de I'espace propre Ker(Aidy —a). La multiplicté algébrique mag (A, o) de A est
la multiplicité de la racine A du polynome caractéristique p,. S’'il n’y a pas de confusion
possible, on écrit Mmgeo(A) €t Mg (A) au lieu de mgeo (A, @) et myg(A, ).

Les définitions pour une matrice a € M, (K) sont analogues.

Pour un endomorphisme o € £(V') [ou une matrice a € M, (K)| et un nombre A € K,
on écrit parfois mgeo(A) = 0 et myg(A) = 0 pour signifier que A n'est pas une valeur
propre de a [ou de a.
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8 0) la valeur propre 0 a multiplicité géométrique 1,
I’'espace propre correspondant étant engendré par le premier vecteur de la base canonique
de K2, et la multiplicité algébrique est 2, le polynome caractéristique étant ¢2. Pour la

Par exemple, pour la matrice

21 0
matricea = | 0 1 —1 |, les calculs déja indiqués montrent que
02 4

Mgeo(2,0) = 1 < 2 = mu,(2,a).

A titre d’exercice, le lecteur vérifiera que, pour une matrice diagonale a de coeffi-
cients diagonaux Ay,...,\,, I'égalité mge(Aj,a) = mag(Aj,a) est vraie pour tout
je{l,...,n}.

PROPOSITION. Awec les notations ci-dessus, on a toujours mMgeo(A, @) < myg(A, a).

PREUVE. Notons n la dimension de V'; posons k = mgeo(A, ) et [ = n — k. Soit
B = (by,...,b,) une base de V telle que (by,...,b;) soit une base de 'espace propre
Ker(Aidy —a). La matrice représentative de \idy —a relativement a la base B est tri-
angulaire par blocs de la forme

Mgs(\idy —a) = (8 :)

oo~ (1)

oub € My, (K) et d € M;(K). Le polynome caractéristique de a s’écrit donc
t—MNI, —b
pa(t) = det (( 0 i i _d) = (t—NFpa(t),

ce qui montre que A est une racine de p,(t) de multiplicité au moins k, en d’autres
termes que Mmag (A, ) > k. O

de sorte qu’on peut écrire

CONSEQUENCE DES DEFINITIONS ET DE LA PROPOSITION.
I < Mgeo(A, @) < Mmae(A, ) < dim(V)
pour toute valeur propre A de a.

EXEMPLE. On appelle bloc de Jordan une matrice de la forme
.00

.00
.00
00| e My(K),

0000 -+ 0A

ol A € K. Cette matrice étant triangulaire, il est immédiat que son polynome carac-
térisitque est (¢ — A\)", donc qu’elle a une et une seule valeur propre, a savoir A, de
multiplicité algébrique m,s(A) = n.
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Pour cette matrice et un vecteur x € K", I'équation J,(A)z = Az s’écrit comme le
systeme linéaire

/\xn—l + T, = )‘xn—l
AT, = Ax,
Ses solutions sont : x1 arbitraire et x9 = - -- = x,, = 0. Par suite A est une valeur propre
de J,(\) de multiplicité géométrique mygeo(A) = 1.

EXERCICE. Pour tout A € K et pour tous k,l € {1,...,n} avec 1 < k <1 < n,
écrire une matrice a € M, (K) telle que mygeo(A) = k et myg(A) = L.

[Indication : Pour une matrice a = diagonale par blocs et un nombre A € K, on

u
0
vérifie que Mgeo (A, @) = Mygeo (A, U) + Mygeo (A, V) €6 Marg (A, @) = Marg (A, u) + Marg (A, ). |

REMARQUE. Soient a une matrice n-fois-n a coefficients réels possédant une valeur
propre A € R. D’une part, on peut bien str considérer a comme un élément de M, (R),
donc I'espace propre correspondant Ker(A,, —a) comme un sous-espace vectoriel de R™.
La multiplicité géométrique m = mgeo(A, a) de A est donc donnée par

m = dimg (Ker(Al,, — a)).
D’autre part, on peut aussi considérer a comme un élément de M, (C), donc I'espace

propre correspondant Ker(AI,, —a) comme un sous-espace vectoriel de C™. La multiplicité
géométrique vue ainsi est donc

m' = dim¢ (Ker(A\,, — a)) .
En fait
m = m/,

de sorte que 'entier mgq, (A, @) est défini sans ambiguité. Voici une maniere d’argumenter.
geo\ "y

Z1 Z1
Soit n un entier, n > 1. Pour tout vecteur z = . € C™, définissons le vecteur conjugué z = . € C™. Noter
Zn Zn
que z = z. Si on pose & = %(z +2z)ety= %(z —Z), alors z = x + iy et &,y € R™; en particulier, z € R™ si et seulement
siz =z

Affirmation. Soit E un sous-espace vectoriel complexe de C™ tel que

(%) zekE pour tout ze b
notons k la dimension de E (dimension complexe!). I existe une base (b1,...,by) de E telle que bj = bj pour j =
L.k

PREUVE. Soit (z1,...,2) une base de E. Pour j =1, ..., k, posons

i) e (%)
;i = —(2; +%; e i = —(z5 —Z;).

J o \#i J Yj i J

D’une part, chacun des vecteurs zi,...,2k,y1,-..,Yr est égal & son propre vecteur conjugé. D’autre part, ces vecteurs
engendrent E, car z; = xj +4y; (1 < j < k). Il résulte du lemme d’échange de Grassmann que, parmi ces 2k vecteurs, on

peut en choisir k qui constituent une base de E. O
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Cas particulier. Soit a € My, (R) une matrice n-fois-n & coefficients réels, qu’on peut aussi voir comme étant &
coefficients complexes. Considérons les applications linéaires a : R®* — R™ et o/ : C* — C™ définies par a. Le
sous-espace Ker(a') de C™ satisfait la condition (*) ci-dessus (& vérifier!). Il en résulte que la dimension complexe du
sous-espace vectoriel complexe Ker(a') de C™ est égale & la dimension réelle du sous-espace vectoriel réel Ker(a) de R™.
De méme, le rang de 'application C-linéaire o’ est égal au rang de l'application R-linéaire o (comme on s’en convainc
par exemple en invoquant la formule de la dimension). De méme encore, pour toute valeur propre A réelle de a :

dime (Ker(/\idv —a’)) = dimg (Ker(x\ idy —a))

(comme annoncg).

Plus généralement, étant donné une valeur propre A € C de a et ’espace propre correspondant E = {z € C™ |az =
Az}, on vérifie que A est aussi une valeur propre de a, d’espace propre {z € C" |z € E}. En particulier, les multiplicités
géométriques dimg (Ker(x\idv 7(1')) de X\ et dim¢ (Ker()\ idy, 7a’)) de )\ sont égales.

3. Endomorphismes linéaires des espaces vectoriels COMPLEXES.
Triangulation

Au lieu de «triangulation» , on dit aussi «trigonalisation» .

Il résulte du théoreme du paragraphe précédent et du théoreme fondamental de
I'algebre que tout endomorphisme d’un espace vectoriel complexe de dimension finie
posséde au moins une valeur propre, et plus précisément que, pour tout endomorphisme
a d’un espace vectoriel complexe V,

> mag(Xa) = dime(V),
AeSpe(a)

Répétons que c’est a cause de cela que 'algebre linéaire complexe est PLUS SIMPLE
que l'algebre linéaire réelle.

DIGRESSION. Pour montrer qu’un endomorphisme « d’un espace vectoriel complexe V' de dimension n < oo possede
au moins une valeur propre, il existe un argument qui, contrairement a celui du cours, ne fait usage ni du polynéme
caractéristique de a ni de la théorie des déterminants. En voici une esquisse.

On choisit arbitrairement un vecteur v € V, v # 0. Soit m le plus petit entier tel que a™(v) soit dans le sous-espace
de V engendré par v, a(v), a?(v),...,a™ 1 (v) et soient cg,c1,c2,...,cm—1 € C tels que

(%) a™ () = cov + cra®) + 202 (W) + ...+ em_10™ ()
(noter que m < n = dimg(V')). On considére le polynéme
p(t) = t™ —em1t™ — ... —cit —co
et sa factorisation p(t) = H;nzl(t — Aj) en termes linéaires en t. On peut alors récrire (*) sous la forme
() (¢ —=Xidy) (@ —A2idy) -+ (@ — A idy)v = 0.
11 résulte de (%) que 'un au moins des endomorphismes a— A idy n’est pas injectif, donc que 'un au moins des nombres

A;j est une valeur propre de o.

Un argument du méme type montre le résultat suivant. Soit @ un endomorphisme d’un espace vectoriel réel V de
dimension finie; alors il existe un sous-espace U de V de dimension 1 ou 2 qui est invariant par «. Pour les détails, voir

S. Adler, Linear Algebra Done Right, Second Edition (Springer, 1997), Théoréme 5.24.

THEOREME V.3. Tout endomorphisme dun espace vectoriel complexe de dimension
finie est triangulable.

En particulier, pour toute matrice a € M,(C) (a fortiori pour toute matrice a €
M,(R)), il existe une matrice inversible s dans GL(n,C) telle que la matrice sas™" est
triangulaire.
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PREUVE. Notons V T'espace vectoriel, n sa dimension, et procédons par récurrence
sur n. Sin = 1, il n’y a rien a montrer. On suppose donc désormais n > 1, et le théoreme
vrai pour les espaces de dimensions strictement inférieures a n.

Soit a € L(V). L’endomorphisme « possede une valeur propre A € C. Notons U
le sous-espace Ker(Aidy —a) de V'; c¢’est un sous-espace de V' distinct de {0} qui est
invariant par a [en effet, si u € U, alors a(u) = Au € U]. Notons k la dimension de U
et posons [ =n — k.

Il existe une base B = (by,...,b,) de V telle que (by,...,by) soit une base de U. La
matrice de a relativement a cette base est triangulaire par blocs, de la forme

Ms() = ( 0 z)
(ou les blocs I, € M (C) et 0 € M, x(C) traduisent 1'égalité (A idy —a)(U) = {0}).

Comme [ < n, 'hypothese de récurrence s’applique a z. Il existe donc une matrice
inversible t € GL(l, C) telle que la matrice tzt~" soit triangulaire supérieure. Par suite

I, 0 Ay I, 0 - o PV yt_l
0t 0 z 0t L0 tatt
est aussi triangulaire supérieure, ce qui acheve la preuve. 0

COMPLEMENT. Soit a un endomorphisme d’un espace vectoriel réel dont le polynome
caractéristique a toutes ses racines réelles; alors a est triangularisable.

En particulier, pour toute matrice carrée a € M, (R) dont le polynéme caractéristique
n'a que des racines réelles, il existe une matrice inversible s dans GL(n,R) telle que la
matrice (réelle!!!) sas™t est triangulaire.

PREUVE. A nouveau par récurrence sur n, parallele a la preuve du théoreme pré-
cédent. ([

. 1 o . .
Attention : I'exemple (8 0> montre qu’il existe des matrices complexes non diago-

nalisables. (Il s’agit bien str d’'une matrice réelle, mais on souhaite la voir ici comme
une matrice complexe et dire qu’elle n’est pas diagonalisable comme matrice compleze.)

PROPOSITION. (i) Soit a € M,,(C). Pour que la matrice a soit diagonalisable, il faut
et il suffit que

(%) Mgeo (A, @) = Mag(A, a)
pour toute valeur propre A de a.

En particulier, si le polynome caractéristique de a possede n racines distinctes, alors
a est diagonalisable.

(ii) Soit a € M,(R). Pour que la matrice a soit diagonalisable sur R c’est-a-dire pour
qu’il existe une matrice s € GL(n,R) telle que la matrice réelle sas™ soit diagonale, il
aut et il suffit que le polynome caractéristique de a ait toutes ses racines réelles et que

tetil t [ lyno téristi d it tout ) ell t

Mgeo(A, @) = Maig(A, @)

pour toute valeur propre A de a.
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En particulier, si le polynome caractéristique de a posséden racines réelles distinctes,
alors a est diagonalisable sur R.

PREUVE. (i) Soient Aq,..., A les valeurs propres de a; notons E; l'espace propre
Ker(A;1, — a) correspondant a A;. Par le second corollaire du théoreme V.1, il y a une
injection naturelle de la somme directe £y @ - - - @ E) dans C". Sous la condition (x), on
a de plus

k k k
Y odim(E) = Y mgeo(Aja) = > mag(Aj,a) = n,
j=1 j=1 j=1

de sorte que cette injection est un isomorphisme. Soient B une base de C" qui est réunion
de bases des F; et C la base canonique de C". Si s = Mgc(idcn), alors sas ! est une
matrice diagonale.

La preuve de la réciproque (a diagonalisable implique (x)), est laissée en exercice au
lecteur.

(ii) La preuve est analogue. O

THEOREME V.4 (théoréme de la forme normale de Jordan* ). Pour tout endomor-
phisme linéaire o d’un espace vectoriel complexe V de dimension finie, il existe une
base de V' relativement a laquelle la matrice de o est diagonale par blocs, avec des blocs
diagonaux qui sont des blocs de Jordan.

PREUVE. Ne fait pas partie du cours. Voir un ouvrage «plus avancé» d’algebre

linéaire. O
20000
02000
EXEMPLE. La matrice [ 0 0 2 1 0 | est diagonale par blocs de Jordan, avec trois
00020
00003
blocs dans M;(C) =~ C et un bloc dans M,(C).

(Le théoreme reste vrai pour un espace vectoriel sur un corps K et un endomorphisme
dont toutes les valeurs propres sont dans K.)

4. Exercices

(V.1) Calculer les nombres complexes (1 + 2i)%, =2 et (%)2

(V.2) Soit B = (by,...,b,) une base de R™. Lorsqu’on considere les b; comme des
vecteurs a coordonnées complexes, montrer qu’ils forment encore une base de C™.

4Camille Jordan, mathématicien frangais, 1838—1922. Son «Traité des substitutions et des équations algébriques»
est entre autres le premier traité de théorie des groupes. On retrouve son nom en topologie plane avec les «courbes de
Jordan» , et le résultat important selon lequel elles «séparent le plan» .
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(V.3) L’exercice se rapporte & un modéle du corps des nombres complezes.

Soit C le sous-ensemble de M(R) des matrices de la forme z = xI + yJ ; le symbole
01

I désigne la matrice unité I a deux lignes et deux colonnes, et J = . Pour une

—-10

matrice z de ce type, on pose Z = 2l —yJ € C. Vérifier les assertions (i) a (v) ci-dessous.
(i) C est un sous-espace vectoriel de My(R) de dimension réelle deux.
(ii) Le produit z; 29 est dans C pour tous 21, 23 € C.
(iil) 2129 = 2921 pour tous z1, 29 € C.
(iv) 2z = (2% +y*)I pour tout z = zI +yJ € C.
(v) z=ual + yJ est inversible deés que z # 0.
[Indication : deviner I'inverse, puis vérifier. |

(V.4) Dessiner dans R? les espaces propres de la matrice (% _é)

(V.5) Déterminer dans C? les espaces propres de la matrice (; :?)

200
(V.6) Décrire TOUS les vecteurs propres des matrices | 0 2 0] et ((2) ;’)
003

(V.7) Pour tout entier n > 1, soit ™ € M,,(C) la matrice définie par
o _ {1 sii—jl=1
I 0 dans les autres cas
et soit p,(t) son polynoéme caractéristique.
(i) Calculer py(t) et pa(t).
(ii) Etablir une relation linéaire entre p,,(t), p,—1(t) et p,—2(t) pour tout n > 3.
(iii) Calculer ps(t) et pa(t).

(V.8) Pour j € {1,2,3,4}, écrire une matrice a; € M,(C) pour laquelle le nombre 2
est une valeur propre de multiplicité algébrique 4 et de multiplicité géométrique j.

(V.9) Soit 6 € R. Trouver une matrice s € GL(2, C) telle que la matrice
cos) —sinf\ _;
*\sing cosf)®
soit, diagonale.

(V.10) Soient n un entier et a € M,(C) une matrice telle que a* = I,,. Montrer que
toute valeur propre de a est I'un des nombres 1,7, —1, —i.
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(V.11) Soit a € M,(C) une matrice de valeurs propres Ay, ..., A, distinctes deux a

deux. Ecrire la liste des valeurs propres de a?, de a® —a+ 31, et (lorsque a est inversible)

de a~ .

(V.12) Soient o un endomorphisme d'un espace vectoriel complexe V tel que a? = idy
et A € C un nombre complexe tel que A # £1. Trouver une combinaison linéaire de idy
et a égale a (\idy —a)™h

(V.13) On considere un entier n > 1, un nombre complexe A, I'espace vectoriel com-
plexe V des fonctions f : R — C de la forme f(t) = (ag + ayt + - - - + a,t")e*, avec
ao, - ..,a, € C, la suite B = (by,...,b,) d’éléments de V définie par b;(t) = %tje’\t, et
I'endomorphisme a € £(V) défini par a(f) = f' (dérivée).

(i) Vérifier que B est une base de V.
(ii) Ecrire la matrice Mg(a).

Quelles sont les valeurs propres de cette matrice ? leurs multiplicités ?

(V.14) Dans l'espace R?, trouver une base formée de vecteurs propres de la matrice

011
a=1101
110
: 01 . . 9 .
(V.15) Soit a = | ; 1) Déterminer les espaces propres de a dans R, et les dessiner.
1
Pour un vecteur non nul u € R?, esquisser ses images u a(u), a*(u), ..., aF(u), ... dans

les trois cas suivants :
u est dans I'un des espaces propres,
u est dans 'autre espace propre,

u n’est pas dans un espace propre.

(V.16%) (= exercice pour faire trébucher les calculettes) On considere I'équation aux
différences u, = pu,_1 + qu,_2 ou p et q sont deux constantes réelles telles que
p? +4q > 0.

(i) Vérifier que les solutions de cette équation sont de la forme u,, = as™ + [t ou
a, 3 sont des constantes et oll s, sont les racines du polynome z2 — pz — g.
(i) Calculer lim,_o u, pour la suite définie par wup = 1, uy = 3(1 — V2) et
Up = Up_1 + %un,g.
(ili) Progammez votre calculette selon (ii) et contemplez la suite ugs, pour 1 < k < 20.
Indications pour comprendre ces résultats.

(iv) Sia= (2 ;) vérifier que (uu" ) =a (u21> pour tout n > 1.
n+1 n
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(v)  On suppose p, q et les notations telles que s > 1 et |t| < 1. Calculer lim,_ o u,
d’abord lorsque (ZO) est sur 'axe propre correspondant a s, ensuite sur 'axe
1
propre correspondant a t.

Les données numériques de (ii) correspondent-elles a I'un de ces cas?

(vi) Calculer lim, . u, lorsque (ZO> n’est pas sur I'un des axes propres de a.
1

[Pour (v) et (vi), voir 'exercice précédent.|

(vii) Dans la situation de (ii), observer que les pentes des axes propres de a sont irra-
tionnelles, et expliquer le résultat de (iii) par une approximation rationnelle d'un
nombre irrationnel.

(V.17) Soient K un corps, n > 1 un entier, ¢, ..., ¢, € K et
0 1 O --- 0 0
0 0 r - 0 0
0 0 o --- 0 1
—Cn —Ch—1 —Cp—2 *r —C2 —C

Calculer le polynome caractéristique de a.

(V.18) On considere deux entiers n,k > 0, 'espace P, des fonctions polynomiales
R — R de degrés au plus n, et une fonction polynomiale ) de degré k a coefficient
dominant 1. (Si Q est de la forme z — qq + 1@ + - - - + q@*, son coefficient dominant
est q.)

(i) Calculer les valeurs propres de 'endomorphisme linéaire §g € L(P,,) défini par
Tr) = % x)r(x)). Pour tout 3 € , L,..., hy, montrer que possede un
5o P 2 (Q(x)P(x)). P e (0.1, h 5o possed
unique vecteur propre P; € P, de degré j a coefficient dominant 1.
[Indication : Si B = (fo,..., fs) est la base de P, définie par f;(z) = 27, la matrice
Mp(dg) est triangulaire. |
(ii) Dans le cas ot k = 2 et Q(z) = 2 — 1, calculer Py, Py, P.

[Pour en savoir plus sur les opérateurs d¢, voir par exemple l'article de G. Masson
et B. Shapiro, On polynomial eigenfunctions of a hypergeometric-type operator, Fxperi-
mental Mathematics 10 :4 (2001), pages 609 618.]

(V.19) Soient V,; W deux espaces vectoriels complexes et a € L(V, W), B € LIW,V)
deux applications linéaires. Montrer que I’ensemble des valeurs propres non nulles de
af coincide avec I'ensemble des valeurs propres non nulles de (Sa.

Exhiber un exemple tel que 0 soit une valeur propre de a3, mais pas de SBa.

[Indication : Si X n’est pas une valeur propre de af et si p = (a8 — XNidy )7, vérifier
que Ba — Nidy est inversible d’inverse A7 (Bpa — idy). |






CHAPITRE VI

Espaces hermitiens et euclidiens, adjoints des opérateurs,
théoreme spectral

1. Espaces hermitiens

Lecture conseillée : S. Axler, Linear algebra done right, Second edition, Springer (1997),
chapitre 5.

DEFINITION 1.1. Une forme hermitienne! sur un espace vectoriel complexe V est
une application h: V x V — C telle que
(i) (= antilinéarité en la premiere variable) h(v + v', w) = h(v, w) + h(v', w)
et h(Av,w) = Ah(v,w) pour tous v,v',w € V et X € C;
(ii) (= linéarité en la seconde variable) h(v,w + w') = h(v,w) + h(v, w’)
et h(v, \w) = Ah(v,w) pour tous v,w,w € V et A € C;
(iii) h(w,v) = h(v,w) pour tous v,w € V.
REMARQUES. (a) Ces conditions ne sont pas indépendantes ; par exemple, (ii) résulte
de (i) et (iii).
(b) De nombreux auteurs décident de définir les formes hermitiennes linéaires en la
premiere variable et antilinéaires en la seconde, contrairement au choix adopté ici!!!
(¢) Il résulte de (iii) que h(v,v) € R pour tout v € V.
DEFINITION 1.2. On dit qu'une forme hermitienne h sur V est
non dégénérée si, pour v € V, on a v = 0 <= h(v,w) = 0 pour tout w € V;
positive si h(v,v) > 0 pour tout v € V';
définie positive si h(v,v) > 0 pour tout v € V,v # 0.
Il est évident qu’une forme définie positive est non dégénérée.
EXEMPLE. Sur C?, on définit trois formes hermitiennes par
hi(v,w) = Trw, + T3ws,
hir(v, w) = vyw; + Vaws — Vzws,
hirr(v,w) = Trwy + Taws + Tzws.
La forme h; est positive dégénérée, la forme h;; est non dégénérée et n’est pas positive,
la forme hj;; est définie positive. Noter que application hpy : C* x C? — C définie par

hry(v,w) = Trw; + izwy n'est pas une forme hermitienne! (car hpy (v, v) et hpy (v, v)
sont en général des nombres complexes différents).
1En référence a Charles Hermite, mathématicien francais, 1827-1901. Il a obtenu de nombreux résultats sur les

fonctions elliptiques, et plus généralement sur les liens profonds qui existent entre ’arithmétique et 'analyse. On lui doit
la preuve de la transcendance du nombre e = ZO:O # ~ 2,71828.
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THEOREME VI.1 (inégalité de Cauchy®-Schwarz®). Soit V un espace vectoriel com-
plexe muni d’une forme hermitienne positive h. Alors

\h(v,w)[> < h(v,v)h(w, w)

pour tous v,w € V.

PREUVE. Etant donné v,w € V', posons a = h(v,v), b = h(v,w) et ¢ = h(w,w), et
’ 3 . 2
remarquons que a, ¢ sont des nombres réels. Il s’agit de montrer que [b|” < ac.

Supposons d’abord que ¢ # 0. Pour tout A € C, on a
(%) h(v + dw, v+ Mw) = a+ Xb+ Ab+ [\ e > 0.
En particulier, pour A = —b/c, on trouve a — bb/c > 0.
De méme, si a # 0, on a pour tout A € C
(%) A\ 4w, v +w) = [APa+Xb+No+c¢ > 0.
En particulier, pour A = —b/a, on trouve ¢ — [b* /a > 0.
Sia=c=0,onpose A = —bdans (x) ou A\ = —b dans (xx) et on trouve —2 |b|* > 0,
c’est-a-dire b = 0. U

ProOPOSITION 1.1. Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension finie et muni
d’une forme hermitienne non dégénérée h.

Pour toute forme linéaire £ : V — C, il existe un unique vecteur ve € V' tel que

§(w) = h(ve, w)
pour tout w € V.

PREUVE. Notons V' 'espace dual de V.

Soit d’abord A une forme hermitienne quelconque sur V. Pour tout v € V, notons
&, € V' la forme linéaire définie par &,(w) = h(v, w). L’application

oV —=V v§,

a les propriétés suivantes : ¢(v+2') = ¢(v) +¢(v') et d(Av) = Ag(v) pour tous v,v' € V
et A € C. L’image de ¢ est donc un sous-espace vectoriel de V' (bien que ¢ ne soit PAS
linéaire!).

Supposons désormais la forme hermitienne A non dégénérée, c’est-a-dire 'application
¢ injective. Soient vy,...,v; des vecteurs linéairement indépendants de V' et &;,..., &
leurs images par ¢; alors ces images sont linéairement indépendantes. (Preuve : soient
M, .. s € Ctels que A&+ -+ & = 0. Alors \yvy+- -+ v, = 0 [car I'application

2Augustin Louis Cauchy, mathématicien frangais, 1789—1857; il a joué un réle important dans la création de la
théorie des groupes, dans les fondements de l’analyse réelle (voir le cours d’Analyse I), et dans les débuts de ’analyse
complexe (voir le cours d’Analyse II).

3Hermann Schwarz, mathématicien allemand, 1843-1921, professeur au Poly de Zurich de 1869 a 1875 il a tiré parti
de I'inégalité dite de Cauchy-Schwarz pour des produits scalaires définis par des intégrales doubles du type

g = [ /Df(x,y)g(a:,y)dxdy

ou f et g désignent des fonctions a valeurs réelles définies sur un ensemble D du plan et satisfaisant des conditions
appropriées. A cette inégalité se rattache également le nom de V. Bunyakovski, qui I’a utilisée (avant Schwarz) pour des
produits scalaires définis par des intégrales simples (voir les exemples (ii)— (iv) de la page 115).
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¢ est injective, et d(Avy + -+ + A\pUr) = ML+ -+ M), done Ay = -+ = A = 0, ou
encore A\; = -+ = X\ = 0.) Il en résulte que la dimension du sous-espace ¢(V') de V' est
égale a celle de V', donc aussi a celle de V', de sorte que ¢(V) = V'.

Ceci montre 'assertion d’existence de la proposition. La preuve de I'unicité est laissée
en exercice au lecteur. U

REMARQUE. Un argument tout a fait analogue montre que, pour toute forme anti-
linéaire n : V. — C, il existe un unique vecteur w, € V tel que n(v) = h(v,w,) pour
tout v € V.

DEFINITION 1.3. Un produit scalaire hermitien (on dit aussi plus simplement produit
scalaire) sur un espace vectoriel complexe est une forme hermitienne définie positive sur
cet espace.

On écrit souvent (v | w) le produit scalaire de deux vecteurs v,w d'un espace her-
mitien. Un espace hermitien est un espace vectoriel complexe de dimension finie muni
d’un produit scalaire.

Dans un espace muni d’un produit scalaire, on définit la norme d’'un vecteur v comme
étant le nombre réel positif ||v]| = /(v | v).

Propriétés de la norme

PROPOSITION 1.2. Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.
1) Jv+w| < ||l + |lw] pour tous v,w € V.
(i) |[\v| = A ||v|| pour tous A € C et v e V.

(iii) ||v|| > 0 pour tout v € V, avec égalité si et seulement si v = 0.

PREUVE. Pour v,w € V, on a
2 2 2 2 2
lv+wl* = [lv* +2Re ((v | w)) + lw]* < [lv]* + 2 [Jv] [[w] + [lw]
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, d’ot1 la premiere assertion. Les deux autres assertions

résultent immédiatement des définitions. O

EXEMPLES DE PRODUITS SCALAIRES. (i) L’espace C" muni du produit scalaire «ca-

nonique »
n
wlw) = 3w
j=1
Il existe d’autres produits scalaires sur C"! Par exemple, pour tout n—uple (cy,...,c,)

de nombres réels strictement positifs, on obtient un produit scalaire h, tel que h.(v, w) =
n J—
> i1 CiUW;.

(ii) L’espace Ccla,b] des fonctions continues a valeurs complexes sur un intervalle
compact (= fermé borné) [a, b] de 'axe réel, muni du produit scalaire

b
(f1g) = / T g(t) dt.
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(iii) Le méme espace muni du produit scalaire

b
719, = [ TOa0 u(t
ol w : [a,b] — R’ est une fonction continue par morceaux donnée.

(iv) L’espace des fonctions continues R — C qui sont 27-périodiques, muni du
produit scalaire

(fg) = /_”mg@)dt.

Comparer avec l'exemple (ii)!
(v) Tout sous-espace vectoriel d'un espace hermitien.

En analyse, il est important de distinguer les produits scalaires qui définissent des
espaces complets, aussi nommés espaces de Hilbert*. 11 se trouve quun espace hermitien
de dimension finie est nécessairement complet. La question en dimension infinie est plus
délicate, et n’est pas abordée ici.

DEFINITION 1.4. Soit V un espace vectoriel complexe muni d'un produit scalaire.
Deux vecteurs v,w € V sont orthogonauzx si (v | w) = 0.
REMARQUES. (i) Si v, w sont orthogonaux, alors
2 2 2
[v+w[” = [jol]* + [lw]”
(ii)) Des vecteurs vy, ..., v, non nuls orthogonaux deux a deux sont linéairement
indépendants.

En effet, soient Aq, ..., \x € C tels que Aoy +- - -+ Agv, = 0. Pour tout j € {1,...,k},
on obtient (v, | Ayvy + - - - 4+ Agvg) = Aj(v; | v;) =0, donc A; = 0.

DEFINITION 1.5. Une suite orthogonale de vecteurs de V' est une suite de vecteurs
de V dont les vecteurs sont orthogonaux deux a deux. Une telle suite est orthonormale
si, de plus, le produit scalaire de tout vecteur de la suite avec lui-méme est égal a 1.

Pour toute partie S de V', l'orthogonal de S est le sous-ensemble
St ={weV|{®|w) =0 pourtout v€ S}
REMARQUE. C’est un sous-espace vectoriel de V.

THEOREME VI.2 (norme d’un vecteur et coordonnées selon une base orthonormale).

Soient V' un espace hermitien et (eq, ..., e,) une base orthonormale de V. Alors
n n
2 2
v=> (ejlve; et folP =D e v)
j=1 j=1

pour tout v € V.

4En référence A David Hilbert, mathématicien allemand, 1862-1943. Il est notamment célebre pour sa liste de 23
problémes, délivrée a I'occasion du Deuxiéme Congres International des Mathématiciens, tenu a Paris du 6 au 12 aout
1900.
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PREUVE. Puisque (ej,...,e,) est une base de V, il existe Ay,..., A, € C (unique-
ment définis) tels que v = > 7| Apeg. Par suite

(ej | v) = <€j Z)\kek> = Mlej ler) = A

pour tout j € {1,...,n}, d’'ou la premiere égalité. En développant
n n
o] = <Z Aj€; ZAk€k> ;
j=1 k=1

on obtient la seconde. O

THEOREME VI3 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt®). Soient V' un

espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire et (vq,. .., v;) une suite de vecteurs
de V' linéairement indépendants. Alors il existe une suite orthonormale (e, ..., ex) dans
V' telle que

(e1,...,€5) = (v1,...,75) pour tout je{l,... .k}

RAPPEL : (ey,...,e;) désigne le sous-espace vectoriel de V' engendré par ey, ..., e;.
Dans cet énoncé, notons que l'ordre des vecteurs vy, ..., v est important ; par exemple,
si on applique une premiere fois le procédé a la suite (vq,v9,vs,...) et une seconde fois
a la suite (vg,v1,v3,...), on trouve deux résultats différents.

PREUVE, PAR RECURRENCE SUR k. Si k = 1, il suffit de poser e; = vy [Jv1]|”". On
suppose désormais k > 1 et le procédé démontré jusqu'a k — 1. Il existe donc une suite
e1,...,ex—1 dans V telle que (e,...,e;) = (vy,...,v;) pour j < k — 1, et il s’agit de
définir ey,

Posons
k—1
wy = U — g (e; | vi)e;.
i=1
Par hypothese (indépendance linéaire et récurrence), v, n’est pas dans le sous-espace
. . —1
(e1,...,ex—1) = (v1,...,v5—1). En particulier, wy # 0. Il suffit de poser e, = wy, ||wy||

et de vérifier que les conditions sont satisfaites. Par exemple :

1 k—1
(ej | ex) = Tooel <<€j | ) — <€j Z(ei | Uk->€i>> =0

pour tout j € {1,.... k—1}. O

EXEMPLE. Soit V' = Cg[—1, 1] I'espace vectoriel réel (voir le § suivant) des fonctions
continues a valeurs réelles sur l'intervalle [—1, 1], muni du produit scalaire de I'exemple
1.9.ii, et soit (vg, v1,...) la suite des fonctions définies par v, (t) = t™. Soit (ep, €1, . ..)
la suite de polynomes définis par le procédé de Gram-Schmidt. On définit le n-ieme
polynome de Legendre P, en posant

(+) Pty = )

en(l)'

5Jorgen Petersen Gram, mathématicien danois, 1850-1916. Erhard Schmidt, mathématicien allemand, 1876-1959.
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(On admet ici que e, (1) # 0; voir par exemple I'exercice qui suit).

Montrons par exemple que

3t —1
Po(t) =1, Pi(t) =, Py(t) = 9
En effet, on a successivement (en reprenant les notations du numéro précédent) :
2 ' 1
||voll :/ dt =2, eo(t)=—, P(t)=1;
. V2

wi(t) —t ( 1 d) Lt /thdt 2
=t — —=S8as | —F= =1, w = = -,
' V2 V2 R 3

Po(t) = 5 (3> —1)
EXERCICE. On se propose de montrer que
1 a
P, = — (= 1)").
(e (0) = gy (B = 1))

Dans les points (i) a (vi) ci-dessous, P, () est défini par la formule (xx), et il s’agit de
montrer que ces fonctions sont les mémes que celles définies a 'exemple précédent.

(i) Vérifier que P, () est un polynome de degré n et que P,(1) = 1.

&

(i) Vérifier que 7

((t* —1)") s’annule en t = +1 si j < n.

(iii) Montrer que [*, P,(t)t™dt = 0 si m < n.
[Indication : intégrer m fois par parties, en utilisant (ii).]
(iv) En déduire que f_ll P,(t)P,,(t)dt =0 si n #m.
v) Conclure : les fonctions définies par (xx) coincident avec celles définies par (x).
(

vi) On peut montrer que f_ll (P, (t))*dt = ﬁ pour tout n > 0. Vérifier cette
égalité lorsque 0 < n < 2.

COROLLAIRE. (i) Tout espace vectoriel hermitien posséde une base orthonormale.

(ii) Dans un espace hermitien, toute suite orthonormale peut étre complétée en une
base orthonormale. En particulier :

Soient V' un espace hermitien de dimensionn et U un sous-espace de V' de dimension
k ; alors il existe une base orthonormale (eq, ... e,) de V telle que (e, ..., ex) soit une
base orthonormale de U.
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THEOREME VIL.4. Soient V un espace hermitien et U un sous-espace vectoriel de V.
(i) L'espace V est somme directe U & U+ de U et de 'orthogonal de U.

(i1) Soit (e1, ..., e,) une base orthonormale de V' telle que (e1, ..., ey) est une base
orthonormale de U, ot m = dimU < n = dimV. Alors (em41,...,€,) est une base
orthonormale de U.

(i4i) Soit v € V ; soient vl € U et vt € Ut les vecteurs définis par v = vl 4+ v,
Alors :
HUL” = HU — U”H <|lv—ul| ¥ u €U, avec égalité si et seulement si u = vll ;

[l|| = [Jv = vt|| < v — w|| YV w € U*, avec égalité si et seulement si w = v*.

PREUVE. Il est évident que U N U+ = {0}, donc que la somme de U et UL est
directe.

Soit (e, ..., e,) comme dans (ii). Pour v € V', on pose
m n
ol = Z(ej | v)e; et vt = Z (ej | v)e;
j=1 j=m+1

de sorte que v = vl + vt avec vl € U et v+ € U*. La somme directe U @ UL est donc
égale a V. La vérification de (ii) est alors immédiate.

Pour tout u € U, nous avons
2 2 2 2 9
lor " = flo = o"[" < flo = ol + Jlol =] = v =

(voir la remarque (i) suivant la définition 1.10), avec égalité si et seulement si vl —u = 0.
La preuve de la derniere assertion du théoreme est analogue. [J OJ

Digression. Voici 'esquisse d’un autre argument pour montrer, étant donné v € V, 'existence et 'unicité du vecteur
2
ol €U tel que [|v — ol I” <l — u||? pour tout u € U.

On choisit arbitrairement ug € U et on pose R = ||v — upl|. On considére le sous-ensemble
K={ueUll|v—ul <R}
qui est manifestement fermé borné (= compact) dans U, et la fonction
K — R
or, ¢ 5
u — v —ul

qui est manifestement continue. Par un théoréme bien connu (voir le cours d’Analyse I, semestre d’hiver si la dimension
de U est 1, et semestre d’été en général), il existe un vecteur vl € K € U qui réalise le minimum de cette fonction.

Soient vl,vg deux minima de cette fonction, et soit v/l = % (v! + v2). Si v! et vy étaient distincts, on montrerait
Il

sans peine que ||v — ol H < H’U — vy H, contrairement & la définition de v;. C’est ainsi qu’on s’assure de 'unicité du vecteur

oll.

TERMINOLOGIE L’espace Ut est le supplémentaire orthogonal de U dans V. Une
telle somme U @ UL est une somme directe orthogonale (ou “somme orthogonale™).
L’application

V=UaU" — V

bu (- I
v=v"4+v" — v

est la projection orthogonale de V' sur U. Noter que cette projection est linéaire : py €

L(V).
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Propriétés de la projection orthogonale.

Soit py € L(V) la projection orthogonale de V' sur U (notations du théoreme VI.4).
I1 résulte de l'assertion (i) du théoréeme V1.4 que

pu(v) = v si et seulement si v € U,

Im(py) = U,

Ker(py) = U+,
et de la remarque (i) suivant la définition de “vecteurs orthogonaux” que

lpr ()| < ||v]| pour tout v € V, avec égalité si et seulement si v € U.
Notons de plus que

p2U = DPu:

py =idv —pu,

py = idy si et seulement si U =V,

pu = 0 si et seulement si U = {0}.
[Voir encore 'exercice (VI.2).]

PROPOSITION 1.3. Soient V' un espace hermitien et U un sous-espace vectoriel de

V' de dimension m.

(i) L orthogonal de l'orthogonal de U coincide avec U ; autrement dit : (UL)*+ =U.

(i1) Si (€1, ..., em) une base orthonormale de U, la projection orthogonale py € L(V')
de 'V sur U est donnée par

m

pu(v) = Z(ej | v)e; pour tout v € V.
j=1
PREUVE. C’est une conséquence immédiate du théoreme VI1.2. O

REMARQUES. (i) La proposition vaut aussi pour un espace euclidien (voir le para-
graphe suivant).

(ii) L’assertion (ii) de la proposition est encore vraie — et souvent appliquée —
lorsque V' est un espace vectoriel de dimension infinie muni d'un produit scalaire, c¢’est-
a~dire d'une forme hermitienne (ou bilinéaire symétrique dans le cas d’un espace vectoriel
réel) définie positive, et U un sous-espace vectoriel de U de dimension finie.

EXERCICE. Pour tout sous-ensemble non vide S d’un espace hermitien V', montrer
L . .
que (S L) est le sous-espace vectoriel de V' engendré par S.

EXEMPLE. Soit V = C([0, 1]) 'espace des fonctions continues sur I'intervalle unité,
a valeurs réelles, espace muni du produit scalaire défini par

(filfo) = /0 f1(t) fa(t)dt.

Soit U le sous-espace de V' des fonctions polynomiales de degrés au plus 1, c’est-a-dire le
sous-espace de V engendré par les fonctions vy, v1, ot v;(t) = /. Soit par ailleurs f € V
la fonction définie par f(t) = e'. Calculons la projection orthogonale g de f dans U,
c'est-a-dire la fonction g € U telle que || f — ¢g|| < [|f — u|| pour tout v € U.
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Appliquons le procédé de Gram-Schmidt a la base (v, v1) de U. Avec les notations
de la preuve du théoreme VI.3, on calcule successivement

1
lvol® = / dt = 1 donc ey = v
0

' 1
<€0 | U1> = / tdt = —
0 2

1
(eo|f>:/oetdt:‘et‘é:e—1
1 1
= 2V/3 ‘dt — V3 | €'d
(e ] f) \/_/Otet\/_/oet

= Qﬁ}tet—et}é—\/g|et’é = 2V/3-V3(e—-1)
= 3V3 —V3e

et enfin

g9(t) = (eo | fleot) + (ex | fleu(t)
=e—1+V3(3—e)(2V3t—V3)
= 6(3—e)t+4e—10
pour tout ¢ € [0, 1].

Le lecteur est invité a calculer la projection h de la fonction exponentielle f dans le
sous-espace de V' engendré par les fonctions polynomiales de degrés au plus 2.

Les problemes de ce type, consistant a calculer la meilleure approximation (au sens
convenable) d'une fonction, ci-dessus f, par une fonction d'un sous-espace donné, ci-
dessus U, sont d'une grande importance pratique.

2. Espaces euclidiens

Soit. V' un espace vectoriel sur un corps K. Une forme bilinéaire symétrique sur V'
est une application

6:VxV-—K
telle que
(i) B+, w)=pBw,w)+ B, w) et B(Av,w) = AB(v, w)
(ii)) Bv,w+w') = B(v,w) + B(v,w') et B(v, \w) = A\F(v, w)
(i) B(w,v) = B(v, w)
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pour tous v,v,w,w’ € Vet A € K.

Soit V' un espace vectoriel réel. Un produit scalaire euclidien (on dit aussi produit
scalaire) est une forme bilinéaire symétrique sur V' telle que G(v,v) > 0 pour tout v € V,

v # 0.

Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un produit
scalaire. Par exemple, R™ muni du produit scalaire canonique défini par

@ ly) =D
j=1

est un espace euclidien.

On définit la norme d’un vecteur dans un espace euclidien par ||z|| = /(x| x), et
on montre les analogues des résultats du paragraphe précédent, en particulier :

(i) toute forme linéaire peut s'écrire w — (v | w) pour un certain v € V' (proposi-
tion 1.1);

ii) linégalité de Cauchy-Schwarz (théoreme VI.1);
iii) les propriétés de la norme (proposition 1.2);
(iv) le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (théoreme VI.3);

(v) lexistence et les propriétés des projections orthogonales (page 120).

3. Adjoints, opérateurs auto-adjoints, unitaires et normaux

DEFINITION 3.1. Soit V, W deux espaces hermitiens et o : V' — W une application
linéaire. On définit ['application adjointe a* : W — V de a par

(1) (@ (w) | v)y = (w ]| a(v))w pour tous veV et weW.

Voici une maniere moins elliptique de présenter cette définition.

Soit w € W. Notons &, : V — C la forme linéaire définie par &, (v) = (w | a(v))w
pour tout v € V. La proposition 1.1 montre qu’il existe un unique vecteur u,, € V tel
que &,(v) = (uy | v)y pour tout v € V. Pour w,w’ € W et A € C, il est immédiat de
vérifier que

Cwrw = So T & € S = Ay
donc que
Uy = Uy + Uy et Uny = Ay
En d’autres termes, 1'application w —— wu,, de W dans V' est linéaire; c’est cette appli-

cation qui est, par définition, 'adjointe a* de I'application a, et qui est définie par les
égalités de (1).

Dans le contexte du présent chapitre, on dit souvent «opérateur linéaire» ou méme
«opérateur» au lieu de «application linéaire» . Ainsi a* est ['opérateur adjoint de a.
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Propriétés immédiates
Soient o, 5 € LIV,W) et A € C. Alors

(a+B)" = o™ + 57

(Aa)* = Aa*;
()" = a.
SiW =V, alors
(idy)* = idy .

Enfin, si X est un espace hermitien et si v € L(W, X), alors

(ya)" = a*y"

CONSEQUENCE. Si o : V — W est inversible, alors (a™)* = (a*) ™"

ProprosITION 3.1. Dans la situation de la définition précédente, on suppose de
plus V' et W munis respectivement de bases orthonormales € = (e1,...,en) et F =

(fiy---y fn). Alors les matrices Mrg(a) et Mg z(a*) relativement a ces bases satisfont
la relation

Me r(a)jn = Mre(@)r,
pour tous j € {1,....,m} et k € {1,...n}.

PREUVE. On a

Mg 7(a”)jr = (ej | a"fx) = (ae; | fr) = (fx | ae;) = Mze(a)y,;. o

La proposition 3.1 «oblige» a la définition suivante : si a € M, ,,(C) est une matrice

complexe, la matrice adjointe a* € M,, ,(C) de a est la matrice transposée conjugée de a.
Ainsi, la conclusion de la proposition 3.1 s’écrit

Me (") = (Mre(a)).

PROPOSITION 3.2. Soient V' un espace hermitien et a € L(V'). Les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :

VxV-— C

(i) lapplication h : {(v w) — (v a(w)) est une forme hermitienne ;

PREUVE. L'implication (i) = (ii) résulte des définitions. Réciproquement, suppo-
sons que la propriété (ii) est vérifiée, c’est-a-dire que h(u,u) € R pour tout u € V; la
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seule condition a vérifier pour & qui ne soit pas immédiate est la condition “h(v,w) =
h(w,v)”. Alors, pour tous v,w € V, on a
4h(v, w) = h(v+w,v+w) — h(v —w,v —w)
— i h(v 4w, v +iw) + i h(v — iw, v — iw)
=h(v+w,v+w)—h(—(v—w),—(v—w))
— i h(—i(v+iw), —i(v + tw)) + i h(i(v — w), i(v — w))
= h(w +v,w+v) —h(w—v,w— ")
+ i h(w + v, w 4+ w) — it h(w — v, w — W)
= 4h(w,v)
de sorte que la propriété (i) est aussi vérifiée.
[’équivalence (i) <= (iii) se montre comme suit :

h(v,w) = h(w,v) pour tous v,w € V si et seulement si

(v |1 Oz(w%) = (w]a@) = (a*(w) |v) = (v | a*(w)) pour tous v,w € V si et

aw = o*w pour tous w € V si et seulement si a = o™. 0

DEFINITION 3.2. Un opérateur satisfaisant les propriétés de la proposition précédente
est dit autoadjoint ou hermitien.

Il y a une définition analogue pour les matrices complexes (voir la proposition 3.1) :
la matrice a € M, (C) est autoadjointe ou hermitienne si elle est égale a sa transposée
conjuguée, ce qu'on écrit a* = a. Ainsi

étant donné un espace hermitien V- muni d’une base orthonormale £, un opérateur
a € L(V) est autoadjoint si et seulement si la matrice Me(a) est autoadjointe.
Les opérateurs autoadjoints (et leurs analogues en dimension infinie) jouent un role
fondamental dans le formalisme de la physique quantique.

REMARQUE. Il résulte en particulier de la proposition 3.2 qu’un opérateur a sur un
espace hermitien V' tel que (v | av) > 0 pour tout v € V (on dit alors que a est positif,
voir I'exercice (VI.7)) est nécessairement autoadjoint.

[’analogue de ce fait pour un espace euclidien (espace vectoriel réel muni d'un
produit scalaire) n’est pas vrai : vérifier par exemple que, sur 'espace R* muni du

. . . / . 1 1 Ve . /7
produit scalaire standard, la matrice non symétrique ( 30 10) définit un opérateur

a: R? — R? tel que (v | a(v)) > 0 pour tout v € R?.
PROPOSITION 3.3. Soient V. W deuz espaces hermitiens et o € L(V,W). Les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) |la()]| = ||v|| pour tout v eV ;
(ii) (a(v) | a(w)) = (v ]| w) pour tous v,w € V ;
(iil) a*a =idy.
De plus, si dim(W) = dim(V'), ces conditions sont équivalentes a
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(iv) aa* =idy.

PREUVE. Les implications (ii) == (i) et (ii) <= (iii) résultent immédiatement des
définitions, et il s’agit de montrer que (i) = (ii).

On vérifie d’abord qu’on a
dv|w)y = v+w|v+w)—v—w|v—w)—i{v+iw|v+iw) +i{v—iw|v—iw)
= lo+wl® = llv—wl* =i [lv+iw|* +i o —iw]*

pour tous v,w € V (comparer avec la preuve de la proposition 3.2), puis on établit que
(i) implique (ii). La preuve de la derniere assertion est laissée au lecteur. O

DEFINITION 3.3. Une application linéaire satisfaisant les propriétés de la proposition
précédente est une isométrie de V' dans W. Si I'espace but W coincide avec 1'espace
source V, on dit aussi qu'une telle application est un opérateur unitaire sur V.

Une matrice a € M,(C) est dite unitaire si a*a = I,. (Condition équivalente :
aa* = I,.) Ainsi
étant donné un espace hermitien V- muni d’une base orthonormale £, un opérateur
a € L(V) est unitaire si et seulement si la matrice Mg(a) est unitaire.

EXERCICE. Si a, 3 sont deux opérateurs unitaires sur V', alors les opérateurs af et
a ! sur V sont aussi unitaires.

Le groupe unitaire U(V') d'un espace hermitien V' est le groupe constitué des opéra-
teurs unitaires sur V. Si V est I'espace C" muni du produit scalaire canonique, on écrit

U(n) au lieu de U(C™).

Pour tout o € L(V'), la proposition 3.1 implique que det(a*) = det(«). Par suite,
si a est unitaire, alors 1 = det(a*a) = det(a) det(a), et | det(a)| = 1. Le déterminant
fournit donc un homomorphisme det : U(V) — {z € C | |z|] = 1} dont le noyau
(I'image inverse de {1}) est par définition le groupe unitaire spécial, noté SU(V'); si
V' = C™, on obtient ainsi le groupe noté SU(n).

EXERCICE. Montrer que le déterminant Y(V) — {z € C | |z| = 1} est un homo-
morphisme de groupes qui est surjectif.

CARACTERISATION. Une matrice a € M,(C) est unitaire si et seulement si ses
colonnes (aq, ..., a,) constituent une base orthonormale de I'espace hermitien C" (muni
du produit scalaire canonique).

En effet, notons a € L£(C") lopérateur linéaire de matrice a relativement a la base
canonique (eq,...,e,). Si a (c’est-a-dire ) est unitaire, alors (a;|a;) = (a(e;)|aler)) =
(ejler), donc (aj|a) vaut 1 si j =k et 0 si j # k, ce qui veut bien dire que les vecteurs
ai,...,a, € C"sont orthonormaux (ou j,k = 1,...,n). Réciproquement, si les vecteurs
ai,...,a, sont orthonormaux, alors ((a*a)(e;)|ex) = (a(e;)|a(er)) = (ejlex) pour tout
J. ke {l,...,n}, donc (a*a)(e;) = e; pour tout j € {1,...,n}, donc a*a = id, donc «
(c’est-a-~dire a) est unitaire.

Plus généralement, pour un espace hermitien V' de dimension n muni d'une base
orthonormale, un opérateur linéaire sur V est unitaire si et seulement si sa matrice
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relativement a la base donnée a des colonnes qui constituent une base orthonormale de
Cn
DEFINITION 3.4. Un opérateur o sur un espace hermitien est normal s’il commute

avec son adjoint, c’est-a-dire si a*a = aa™.

On définit de méme les matrices complexes carrées qui sont normales.

EXEMPLES. (i) La matrice (8 (1)) n’est pas normale.

(ii) La matrice est normale pour tout A € C; elle est autoadjointe si et

1A
Al
seulement si A € R, unitaire si et seulement si A = 0.
(ili) Tout opérateur unitaire est normal, tout opérateur autoadjoint est normal.
(iv) Toute matrice diagonale est normale.
LEMME. Soient V' un espace hermitien et o € L(V') un opérateur normal. Alors
Ker(a™) = Ker(a).
De plus, si v € V est un vecteur propre de o de valeur propre A, alors v est aussi un

vecteur propre de o de valeur propre .

PREUVE. Soit w € V. On a
la(w)[* = (a(w) | a(w)) = (a*a(w) | w) = (aa*(w) |w) = {(a"(w) [ a*(w))
= [la"(w)[*.
I1 en résulte que Ker(a) = Ker(a*).

Soit, v un vecteur propre comme dans ’énoncé, de sorte que v € Ker(Aidy —a).

Vu ce qui précede, on a aussi v € Ker((Aidy —a)*) = Ker(Xidy —a*), c'est-a-dire
a*(v) = M. O
EXERCICE. Si a = 8 é) € M,(C), déterminer Ker(a), Ker(a*), et constater que

Ker(a) # Ker(a*).
THEOREME VI.5. Soient V' un espace hermitien et o un opérateur linéaire sur V.

(i) Sia est normal, deuz vecteurs propres de a correspondant a des valeurs propres
distinctes sont orthogonau:z.

(ii) Si a est autoadjoint, toute valeur propre de o est un nombre réel.
(iii) Sia est unitaire, toute valeur propre de a est un nombre compleze de module 1.
PREUVE. (i) Soient v,w € V' \ {0} et A\, € C tels que a(v) = \v et a(w) = puw.
On a B
po |w) = (vlaw)) = (a*(v) [w) = (o |w) = Mo | w)
(la troisieme égalité en vertu du lemme précédent), donc (v | w) = 0 si A # p.

(ii) Pour a autoadjoint, si a(v) = Av avec v # 0, alors a(v) = v par le lemme.
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(iii) Pour « unitaire, si a(v) = Av avec v # 0, on a
[oll = lla()ll = [[Av]l = |A] ]
et par suite |A| = 1. O

4. Opérateurs linéaires agissant sur les espaces euclidiens

Le contenu du § VI.3 passe sans aucune difficulté aux opérateurs linéaires agissant
sur les espaces euclidiens, c¢’est-a-dire sur les espaces vectoriels réels munis de produits
scalaires. Notons en particulier les énoncés suivants.

Soient V.W deux espaces euclidiens, respectivement munis de bases orthonormales
E.F, etae€ LIV,W). La matrice Mg £(o*) de Uopérateur o* € LI(W,V) adjoint de o
est la matrice transposée de Mg ¢(c). Voir la proposition 3.1

Pour un opérateur a € L(V') et une base orthonormale £ de V| les trois conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) la forme bilinéaire VXV — R, (v,w) — (v | a(w)) est symétrique,
(i) o* = q,
(iii) la matrice Me(a) est symétrique.

Voir la proposition 3.2 et 'énoncé suivant la définition 3.2. Un opérateur a € L(V)
est autoadjoint si ces conditions sont satisfaites.

Toute valeur propre (a priori complexe) d’une matrice réelle symétrique est réelle.
Voir néanmoins la remarque de la page 124.

Il y a de minimes changements terminologiques. Par exemple, on dit parfois que o*
est 'opérateur «transposé» (au lieu de «adjoint» ) de a. Un endomorphisme linéaire
d'un espace euclidien qui préserve les normes® est dit orthogonal (au lieu de unitaire);
on parle de méme du groupe orthogonal O(V) d'un espace euclidien V (analogue du
«groupe unitaire» d’un espace hermitien). On laisse au lecteur le soin de vérifier que
le déterminant fournit un homomorphisme de groupes

oWV) —A{1,-1}

qui est surjectif ; son noyau est le groupe spécial orthogonal SO(V') de I'espace euclidien
V': dans le cas ou V est I'espace R™ muni du produit scalaire canonique, ces groupes
sont le plus souvent notés O(n) et SO(n).

5. Le théoréme spectral

LEMME. Soient V un espace hermitien et o : V. —— V un opérateur linéaire.

(i)  Soit U un sous-espace de V. Alors U est invariant par o si et seulement si son
orthogonal U+ est invariant par o.

(ii)  On suppose o normal; soit ey un vecteur propre de a. Alors la restriction de
a a ['orthogonal Vi de ey est un opérateur normal.

6Pour un opérateur a € L(V), les quatre propriétés suivantes sont équivalentes : (i) a préserve les normes, (ii) «
préserve les produits scalaires, (iii) a*a = idy, (iv) aa* =idy.
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PREUVE. (i)
seulement si (au
équivalente a : (
invariant par a*.

Le sous-espace U est invariant par «, c'est-a-dire a(U) C U, si et
| w) = 0 pour tous u € U et w € U™. Cette condition est ev1demment
u | a*(w)) = 0 pour tous u € U et w € Ut, cest-d-dire & : Ut es

(ii) II résulte du lemme précédant le théoreme VI.5 que la droite Ce; est invariante
par « et par o, et de I'assertion (i) que V; est également invariant par a et a*. Notons
aj € L(V7) la restriction de a & V. Pour v,v" € Vi, nous avons

la(@)v = (@la@))y = (a"(v) [V)v = (a](v) [ V)v

de sorte que 'adjoint o de a; est la restriction de a* a V;. L'égalité aa™ = a*a implique
donc ayaf = afag. O

Attention : En général, pour un opérateur non normal a € £(V') laissant invariant
un sous-espace U de V, I'espace U n'est pas invariant par a*. Exemple : V = C?, U
le sous-espace des vecteurs dont la seconde coordonnée est nulle, est a 'opérateur de

. 01 . \ .
matrice (O 0) relativement a la base canonique.

THEOREME VI.6 (théoréme spectral). Tout opérateur normal o sur un espace her-
mitien V' est diagonalisable relativement a une base orthonormale de V.

PREUVE, PAR RECURRENCE SUR LA DIMENSION n DE V. Le théoréme est évident
si n = 1. On suppose désormais n > 2, et le théoreme démontré pour tout espace de
dimension strictement inférieure a n.

On peut choisir un vecteur propre e; de a de norme 1. L’espace Ce; est invariant par
a* (lemme du § VI.3), donc l'orthogonal (Ce;)* est invariant par o (lemme précédent).
On vérifie que la restriction de a & (Cep)t est un opérateur normal, et on achéve en
appliquant I’hypothese de récurrence a cette restriction. O

REMARQUES. (i) Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension finie et soit «
un opérateur linéaire sur V. Il a été vu au chapitre précédent que a est triangulari-
sable, c’est-a-dire qu’il existe une base de V relativement a laquelle la matrice de a est
triangulaire.

EXERCICE. Vérifier que la méme preuve montre que, si de plus V est muni d'un
produit scalaire, alors il existe une base orthonormale de V relativement a laquelle la
matrice de a est triangulaire.

(ii) En général, un opérateur linéaire o sur un espace vectoriel V' n'est pas diagona-
lisable (exemple : un opérateur non nul de carré nul). Lorsque V' est muni d’un produit
scalaire, méme si a est diagonalisable, il n’existe en général pas de base orthonormale
relativement a laquelle la matrice de a est diagonale (exemple : une projection oblique).

Lorsque V possede un produit scalaire, un opérateur linéaire a sur V est diagona-
lisable relativement a une base orthonormale si et seulement s’il est normal ; 'une des
implications est le théoreme spectral énoncé ci-dessus, et la vérification de 1'autre est
un exercice facile (toute matrice diagonale est normale).
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(iii) Dans la preuve ci-dessus du théoréme spectral, par récurrence sur la dimension de ’espace, le début du
raisonnement invoque l'existence d’un vecteur propre, justifiée dans un chapitre précédent par le “théoréme fondamental
de Palgebre”. Pour le cas particulier des opérateurs normaux, voici un autre argument montrant qu’il existe un vecteur
propre.

PROPOSITION. Soient V' un espace hermitien et o € L(V) un opérateur normal. Soient S(V) = {v € V|(v|v) = 1}
la sphére unité de V' et Apr le mazimum de la fonction ¢ : S(V) — R, ¢(v) = (v|a(v)). Alors Ay est une valeur propre

de a et tout vecteur v € S(V) ot ¢ atteint son maximum est un vecteur propre de a correspondant a la valeuer propre
AN -

IDEE DE LA PREUVE. La sphere S(V) étant compacte, la fonction continue ¢ y atteint son maximum. En appliquant
la méthode des multiplicateurs de Lagrange, on vérifie que tout maximum v de ¢ sur S(V') est un vecteur propre de valeur
propre Aps. Pour une introduction a la méthode de Lagrange, voir par exemple le chapitre IV du livre de E. Hairer et
G. Wanner, Analysis by its history, Springer, 1996. O

COROLLAIRE. Soit a une matrice compleze an lignes et n colonnes. Si a est normale,
il existe une matrice unitaire u € U(n) telle que la matrice u*au est diagonale. Si la
matrice a est de plus autoadjointe [respectivement unitaire], les coefficients diagonauz
de uau* sont réels [resp. de module 1].

PREUVE. On peut considérer la matrice ¢ comme un opérateur sur l'espace C"
muni de sa base canonique Can = (ey, ..., e,). Soit par ailleurs B = (by, ..., b,) une base
orthonormale de C™ constituée de vecteurs propres de a. [L’existence de B est assurée par
le théoreme spectral.] Soit u la matrice dont les colonnes sont les coordonnées relatives
a Can des vecteurs de la base B; ainsi u est unitaire, et c¢’est la matrice Me,, 5(id) de
changement de bases, de B vers Can. 1l résulte des définitions que la matrice u~'au est
diagonale. Les assertions de la derniere phrase du corollaire sont alors immédiates. [

COROLLAIRE. Soit A une valeur propre d’un opérateur normal sur un espace hermi-
tien. Alors la mutliplicité géométrique de \ coincide avec sa multiplicité algébrique.
PREUVE. C’est le cas des matrices diagonales. ([

COROLLAIRE. Soit a un opérateur normal.

Pour que a soit autoadjoint, il faut et il suffit que toutes les valeurs propres de «
soient réelles.

Pour que o soit unitaire, il faut et il suffit que toute les valeurs propres de o soient
de module 1.

6. Cas euclidien

Nous retiendrons ici I’énoncé suivant, dont I'importance ne peut pas étre surestimée !

THEOREME VL7 (théoréme spectral pour les opérateurs autoadjoints” réels et les
matrices symétriques réelles). Soient V' un espace euclidien et o un opérateur autoad-
joint sur V. Alors toutes les valeurs propres de o sont réelles et V' posséde une base
orthonormale de vecteurs propres de « ; en d’autres termes, relativement a une telle
base orthonormale £, la matrice Me(a) de o est une matrice diagonale réelle.

"Pour les opérateurs sur un espace euclidien, on dit aussi «symétrique» au lieu de «autoadjoint» .
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Soient n un nombre entier strictement positif et a € M,(R) une matrice symétrique
réelle. Alors il existe une matrice orthogonale u € O(n) telle que la matrice uau™" est
diagonale réelle.

PREUVE DIRECTE DE L’ASSERTION “TOUTE VALEUR PROPRE D’UNE MATRICE SYMETRIQUE REELLE EST REELLE”. Soit
a € Mp(R) une matrice symétrique, A une valeur propre de a, a priori complexe, et z € M; »(C) = C™ un vecteur
propre, a(z) = Az. Notons 'z € My,1(C) la matrice conjuguée transposée de z. Le produit matriciel tZz est le nombre
?:1 |z]-|2, et s’identifie donc au produit scalaire (z|z) pour la structure hermitienne canonique de C™ ; notons que ce
nombre est strictement positif puisque z # 0. D’une part

n
Zaz = Az = )\Z |22,

j=1

t

D’autre part, comme ‘@ = a (car la matrice a est réelle symétrique),

n
Zaz = Ftaz = Y(az)z = Y(A\2)z = XZ |z|2.
j=1

11 en résulte que A = A. O

ExEmMpPLE 1. Etant donné un entier n > 1, notons V,, 1'espace vectoriel réel des
fonctions [—7, 7] — R du type t = 37, ¢;sin(jt), avec ¢y, ..., ¢, € R. Considérons
l'opérateur linéaire o € L(V,,) défini par a(f) = —f” (moins la dérivée seconde de f).

Pour j € {1,...,n}, notons e; € V,, la fonction définie par e;(t) = sin(jt). Alors
a(ej) = j%e; (regles de dérivation des sinus et cosinus), donc ey, .. ., €, sont des vecteurs
propres de a de valeurs propres respectivement 1,4, 9, ...,n?; en particulier, les vecteurs
e; sont linéairement indépendants. De plus, ces vecteurs engendrent V,, par définition,
donc ils constituent une base de V,,. Définissons sur V,, une forme bilinéaire symétrique
par

(flg) = %/ﬂ F()g(t)dt.

En utilisant une identité du type sin x siny = —% cos(z+y) +% cos(x—y) et les primitives
de sin(*) et cos("), on calcule sans peine

0 si j#k
<eﬂ'|e’“>_{1 sij=k

(d’ott une autre preuve de I'indépendance linéaire des vecteurs e;). Il en résulte que,
si f(t) = Y5 ¢;sin(jt), alors (f | f) = 3°7_,(c;)*; par suite, la forme bilinéaire
symétrique sur V,, définie ci-dessus est définie positive, de sorte que V,, est un espace

euclidien.

Notons que les fonctions de V,, sont toutes nulles en —7 et en 7; pour f,g € V,,
deux intégrations par parties montrent donc que

@9 = = [ s - i, - [ rogo)

-2 [ rwgwa = i~ [ rog o

™

= (/| alg))-
Ainsi
a est un opérateur audoadjoint sur V,, et les ej constituent une base orthonormale
de V,, formée de vecteurs propres de a.
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[étude de I'opérateur® o et de ses vecteurs propres est essentiellement équivalente
a celle des solutions f non identiquement nulles de I’équation différentielle

"+ Af =0
pour lesquelles
f(=m) = f(m) = 0.
De telles solutions n’existent que si A (a priori un nombre réel) est le carré d'un entier
> 0.

VARIANTE ET GENERALISATION. Soit [a,b] C R un intervalle compact (—oo < a <
b < 00); on considere des fonctions a valeurs réelles p, ¢, p sur [a, b, avec p et p & valeurs
strictement positives et ¢ contintiment différentiable. I.’opérateur que nous allons définir
permet d’étudier certains problemes ou interviennent I'équation différentielle

(¥ % [P0~ a0+ i) — o
et les conditions aux limites
() fla) = f(b) =0

(on retrouve le cas précédent lorsque p(t) = p(t) = 1 et ¢(t) = 0 pour tout ¢ € [a, b]). Les
conditions () et (*x) constituent un probléme de Sturm®-Liouville'®, et on peut montrer
qu’il n’existe de solutions non nulles que pour une suite de valeurs du parametre A\, ces
valeurs étant précisément les « valeurs propres» d’un opérateur a que nous allons définir.

Soit, V Tespace vectoriel des fonctions de [a, b] dans R qui sont deux fois contintiment
différentiables et dont les valeurs en a et b sont nulles. Cet espace est muni du produit
scalaire défini par

b
(flg) = / f(t)g(t)p(t)dt.
Soit o : V. — V TD’application linéaire déﬁnie par

a(f) = —5 0% | + a1,

En utilisant I'identité
a0t - Faw] s} = s0@e)0 - so@m)o,

il est facile de vérifier que

(f1alg) = (gl alf))

8Ou7 plus précisément, d’une «limite» appropriée pour n — oo des opérateurs an = a € L(Vy,).
9Charles Sturm, né & Geneéve en 1803, établi des 1825 a Paris ou il meurt en 1855; un congrés a été organisé a
Geneéve du 15 au 19 septembre 2003 & 1’occasion du 200éme anniversaire de sa naissance ; voir
http ://theory.physics.unige.ch/sturm.html

1OJoseph Liouville, mathématicien francais (1809 1882); on lui doit de nombreuses contributions & l’analyse. Le
«théoréme de Liouville» du cours d’Analyse II (une fonction entiére bornée est constante) semble néanmoins di &
Cauchy, et la preuve qu’on en donne le plus souvent due & Jordan! On doit aussi & Liouville la notion et la preuve de
l'existence de nombres transcendants. Ainsi, Liouville a par exemple montré que le nombre ) >° | 10—"! est transcendant
(1844). Pour les premieres preuves de transcendance de nombres plus célebres, il fallut attendre Hermite (preuve de la
transcendance de e en 1873) et Lindemann (preuve de la transcendance de 7 en 1882, et par 13 la résolution d’un probléme
ouvert depuis plusieurs millénaires!).
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On en déduit que les «valeurs propres» du probleme de Sturm-Liouville sont toutes
réelles.

De nombreux cas particuliers interviennent dans des problemes physiques, par exemple
dans 1'étude des vibrations d'un tambour. (Pour une introduction aux «problemes de
Sturm-Liouville» | voir par exemple le chapitre 10 de Ordinary differential equations,
3rd, de G. Birkhoff et G.-C. Rota, J. Wiley, 1978.)

EXEMPLE 2. Soient V' un espace euclidien de dimension n et v € £(V') un opérateur
autoadjoint inversible. On définit une «hypersurface»

S={veV]{lal)=1}

(courbe si n = 2, surface si n = 3). Notons que les hypersurfaces associées a a et a
%(a + ) son identiques. Sans restreindre la généralité, on suppose donc désormais que
a est autoadjoint ; pour simplifier, supposons de plus que « est inversible. Le probleme
consiste a décrire qualitativement S.

Soit £ = (ey, ..., e,) une base orthonormale de vecteurs propres de «, avec valeurs
propres correspondantes Aj, ..., A, (et les A; sont non nuls, puisque a est inversible).
Dans les coordonnées correspondant a &, I'équation de la surface s’écrit

j=1

On peut de plus supposer la numérotation telle que
A > >0 >\

De plus, on va supposer que A; > 0, pour que S ne soit pas vide. Si n = 2, la courbe est
alors une conique, il y a deux cas a distinguer :

(i) si A1 > Ay > 0, alors S est une ellipse;

(ii) si Ay > 0 > Ay, alors S est une hyperbole.

[Le cas A; > Ay = 0 fournirait une paire de droites paralleles.]

Sin = 3, la surface est alros une quadrique, il y a trois cas a distinguer :

(i) st A1 > Ay > A3 >0, alors S est un ellipsoide;

(ii) si Ay > A2 > 0> Ag, alors S est un hyperboloide a une nappe;;

iii) si Ay >0 > Ay > A3, alors S est un erboloide a deux nappes.

(iii) si Ay > 0> Ay > A3, alors S est un hyperboloide a d pp

EXERCICE. Dessiner un ellipsoide, un hyperboloide & une nappe, un hyperboloide a
deux nappes.

EXEMPLE 3. On considere le systeme différentiel

d
d_f:_2x+y st N (=2 1)\ [(z(@t)
dy , c’est-a-dire a ] = 1 _9 y(t)
E_I_y dt

ou z(t), y(t) sont des fonctions différentiables inconnues de R dans R.
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. . -2 1
On calcule sans peine les valeurs et vecteurs propres de la matrice a = ( 1 _9 ),

donnés par

(F=) GRa) = GRa) = () (L) - = (Le)
Si on pose

= (v )

(remarque : s est unitaire et s~ = s), on calcule

(10
S S = 0 —3 .

Posons alors

On trouve

()~ -+) -~ 2)
o @ y(t) u(t)

Ce dernier systeme s’écrit aussi

du
dt
a

et s'integre donc a vue :
u(t) = Cre™* et v(t) = Coe™

ou (1, Cy sont des constantes d’intégration. Le point important ici est que, en diagona-
lisant la matrice a, on a réduit le systeme initial a deux équations indépendantes ['une
de l’autre. Les solutions du systeme initial sont donc

() -+ () - (18 ) &)

{ z(t) = cre™ + coe™™

ou encore

y(t) = cre™t — cpe™
avec c; = %C’j, J = 1,2 des constantes d’intégration.

Il est wital de vérifier que cette solution satisfait bien le systéeme original, ce dont
nous laissons le soin au lecteur.
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7. Classification des endomorphismes linéaires d’un espace réel de
dimension deux

PROPOSITION. Soit V' un espace vectoriel réel de dimension 2 et a € L(V) un
endomorphisme linéaire. Alors o est d'un et d’un seul des trois types suivants.

(1) Il eziste deux nombres réels A\, v et une base B de V' tels que

Ms(a) = (3 2)

(2) 1l existe un nombre réel X et une base B de V tels que
Al

(3) 1l existe deux nombres réels p,o, o # 0, et une base B de V tels que

Mg(a) = (_5 ‘;)

Attention : Meéme si les matrices de la forme (2) sont symétriques, il n’y aurait
aucun sens a écrire que a est hermitien (ou symétrique), car V' n’est pas supposé posseder
de structure euclidienne !

PREUVE. Soit p, le polynome caractéristique de a. Il y a trois cas a distinguer.

(a) Le polynome p, possede deux racines réelles distinctes A, . Soit B une base de
V' constituée d'un vecteur propre de a pour la valeur propre A et d'un vecteur propre
de a pour la valeur propre p. Alors Mp(a) est de type (1), avec de plus A # p.

(b) Le polynome possede une racine rélle A de multiplicité deux.

Premier sous-cas : la multiplicité géométrique de la valeur propre A de a est deux.
Alors a = Nidy et Mp(«) est de type (1) pour toute base B de V', avec A = p.

Second sous-cas : la multiplicité géométrique de la valeur propre A de a est un. Soit
B’ = {e, f'} une base de V telle que le vecteur e soit un vecteur propre de « pour la

valeur propre A. L’équation a(e) = Ae se traduit en Mp () = (3 ;j) , "équation p,(t) =

0 t—vy
la valeur propre implique que = # 0. Notons que a(f') = ze + Af’.

Posons f = 1f" et B = (e, f). Alors a(e) = Ae et a(f) = e+ Af, de sorte que Mp(a)
est bien comme dans (2).

det (t —A e ) montre que y = A, et I’hypothese sur la multiplicité géométrique de

(¢) Le polyndme p, possede une valeur propre complexe A = p+io € C, avec p,0 € R
et o # 0. Introduisons une base arbitraire B’ de V' qui nous permet d’identifier V' a R?
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cd
A, avec 7,y € R2. On a donc

ab 1+ 1 . . T + 11
(+) <c d) (xz +iy2> = (p+io) (xz +iy2) '

En égalant les complexes conjugués des deux membres de (*), on obtient

ab xry — Zyl o . T, — Zyl
(C d) <$2 - iy2> = lp—io) (952 - iyz) ’

ce qui montre que A = p — o est aussi une valeur propre de a. Comme A et A sont
distincts (8 # 0), les vecteurs z +1y et x — iy de C? sont C-linéairement indépendants. Tl
en résulte que les vecteurs x, y sont aussi C-linéairement indépendants, et donc a fortiori
R-linéairement indépendants. Dans I'équation (*), I'égalité des parties réelles s’écrit

<Z Z) (iD 7 <i;> -7 (??j;) ou  afz)=pr—oy

et I'égalité des parties imaginaires

CE) =o(f)re(l) o at)=arrm

11 suffit donc de poser B = {z, y}. O O

et o & une matrice (a b) € M5(R). Soit x+1y € C? un vecteur propre de valeur propre

8. Un exemple historique de calcul de valeurs propres et vecteurs propres
pour une matrice symétrique réelle

[’exemple qui suit, di a Lagrange, est une illustration du théoreme spectral pour
les matrices réelles symétriques. Historiquement, c’est sans doute méme la premiere
manifestation écrite du théoreme spectral pour des matrices d’ordre quelconque (par
opposition a des matrices 2-fois-2 ou 3-fois-3).

En 1759, Lagrange!'! s’intéresse a 'équation des ondes décrivant, par exemple, la
propagation du son dans un tuyau d’orgue. Pour décrire les vibrations d'un milieu
continu, il imagine un modele faisant intervenir un trés grand nombre n d’oscillateurs
harmoniques couplés.

Pour chaque j € {1,2,...,n}, la jeme masse est a distance z;(t) de sa position d’équi-
libre ; elle est soumise a la force du ressort de gauche, proportionnelle a —(z;(t)—z;-1(t)),
et a celle du ressort de droite, proportionnelle & + (x;41(¢) — z;(¢)). Les équations de
Newton fournissent donc le systeme différentiel linéaire a coefficients constants

(%) Zi(t) = K(zj1(t) = 22;(1) +2;1()  G=1,...,m

ol zo(t) = z,41(t) = 0 pour tout ¢ et ot K est une constante positive convenable. Le
modele est suffisamment robuste pour décrire aussi bien des petits mouvements dans

UNoir Recherches sur la nature et la propagation du son, Oeuvres 1, pp. 39-148. En 1760-61, Lagrange publie aussi
Nouwvelles recherches sur la nature et la propagation du son, Ibid., pp. 151-332. Joseph-Louis de Lagrange, né a Turin en
1736 et mort & Paris en 1813 a travaillé notamment sur des problémes de théorie des nombres (tout entier est somme
de quatre carrés), de mécanique (fondements de la mécanique analytique), de calcul des variations (équations d’Euler-
Lagrange), et d’équations différentielles. Depuis 1755 (sic), il est professeur de mathématiques & 1’Ecole royale d’Artillerie
de Turin. 11 sera directeur de la section mathématique de I’Académie de Berlin en 1766 et pensionnaire de I’Académie des
sciences de Paris en 1787.
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Dy a5yl

— —— —
:IN(t)

Fig. 1

la direction d’alignement des oscillateurs (molécules d’air dans un tuyau d’orgue) que
dans la direction transverse (éléments de corde d'un violon).

Sin = 1, «on sait bien» que les solutions de 'équation différentielle j(t) +2Ky(t) =
0 sont de la forme y(t) = cste cos (\/ﬁ t+ to). Il est donc raisonnable de chercher des
solutions de la forme
y;(t) = zjcos (wt+to) .
En insérant dans (x) et en simplifiant par cos(wt + tg), on trouve
—wr; = K (zj 1 — 22 + 2j11) .

En d’autres termes, si on définit la matrice

0---00
101---00
010---00
a =
000---01
000 10
alors le vecteur x de coordonnées x1,. ...z, satisfait I’équation

" o (22

et il s’agit de calculer les valeurs propres et vecteurs propres de a.
Rappelons les formules d’addition pour les fonctions trigonométriques :
sin(a+ ) = sina cosf + cosa sin 3
sin(fa — #) + sin(a+ ) = 2 cos [ sina.
On a donc, pour tout £ € {1,...,n} :

- I Oy s
010---00 S S o
101 ---00 sin 2 sin 2
. 3 s Bl

010---00 sin % :2(303( (m ) sin =%
.............. : n+1 :
000---01 sin (n;i)l&r Sin (n;+1)1€7r
00010 sin 2z sin 2

n+1 n+1
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Notons encore que 2 — < est I'une des valeurs propres 2 cos ( ) pour £ € {1,...,n},
2
siw? =2K (1 — COos ( Tl)) =K <QSin (2(£11))) , ou encore si

= 2V/Ksin (ﬁ) .

On a donc les résultats suivants.

(i) Les valeurs propres de la matrice a sont

2
2 cos T , 2 COos T s ..., 2 COs
n+1 n+1 n+1
et sont en particulier toutes simples.
(ii) Pour tout £ € {1,2,...,n}, le systeme (x) posséde des solutions de la forme
. Jlm — . 4
y](t) = S1n (n——|—1> COS (2 KSIH (m) t + tg) .
Lorsque ¢ = 1 (son fondamental), les amplitudes maximales sin (]iﬁl) dessinent en
fonction de j une courbe ayant un seul maximum, pour j = 5. Pour £ = 2, 3, ...,

on obtient des courbes avec 1, 2, ... zéros entre 1 et n; ces courbes correspondent par
a3 13 fré aQ ; 3 e _tr ) NPT :

ailleurs a des fréquences proportionnelles aux nombres sin (2(n +1)>’ c’est-a-dire (puisque
n est tres grand!) a des nombres en progression arithmétique, c¢’est-a-dire encore aux
harmoniques a 'octave, la quinte supérieure, la deuxieme octave, ... du son fondamental.

(iii) Par linéarité, les combinaisons linéaires des solutions ci-dessus sont encore des
solutions du systéme (x). Il en résulte que la solution générale du systéeme (x) est de la

forme
- v (o o ) )

ou les Cy et les ty sont 2n constantes d’intégration. La description d’un son musical met
en jeux une grande quantité d’harmoniques.

REMARQUES. (i) On pourrait vérifier explicitement que les vecteurs propres de a
écrits ci-dessus constituent une base orthogonale de R". (Pour obtenir une base ortho-
normale, il faudrait encore les normaliser, ce qui n’offre guere d’'intérét.)

(ii) Pour trouver les valeurs propres de a (mais pas ses vecteurs propres), on peut
aussi procéder comme suit. Si P,(A) = det(\],, — a) désigne le polynome caractéristique
de a pour n lignes et n colonnes, on peut développer le déterminant relativement a sa
premiere ligne et on trouve

Puii(N) = APu(A) — Po_i(N).

On a par ailleurs P;(A\) = X et Py(A) = A? — 1 (et encore, si on veut, Py(\) = 1). On
vérifie alors par récurrence sur n que

(s * ) P.(\) =
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ou
AV D SRV/ ey
T=———"=e& 7 = ——mFF—
9 2
et donc
A= T+71 L
Fn—1 (T2(n+1) ,1) 2w

Le numérateur de P,(\) = ~— s’annule lorsque 7% = exp (n +1) pour / =
0,1,...,n; la valeur £ = 0 ne compte pas, car ¢’est un zéro du dénominateur. On a donc
bien retrouvé les valeurs propres

A=71+7"1 = ex —MW + ex —ilm = 2¢o0s tr
N _/pn+1 pn+1 T \n+1

comme plus haut.

(iii) Autant que je sache et comme déja mentionné plus haut, le calcul de Lagrange
reproduit ci-dessus est, du point de vue historique, le premier exemple de diagonalisation
d’une matrice carrée de taille quelconque.

9. Exercices
Ci-dessous, les lettres V', W désignent des espaces hermitiens.

(VL.1) Soient a, 8 deux opérateurs autoadjoints sur un espace hermitien. Montrer que
af est autoadjoint si et seulement si a et f commutent.

(VI.2) Soient V un espace hermitien, U un sous-espace et U~ le supplémentaire or-
thogonal de U dans V. Soit
V—V
|

v — ol
la projection orthogonale de V' sur U, définie comme apres le théoreme VI.4. Vérifier
que

* .2
p =pP=D.
Si U # {0} et Ut # {0}, vérifier que les valeurs propres de p sont 0 et 1, que celles de
idy —2p sont 1 et —1, et que idy —2p est a la fois autoadjoint et unitaire.

Pour A € C\ {0, 1}, trouver u,v € C tels que (Aidy —p) ' = up + v(idy —p).
(VL.3) Pour tout opérateur 3 : V — W, vérifier que Ker(3*) = (Im(8))*+.

(VL4) Vérifier que o € L(V') est normal si et seulement si ||a*v|| = ||av|| pour tout
velV.

[Indication : calculer ((a*a — aa®)v | v) et appliquer un argument de la preuve de la
proposition 3.2. |

(VL5) Soient aj,as € L(V) deux opérateurs autoadjoints. Vérifier que ay + iay est
normal si et seulement oy et as commutent.
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(VI.6) Soient ay, a0 € L(V) des opérateurs autoadjoints tels que ajas = asay. Mon-
trer qu’il existe une base orthonormale de V' formée de vecteurs propres communs a aq
et as.

[Indication : vérifier que tout espace propre de « est invariant par as. |

Généraliser a une suite ay, ..., ax de k opérateurs autoadjoints commutant deux a
deux.

(VL.7) Soit a € L(V) un opérateur autoadjoint. Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) (v |av) >0 pour tout v € V;
(ii) A > 0 pour toute valeur propre A de «;
(iii) il existe un opérateur autoadjoint v € L(V') dont toutes les valeurs propres sont
> 0 tel que o = 7?;
(iv) il existe un opérateur 5 € L(V) tel que a = 5*5.
[Indication : pour (ii) = (iii), diagonaliser a. |
Les opérateurs satisfaisant ces conditions sont dits positifs. Montrer que la somme de
deux opérateurs positifs est un opérateur positif.

1+iex ey

jex 14 iet)’ dépendant d'un

(VI.8) Soit u. une matrice complexe de la forme (
\ rd . . . x
parametre € auquel on pense comme étant petit, et soit a la matrice (z ‘Z{) Montrer
que la relation « ufu. = [ + termes en €2 » équivaut a la relation « a* = a » .

(VL.9) Vérifier que l'application h : M, (C) x M,(C) — C définie par h(a,b) =
trace(a*b) est un produit scalaire sur I'espace vectoriel complexe M, (C). [Rappel : la
trace d'une matrice ¢ € M, (C) est le nombre trace(c) = 37, ¢;;.]

(VI.10) On considére un entier n > 1, deux matrices a coefficients réels, a 1 ligne et
n colonnes, notées a = (ay,...,a,) et b = (by,...,b,), la matrice transposée ‘a de a,
ainsi que la matrice
c = "'ab € M,(R).
On suppose les matrices a et b non nulles.
(i) Décrire le noyau de c.
(i) Montrer qu’il existe un nombre réel s tel que ¢® = sc.

(ili) Calculer les valeurs propres de ¢, avec leurs multiplicités.
[Indication : distinguer deux cas, selon que Y, a;b; est nul ou non. |

(iv) Calculer le déterminant de 21, + ¢, ou I,, désigne la matrice unité dans M, (R).

(v) Pour que la matrice ¢ soit symétrique, il suffit que a soit un multiple scalaire de
b. Montrer que cette condition est aussi nécessaire.
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(VI.11) Soit V T'espace des fonctions continues f : R — R telles que

/|f(t)|2e—t2dt < o0,
R

muni du produit scalaire défini par

(fil f2) = /Rfl(t)fg(t)etzdt.

Soient fo, ..., fn € V les fonctions définies par f;(t) = ¢/, et soient hq, ..., h, les fonc-
tions obtenues & partir des f; par le procédé de Gram-Schmidt. Calculer h; pour j < 2.

[Indication : Pour cet exercice, on admet que [~ e dt = /7. ]

(VI.12) Soit V l'espace des fonctions continues f : [0, co[— R telles que

/00 |f(t)|%etdt < oo,
0

muni du produit scalaire défini par

(1) = [ At
0
Soient fo, f1, fa,... € V les fonctions définies par f;(t) =t/ et soit U le sous-espace de
V engendré par fy et fi. Calculer la projection orthogonale de fy sur U.

[Rappel : en intégrant par parties, on calcule

/ t"e’tdt = ’TL/ tnfleftdt = ... = nl
0 0

pour tout n > 0.]

(VI.13) Soient d,e deux droites passant par I'origine du plan euclidien R%. On note
0 € [0,7/2] I'angle de ces droites et p [respectivement ¢| la projection orthogonale de
R? sur d [resp. €].

Calculer le spectre de pq.

(VI.14) Soient V' un espace hermitien, n un entier et vy, ..., v, une suite de n vecteurs
de V. La matrice de Gram de ces vecteurs est par définition la matrice
9 = (9ixI)1<cjhen € Ma(C) . gj = (v; | vi).

(i) Utiliser une variante du procédé de Gram-Schmidt pour montrer qu’il existe
des vecteurs eq,...,e, € V tels que

(A) (e1,....e;) = (v1,...,v;) pour tout j € {1,...,n};
(B) (e; | ex) = 0 pour tous j, k € {1,...,n} avec j # k;
{]_ si <’U1,...,Uj>7£<’U1,...7Uj_1>

0 si <’U1,...,Uj>:<’U1,...,’Uj,1>.

(C) (ej | e5) =
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(ii) Soit ¢ = (¢jk)1<jk<n € M,(C) la matrice telle que e} = 2?21
ke {1,...,n}. Ecrire d’abord les coefficients de la matrice gc en fonction des produits
scalaires (v; | ex), ensuite les coefficients de la matrice ¢*ge en fonction des (e; | ex).

¢j Uk pour tout

(iii) Déduire de ce qui précede que la matrice g est inversible si et seulement si les
vecteurs vy, ..., v, sont linéairement indépendants.

(VI.15) Soient V' un espace vectoriel complexe de dimension finie et a € L£(V) un
opérateur sur V tel que a® = 1.

(i) On pose w = exp(2in/3) et p; = (1 +wia+w?a?) pour j € {0, 1,2}. Vérifier

que
p; =p;, pour je{0,1,2},
pipr = 0 pour 7, k€{0,1,2} avecj#k,
a = po+ wp; + wps,
ap; = pja = Wp; pour j € {0,1,2}.
(ii) Montrer qu’il existe une base {e1,..., e, €11, €myEmi1,-.-,en} de V telle

que

{e1,...,e} soit une base de 'image de py,

{€141,...,em} soit une base de I'image de py,

{€m+1, .-, €n} soit une base de 'image de ps.

Quelle est la matrice de a relativement a cette base ?

(iii) On suppose de plus que V' est muni d'un produit scalaire et que a*a = 1,
c’est-a-dire que a est un opérateur unitaire. Vérifier que p; = p; pour j € {0,1,2}, et
que les images des p; sont des sous-espaces de V' orthogonaux deux a deux.

(iv) [(iv)?] Formuler des énoncés analogues en remplacant 3 par un nombre N > 2.

(VI.16) On appelle réseau cubique a faces centrées 'ensemble des points

x
A= y| R | 2,y,2€Z etJ 24+y+2=0 (mod?2)
z

de l'espace euclidien standard.
(i) Soit C le cube défini par les inégalités 0 < z <2, 0 <y <2, 0< 2z < 2
Décrire les points de AN C.

(ii) Solent A\; € L deux points respectivement de coordonnées z;,y;,2; (j = 1,2)
et soit d = \/(azl —29)2 + (y1 — ¥2)? + (21 — )2 leur distance. Vérifier que d > /2, et
que V2 est la plus grande valeur qui convient pour cette inégalité.

(iii) On place en chaque point de A une boule de rayon v/2/2. Combien de ces
boules touchent-elles la boule centrée a 1'originie ?
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(VI.17) Soient n un entier, n > 2, et S"! = {v € R" | ||v|| = 1} la sphere unité de
I'espace euclidien de dimension n. Soit £ I'espace vectoriel des fonctions de R™ dans R
de la forme v — Zlgi,jgn a; jUiv; + Zlgkgn by +c, ol a; ;, by, et c sont des constantes
réelles, et soit F' 'espace vectoriel des restrictions & S* 1 de fonctions dans E®.

Soit X un sous-ensemble fini de S*~! qui est un ensemble & deux distances, ¢’est-a-

dire pour lequel il existe a, 3 € [—1,1] tels que (z | y) € {«, 5} pour tous z,y € X,
x # y. L’objet de cet exercice est de majorer la cardinalité d'un tel X.

(i) Calculer la dimension de E® et vérifier que dim(F) < in(n + 3).
(ii) Pour tout y € X, on définit f, € E® par

(ylv) =)y |v) -5
(1=a)(1=5)

et on note g, la restriction de f, & S"~'. Montrer que ( gy)y€ + est une famille libre dans F.

fy(v) = (veR)

(iii) Déduire de (ii) que | X| < 3n(n + 3), et vérifier qu’il existe un exemple de X
en dimension n = 2 pour lequel I'inégalité est une égalité.

[Les seuls autres dimensions oft on connaisse des exemples avec égalité | X| = n(n+
3) sont n =6 et n = 22.]

(VI.18) On considere I'espace R* muni du produit scalaire canonique et de la base
canonique (eq, e, €3, €4), le sous-espace de dimension 3

4 4
V = {Z$j6j€R4 ZLL'J:O}
o j=1

et la sphere unité
SE={veV | {w|v)=1}
de V.

(i) Vérifier que les 4 vecteurs w; = %ej - 2%6(61 +ey+es3t+ey), 1 <j<4, sont
les sommets d'un tétraédre régulier inscrit dans S?, c’est-a-dire qu’il existe un nombre
pur, & déterminer, tel que ||w; — wk||2 = par pour tous j, k € {1,2,3,4} tels que j # k.

(i) Soient vy, vq, v3,v4 € S?; on pose

—_— 3 P 2
p=Jnf_llv;— vl
Ak

Montrer que p < py, avec égalité si et seulement si [[v; — vi]|> = pa pour tous j, k €
{1,2,3,4} tels que j # k.

[Indication : Si ||v; —wi]|> > p, alors (v; | v) < 1 —p/2 et 0 < ity k) <
44+ 12(1—p/2). ]
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REMARQUE. Le probléme de Tammes (du nom d’'un botaniste hollandais qui s’est
intéressé vers 1930 a la géométrie des grains de pollen) consiste a déterminer, pour
tout entier n > 1, les configurations de n points wy, ..., w, sur la sphere S? telles que
infi |w; — wi||” soit maximum. La solution du probleme est connue pour n < 12 et
n = 24, et inconnue dans tous les autres cas. Le présent exercice fournit la solution du
probleme pour n = 4.

Le probleme n’a guere de sens pour n = 1. Sa solution pour n = 2 est immédiate :
on trouve les paires de points antipodaux. La solution pour n = 3 est assez facile : on
trouve les triples de points disposés sur un méme grand cercle de S* (qu'on peut appeler
I'équateur) et qui sont les sommets d'un triangle équilatéral. [L’indication fournie ci-
desus pour quatre points est valable & un seul changement pres : si uq, ug, us € S? sont
tels que |lu; — ugl|> > p? pour j # k, alors 0 < Yol [ ug) < 3+6(1—p/2).] Les
solutions pour n = 5,7,8,9,10,11, 12 et 24 sont trop’longues a décrire ici.

(iii) Deviner quelle est la solution du probleme de Tammes pour n = 6.

Pour en savoir plus.

M. Berger, Le probléme des dictateurs ennemis, La Recherche, numéro “Spécial
mathématiques”, octobre 2001, pages 38-44.

M. Berger, Les dictateurs, [’architecte et le golfeur, Pour la Science, dossier “La
sphere sous toutes ses formes”, décembre 2003, pages 40 43.



