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Série 11, ex. 5

a) Ona A% = (3(I, —B)) 1(In—B—-B+ B?% =1(2I, —2B)=1(I, - B) = A.

1
2
b) Soit 2 € Ker(A). On a alors Az = 1(I,, — B)x =0 i.e. I,x — Bz =0 ou encore Bz = .

Soit x € Im(A). D’apres l'exercice 4.a) de la série 11, on a alors x € Ker(I,, — A) et donc
(In— (I, — B))z = 3(I, + B)z =0, ce qui donne Bz = —u.

Série 11, ex. 6

a) Ona (I, +a)(I, —a) =1, —a+a—a® = I, et de méme (I,, — a)(I, + a) = I, la matrice
I,, + a est donc inversible avec (I, + a)~! = (I, — a).

Puisque a et I,, commutent, on a, d’apres la formule du binéme, et pour tout k € IN,

(In—l—a)k:zk:(li)lﬁ_iaizln-i-(i)a

=0

1) =k et donc (I, +a)* = I, + ka.

puisque a’ = 0 pour tout ¢ > 2. Or (k:

Par multiplicativité du déterminant, on a det ((In + a)k) = (det([n + a))k. Mais d’apres
ce qui précede, on a aussi det ((I,, + a)¥) = det(, + ka). Or, que ce soit en développant
récursivement selon des lignes ou bien en utilisant la définition sommatoire du déterminant,
il est clair que det([,, + ka) est un polynome en k A Mais que ce soit dans R ou dans C,
les seuls cas ou les applications de la forme (k +— o*) avec a € R ou C sont des polynomes
correspondent aux cas « = 0 et a = 1. Donc det(I,, + a) = 0 ou 1. Ona cependant vu que
I,, + a est inversible, on en conclut que det(1,, + a) = 1.

b),c) Puisque a et I, commutent, on peut essayer de mimer la formule analytique % =1—-x+

22 — -+ (=1)FzF + ¢(2*) avec I'information supplémentaire que a* = 0. On pose donc
b=1—-a+a?— -+ (-1)*1a*¥1 On a alors
k-1 k—1
(In +a)b = Z(_l)laz +Z(_1)zaz+1
i=0 i=0
k—l
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Ldont les coefficients dépendent des coefficients de a, maios ceux-ci sont fixés

—_



en sortant le premier terme de la premiere somme et en posant 7 =7+ 1 dans la seconde. En
sortant alors le dernier terme de la seconde somme, on abitient alors

k—1
(In+ab = Li+> ((-1)a’+(-1)""a’") +a
i=1
— I,
k—1
De méme, on a b(I, + a) = I,,. La matrice I,, + a est donc inversible d’inverse Z(fl)zal.
i=0

Série 12, ex. 3

La matrice A, qui est de taille n, possedent n valeurs propres distinctes. Puisque son polynome
caractéristique est de degré n, c’est donc que chaque valeur propre est de multiplicité 1. Or tout
espace propre associé a un valeur propre est au moins de dimension 1. Pour toute valeur propre de
A, il y a donc égalité entre sa multiplicité et la dimension de I'espace propre associé. La matrice A
est donc diagonalisable i.e. il existe une matrice g de taille n inversible telle que

M 0O - 0
A=gt 0 g.
0 0 A\,
On a alors
MO0 - 0 M 0O -0
) 0 S ) 0 )
A2 = g7t g9~ | g
0 : 0
0 0 M\ 0 0 A
)\1 0 0 )\1 0 0
_ 0 0
= g '] _ g
0 i 0
0 0 A\, 0 0 A\,
A2 0 0
_ 0
= g '] | _ g
0 0 N

Or, pour toute matrice M de taille n, on a

lg™'Mg—1I,| =g~ "Mg—g gl =g~ ||M — L||g| = M — L,||g|'|g| = [M — L,|.

)\% 0O --- 0
Les valeurs propres de A2 sont donc les méme que celles de 0 ie. {03, N2}
0 0 A



De méme et par linéarité, on a

V) 0 A0 0 1 0
AB—A+3L, = g L A Y
0 0 0 0 An 0
XA +3 0 0
_ 0
= g _ 9,
: " . 0
0 0 A M 43

et les valeurs propres de A% — A + 31, sont les A3 — \; + 3 pour i € [1,n].
Enfin, si A est inversible, c’est que toutes ses valeurs propres sont non nulles et on a

A 0 -0 -1 A0 0

- N : _ 0 :
At =g g| =97 9

: .. 0 : -0

0 -~ 0 M\ 0 - 0 Mt

Les valeurs propres de A~! sont donc les inverses des \; pour i € [1, n].

Série 12, ex. 5

a) Onapi(A) =|-Al==Xet pa(N) = ‘ 71)\ —1)\ ‘ =X -1

b) Partons de p,()) et développons selon la premiére ligne. On obtient

1 1 0 - - 0
-\ 1 0 0 . .

0 - . c. 0
1

0 1

pnN)=1| o . . . 0 |=-ApPna(A)—
0

0 -~ 0 1 —\ ; SO |

0 0 0 1 —-A

En redéveloppant selon la premieére colonne, on obtient py,(A) = —A.pp—1(A) — pr—2(N).
¢) D’apres la formule ci-dessus, on a
pa(Y) = A — 1) — (—X) = —A% + 2,

ainsi que

pa(N) = = A=A +20) — (A2 —1) = AT =3\ + 1.




Série 13, ex. 4

a) On commence par essayer de diagonaliser A B Les valewrs propres sont les racines de
- 1
-1 =X
valeur propre, on cherche un vecteur propre associé i.e. une solution aux équations

G)=0) = (5 )0
()= ) = (A ) ()=

. 1
. On trouve, par exemple et respectivement, ( . > et ( i ) On pose donc g = < ; i ),
0

= A2 41, i.e. &i. Elles sont distinctes, A est donc diagonalisable. Pour chaque

et

—_

O = o=

1 .
ce quj donne g_l = % ( i 1Z ) et A= g ( . ) g_l. On a alors

exp(tA) = Zk!(m)k
k=0

b) On peut résoudre ce probleme exactement de la méme maniere que le précédent. On peut

k
. , 1 1 1
aussi remarquer (et prouver par récurence) que A* = ( ) = ( K ) On a alors

0 1 0 1
=ttt 1k
exp(t4d) = E< 0 1)
k=0
DL
- k=0 k=0
00
0 v
k!
k=0
Ootk Oothrl
Do X
- k:Ok' k=0 k! - el tel
n Ootk - 0 et '
0 [
k=0

2on peut aussi remarquer que les puissances de A sont cycliques d’ordre 4, la méthode proposée pour le b) peut

donc, elle aussi, étre appliquée



Série 13, ex. 5
D’apres le théoreme sur la forme de Jordan, il existe g une matrice inversible de taille n telle
que g~ 'Ag soit une matrice diagonale par blocs

By

By

B

ou, pour tout ¢ € [1, k], B; est une matrice de taille n; de la forme

A1 o --- 0
0 :
B; = 0
S
0 0 N
k
avec \; € CH. On a alors pa(A) = pp()) = H()‘i —A)" et pa(A) = g pa(B)g. Or
i=1
B
pa(B1) 0
pa(B2)
pa(B) =
0
pa(Bi)
k
[I.L., = By)™
=1 0
k
[IN.L, — Bo)™
= i=1
0
%
[T 1, = Bi)™
i=1
Mais pour tout i € [1, k], on a
0 1 0 0\"
(Nidn, = By)" =] 0 =0.
: o1
0 «ov i i 0

Dans chaque bloc, un des terme au moins est donc nul. De fait, chaque produit est nul et on obtient
que pa(B) = 0, ce qui prouve bien le théoreme de Cayley-Hamilton, i.e. que pa(A) = 0.

3il se peut que plusieurs des \; soient égaux



