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Ex.1

Commencons par chercher une solution particuliere ng sous la forme n1+101n9461-101n3
avec ni,ng,ng € 7.

On veut ng = n; =5 (mod 101). On pose donc n; = 5.

On veut également nyg = ny + 101ng = 5 + 40ne = 6 (mod 61), ce qui est équivalent a
40ny = 1 (mod 61). II faut donc inverser 40 modulo 61. Puisque ces nombres sont premiers
entre eux, cela peut étre fait en écrivant une relation de Bézout entre 40 et 61. On applique
donc l'algorithme d’Euclide :

61 = 40+21
40 = 21419
21 = 19+2

19 = 9-241,
puis
1 = 19-9-2=19-9(21 —19)
= —9-21410-19=-9-21+ 10(40 — 21)
= 10-40—19-21 =10-40 — 19(61 — 40)
= —19-61+29-40.
Cela donne donc 29 - 40 = 1 (mod 61). On pose ng = 29.
On veut enfin ng = ny + 101ny + 61 - 101ng = 8 + ng = 8 (mod 11). On pose ng = 0.
Au final, ng = 5+ 29 - 101 = 2934 est solution particuliere.
De plus, les nombres 11, 61 et 101 sont tous les trois premiers donc deux a deux premiers
entre eux; d’apres le théoreme chinois, la différence entre deux solutions du systeme de

congruence est un multiple de 11 - 61 - 101 > 2934.
L’entier ng = 2934 correspond donc a la plus petite solution positive.

Ex.2
Par divisions euclidiennes successives, on a
2265 = 21048 + 169
1048 = 6-169 + 34
169 = 4-34+33
34 = 33+1.
Ce qui donne pged(2265,1048) = 1. Et en remontant les calculs, on obtient :
1 = 34—-33=34—(169—4-34)
= —169+5-34=—-169+ 5(1048 — 6 - 169)
5-1048 — 31169 = 5 - 1048 — 31(2265 — 2 - 1048)

= —31-2265+ 67 -1048.
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Ex.3
(a),(b) Sideux anneaux sont isomorphes, alors ils possedent le méme nombre d’éléments
inversibles. Or, puisque 200 = 2352,

#(v(Zo0z) ) = (200 =20001 - 1 - ) = 80

2’V 5
#<U (Z/4Z X Z/50Z>> = #(U <Z/4Z)> -#(U (Z/50Z)>
= ¢(4)e(50)
= 4(1- %) -50(1 — %)(1 - %) = 40;
#<U<Z/4Z x L[5z, Z/lOZ)) = #<U<Z/4Z)> '#(U(Z/5Z>> '#(U(Z/10Z>>
= »(4)e(5)¢(10)
— 2-4.10(1—%)(1—%):32.

Aucun de ces trois anneaux ne sont donc isomorphes entre eux.
(c) On a 200 = 8- 25 avec 8 et 25 premiers entre eux. Par le théoréme chinois, on peut
donc conclure que

200z = Z/37, %< L)257.

(d) Deux anneaux isomorphes possédent le méme nombre d’éléments. Or

#(Z/QOOZ) = 200
mais
#<Z/3Z x L[5z, % Z/11Z) —3.5.11 = 165 # 200.

Ces deux anneaux ne sont donc pas isomorphes’.

Ex.4
(a) Les entiers 7 et 10'9 = 219510 sont premiers entre eux; d’apres le théoreme d’Euler,
on a donc 7%1°"”) = 1 (mod 10'°). Or (10'%) = 10'°(1 — )(1 — 1) =4-10°. On a
done 710" = 7254107 = <74'109>25 =1% =1 (mod 10').
Or le reste de la division de 710" par 100 correspond au plus petit entier positif
congru a 710" modulo 1010, D’apres ce qui précede, cela donne 1.
(b) Cette fois, ce sont 53 et 72 = 2332 qui sont premiers entre eux et puisque

1 1
P(12) = T2(1 = )1 - 5) =24,

on a, toujours d’apres le théoreme d’Euler, 5324 = 1 (mod 72). Donc

5350 = 5322442 = 532(5024)% = (—19)212 = 361 = 1 (mod 72).

Ihien qu’ils possedent pourtant le méme nombre d’éléments inversibles



Sinon, on peut aussi directement constater que 532 = 1 (mod 72) et donc que,

5350 = (532)*° = 1 (mod 72).

Ex.5
(a) Dans Z/GZ, on a —3 = 3. Les trois polynomes sont donc égaux a

(x+3)?=2>+6x+9=2?+3.

(b) Les anneaux IFj; et R sont tous les deux des corps, les anneaux IF;[x] et R[z] sont
donc tous les deux principaux, i.e. tous leurs idéaux sont engendrés par un unique
polynéme unitaire.

Or les seuls diviseurs unitaires de = + 2 sont 1 et x + 2. Le générateur unitaire de
(r +2,2% — 22 + 3) est donc I'un des deux. De plus, un polynome est divisible par
x + 2 si et seulement si —2 est racine de ce polynome.

Dans TFyq, —2 est racine de 22 — 2z + 3, on a donc (z + 2,2% — 22 + 3) = (z + 2).

Dans R, ca n’est par contre pas le cas. On a donc (z+ 2,22 — 22 +3) = (1) = R[z].

Cette exercice peut également se résoudre en faisant des divisions euclidiennes de
polynomes.
(¢) Que ce soit par division euclidienne ou par factorisation évidente, on a

223 — 112% 4+ 22 — 11 = (22 — 11)(2® 4+ 1).

Le plus grand diviseur commun unitaire de 22 + 1 et 223 — 1122 + 22 — 11 est donc
2+ 1.

(d) Pour tout nombre premier p et tout polynéme unitaire P € F,[z] de degré d > 1,
I'anneau I [z] /( P) contient p? éléments. Dans notre cas, cela fait donc 32 = 9 éléments.

De plus, avec les notations précédentes, Fp[z] /( P) est un corps si et seulement P
est irréductible dans IFp[z]. Dans notre cas, P = 22 + 1, de degré 2, est irréductible si
et seulement il ne possede pas de racine. Or, P(0) =1 # 0 et P(1) = P(2) =2 # 0.
Ce qui précede s’applique donc et tous les éléments non nuls de I3 [x]/(x2 4 1) sont
donc inversibles. De fait, il y a 9 — 1 = 8 éléments inversibles.

Soit 1 I’élément unité de F3[x] /(xQ +1)- Il est clair que 3- 1 est égal a zéro. De plus,
1 n’est évidemment pas nul, et si 2- 1 I'était, alors 1 =3 -1 — 2 -1 le serait aussi. La
caractéristique étant le plus petit entier strictement positif k tel que k-1 = 0, on a

donc Car(lF?,[ﬂU]/(;,;? + 1)> =3.

Ex.6
(a) 147 + 427, + 987, = pged(14,42,98)Z = pged (14,3 - 14,7 - 14)Z, = 147Z.
(b) 4Z.-67.-87Z. = 4 -6 - 87 = 1927Z.

Ex.7

Vérifions que I N J satisfait les axiomes des idéaux :

Non vide : Puisque I et J sont des idéaux, 04 € [ et 04 € J, donc 04 € I N J # (.

Sous-groupe additif : Soit z,y € I NJ, alors « et y sont chacun dans I et dans J. Or
ces derniers sont des idéaux, doncx —yeletx—y e Jetdoncx—yeln.



Stabilité par multiplication externe : Soit x € INJ et a € A, alors = est dans [
et dans J. Or ce sont des idéaux, donc az et xa sont dans [ et dans J. Au final,
ax,xa € INJ.

L’ensemble I N J est donc bien un idéal de A.

L’ensemble I U J, par contre, n’a aucune raison d’étre un idéal. Pour A = Z, on pourra,
par exemple, prendre I = (2) et J = (3). Alors, 2 € TUJ, 3 € IUJ mais pourtant 3—2 =1
n’est ni dans I, ni dans .J, donc pas dans I U J.

Ex.8

Les nombres de la forme 39z, —6y, 54z et 102w avec x,y, z,w € Z sont, respectivement
et exactement, les éléments de (39), (6), (54) et (102). Les éléments de la forme 392 — 6y +
54z4102w avec z,y, z, w € Z sont donc exactement les éléments de (39)+(6)+(54)+(102),
qui est bien un idéal de Z. On sait de plus que cet idéal est engendré par

pged(39, 6,54,102) = pged(3 - 13,3-2,3-8,3 - 34) = 3.

Ex.9

Montrons que 'ensemble B := {a+bv/11|a, b € Z} satisfait les axiomes de sous-anneau :
Non vide : 0=04+0-+11 € B.

Sous-groupe additif : Soit a; + b1V11,as + b2/11 € B, alors

(a1 + bl\/ﬁ) + (CLQ + bz\/ﬁ) = (a1 + (ZQ) + (bl + b2)\/ﬁ € B.
Stabilité par multiplication interne : Soit a; + biv/11,as + ba/11 € B, alors
(a1 + b1 V11)(ag + baV11) = (ayag + 11b1by) + (arba + azby)V11 € B.

Unitaire : 1 =1+ /11 € B.
Au final, B est bien un sous-anneau de C.

Ex.10

(a) Vn e N,22nHl 411 =2.2H)"+1=2-1"+1=2+1=0 (mod 3). L’entier 22"+ 41
est donc divisible par 3 pour tout n € IN.

(b) Pour tout n € IN, on pose n = 3k + r le résultat de la division euclidienne de n par
3. L’entier r € {0, 1,2} correspond donc a la valeur de n modulo 3. On a alors

n® = (3k + 1) = 27K + 27k%r + 9kr + 7% = 7 (mod 9).
Notamment
sir =0, alors n® =0 (mod 9);
sir =1, alors n® =1 (mod 9);
si r =2, alors n® = —1 (mod 9).



