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Ex.1
Na ny N

Soit a = Zaixl, b= ijxj et c = chxk trois élements de Alz]. On a
i—0 =0 k=0

(ab)e = ( Z aibjxiﬂ)( Z Ckwk) = Z ((aibj)ck)x(iﬂHk

0<i<na 0<k<n. 0<i<na
0<j<np 8;%;7%
SRENe
_ i+(+k) _ i +kYy
= g (ai(bjer))x U+k) - — ( E a;iz’) ( E bjcra’ ™) = a(be).
0<i<na 0<i<na 0<j<ny
0<j<ny 0<k<nc
0<k<ne

Ex.2

Soit a et b deux éléments de IK[z]. Pour tout ¢ € IN, on note respectivement a;, b;, (a+b);
et (ab); le coefficient, potentiellement nul, de % dans a, dans b, dans a + b et dans ab. Si
a et b sont non nuls, par définition du degré d’un polynéme, pour tout ¢ > deg(a), on a
a; = 0 et pour tout ¢ > deg(b), on a b; = 0. De fait, pour tout i > max (deg(a), deg(b)), on
a(a+b); =a;+b =0 et donc deg(a + b) < max (deg(a), deg(b)).

Concernant le produit, si @ et b sont non nuls, on a

deg(a)+deg(b)
(ab)deg(a)+deg(v) = > Gibdeg(a)tdes(s)—i
i=0
deg(a)—1 deg(a)+deg(b)
= Z A;ibdeg(a)+deg(b)—i T Adeg(a)Ddeg(v) T Z a;bdeg(a)-+deg (b)—i-
i=0 i=deg(a)+1

Or, pour tout i € [0,deg(a) — 1], deg(a) + deg(b) — i > deg(b) et donc a;bgeg(a)+deg(b)—i =
a;.0 = 0 et pour tout i € [deg(a)+1, deg(a)+deg(b)], aibgeg(a)+deg(v)—i = 0-Ddeg(a)+deg(b)—i =
0. Au final, (ab)qeg(a)+deg(t) = Adeg(a)bdeg(p)- Or, par définition du degré, agegq) # 0 et
baeg(v) 7 0 et comme KK est integre car c’est un corps, on a (ab)deg(a)+deg(s) 7 0-

Par le méme raisonemment, pour tout k > deg(a) + deg(b), on a

k
(ab)k = Zaibk_i
1=0

k—deg(b)—1

k
= Z a;by_; + Z a;by_;
=0 i=k—deg(b)
1



k—deg(b)—1 k
(ab)k = Z a;.0 + Z 0.by_;
=0 i=k—deg(b)
= 0.

On a donc deg(ab) = deg(a) + deg(b).

Si a est nul, alors deg(a+b) = deg(b) = max (— oo, deg(b)) et deg(ab) = deg(0) = —o0
—oo + deg(b). 1l est en de méme si b est nul.

Ex.3

Dans ce qui suit, tous les entiers sont considérés modulo 4. Notamment, on a 2 = —2 ce
qui pousse a croire que nous allons obtenir quatre fois le méme résultat. De plus, 'anneau
Z/4z[x] est commutatif, on peut donc utiliser le binéme de Newton®.

(1) (z—2)? =22 -222+22 =22 —daz +4 =22

(2) (x+2)? =22 +222+22 =22 +42 +4 =22

(3) (x —2)(x+2) =22 — 22 =22 —4 =22

Ex.4
Pour p=2,0n a

acFo
Pour p =3
l_jlr(m—a) = zz-1)(z-2) = z(z-1D(x+1) = z@22-1) = * -z
Pouarep3—5
g(a@—a) = 2z-D@E-2)(x-3)(z—-4) = z(z—1)(z+1)(z—2)(z+2)

= 2(22 -1 -4) = 2@ - D@2 +1) = z(2*—1) = 2° -

En utilisant récursivement la formule de exercice (2).(2), on montre que pour tout

k
entier k > 2 et tous polynomes aq,...,a; a coefficients dans un corps, on a deg (HGZ) =

i=1
Zdeg (a;). De fait, on a deg Zdeg (x —1) Zl =

i=1
Puisque F, est integre, le coefﬁment dommant d’ un prodult de polynomes et égal au

produit des coefﬁ(nents dominant. Le coefficient dominant de G(z) est donc égal & 1. Enfin,
x étant en facteur dans G(z), le terme constant de ce dernier est nul.

Cela n’était pas demandé, mais le coefficient en x est égal au produit des éléments non
nuls de F,. D’apres 'exercice 5 de la série 6, il est donc égal a —1.

lle 727 du second facteur dans (a +b)*> = a® + 2ab + b? est un vrai élément de IN, mais on a

2ab = ab + ab = Tab + Tab = (1 + 1)ab = 2ab



Ex.5

Soit A un anneau et A[X] son anneau de polynomes. Si 14 est I'élément unitaire de A,
alors celui de A[X] est le polyndme constant égal & 14. On note maintenant ¢4: Z — A et
baix): L — A[X] les morphismes d’anneaux envoyant un entier positif n sur la somme de
n fois I’élément unitaire. Ce sont les morphismes grace auxquels on définit la caractéristique
des anneaux concernés. On note enfin ¢): A — A[X] le morphisme d’anneaux qui envoit
un élément a € A sur le polyndéme constant égal a a.

Il est clair que, pour tout k € Z, ¢ (¢a(k)) = b arx)(k). On en déduit que Ker(¢a) C
Ker(¢ Al X}). Mais puisque ¥ est clairement injective, on en déduit 'inclusion inverse et on
obtient Ker(¢a) = Ker(¢4(x]). Par définition de la caractéristique d'un anneau, on a donc
Car(A[X]) = Car(A). Notamment, Car(Z[X]) = Car(Z) = 0, Car(R[X]) = Car(R) =0 et
Car(F,[X]) = Car(F,) = p.

Ex.6
deg(a

)
Soit a = Z a;x' € (dZ)[z]. Alors, pour tout i € [0,d], il existe a} € Z tel que
=0

deg(a)
a; = da}. Mais alors, en posant a’ = dixt € Z[z], on a a = d.d’ et donc a € (d) =
i=0
{d.P(x)|P(z) € Z]x]} I'idéal de Z[z] engendré par d, le polynome constant égal & d. On a
donc (dZ)[z] C (d). Réciproquement, en distribuant d, il est clair que tout élément de (d)
est dans (dZ)[z]. On a donc (dZ)[z] = (d) qui est donc bien un idéal.

On consideére maintenant I’application
Zlz]  — Z/qz]a]

¢ . n n
E a;x’ — g a; "
=0 =0

oll, pour tout entier k, k est la classe de k modulo d. La multiplication et I’addition étant
compatible avec la prise de modulo, on vérifie que ¢ est un morphisme d’anneaux. Il est,
de plus, clair que ¢ est surjective et enfin

n n
a= Zaixi € Ker(¢p) < Za_ixi =0
=0 =0

& Vie[0,n],a; =0
& Vie[0,n],a; € dZ
& a € (dZ)]x]

Donc Ker(¢) = (dZ)[z]. Or, d’apres le théoreme d’isomorphisme, Z[x]/Ker(qS) = Im(¢).
On en conclut que Z[x]/(dZ)[x] =~ Z/qzz).

Ex.7
On pose z = 11 — /2. On a alors 11 — z = /2 et donc (11 — 2)? = 2. Le nombre



réel 11—/ est donc racine du polynéme a coefficients dans Q 2 P(X) = (X —11)? — 2.,
il s’agit donc d’un nombre algébrique.

Zen multipliant P par 11, on voit qu’il est méme racine d’un polynoéme a coefficients entiers



