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Ex.1

(1) Supposons par I'absurde que l'idéal I = (3,2%) C Z[z] est principal. Il est donc
engendré par un polynéome P € Z[z]. Or, par définition, 3 € I, donc 3 = PQ avec
Q € Zx].

Or Z est integre, donc 0 = deg(3) = deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) et de fait
deg(P) = deg(Q) = 0. Les polynoémes P et @ sont donc constants et puisque leur
produit vaut 3, on a P = +1 ou P = +3.

Mais P € I, il s’écrit donc sous la forme 3.P,+22.P, avec P, P € Z]z]. Notamment,
le terme constant de P est égal a trois fois celui de Py, il est donc divisible par 3 et
ne peut pas étre +1.

Mais si P = 43, alors tous les coefficients des éléments de I sont des multiples de
3. Or 22 € I est unitaire. Ceci est donc absurde et 'idéal I n’est pas principal.

De fait, I'anneau Z[z] contient un idéal non principal, lui-méme n’est donc pas un
anneau principal.

(2),(3) Par définition, Iidéal I = (3,22) contient 3. Or, que ce soit dans R ou dans 5,
3 est inversible. Alors 1 € [ et I est donc 'anneau tout entier. Dans les deux cas, le
générateur unitaire de I est donc 1, I’'élément unité de I’anneau considéré.

Ex.2

(1) 1l y a exactement 4 polynomes de degré 2 dans Fy[z], & savoir 22, 22 + 1, 22 + x
et 22 + 2 + 1. De plus, pour quun polynéme de degré 2 soit irréductible, il faut et il
suffit qu’il ne possede aucune racine. Or

0% = 0;
12+1=0;
02+0=0.

Les trois premiers polynomes ne sont donc pas irréductibles. Par contre

024+0+1=1%#0
PP+1+41=1+#0.

Le polynéme 22 + z + 1 n’admet donc pas de racine et est 'unique polynéme de degré
2 irréductible dans IF|x].

(2) Puisque z2 + x + 1 est irréductible dans Fs[z], le quotient F2 [CU]/(m? +x+1) estun
corps. De plus, puisque 22 + z + 1 est de degré 2 et que Iy contient deux éléments, il
contient 22 = 4 éléments.
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(3) Le corps IFy étant integre, pour des raisons de degré, I'élément = € Fa[z] n’est pas
dans (2?). Son image T dans ]Fz[l“]/(m2) n’est donc pas nulle. Or 72 = 22 = 0. L’anneau
Fo [CU]/(:UQ) n’est donc pas integre.

Supposons par I’absurde qu’il existe un isomorphisme 1: Fa[z] /(xQ) — Z/47,. On
aurait alors dans Z/47,

200wy a2 = 212447 =2
- ¢(2‘1]F2[x]/(x2)) =1(0) =0,

ce qui est absurde!.

Ex.3
Dans R[z], on a

2% 4222 422 +4 | 322+ 1 3 4222 422 +4 322+ 1 3 4222 42x +4|322+1
(@ +iz) [fz — (2 +31) 3T+ 3

~ 202 +§x +4 ~ 212 —|—%x +4

—(22° +3)

5 10

3T T3

etdoncx3+2x2+2x+4:(%x+§) (3x2+1)+gx+%.

Et dans IF5, on a

3 4222 422 +4 | 322+ 1 a3 4222 422 +4 | 322 + 1 3 49222 49¢ 44| 322 +1
T @ 42 (22 -G t22)  [2etd
~ 212 +4 ~ 222 +4
— (222 +4)
0

et donc 23 + 222 + 2x + 4 = (2x + 4)(322 + 1).

Ex.4
Par division euclidienne, on a 223 — 1122 4 22 — 11 = (22 — 11)(2? 4 1). Le polynéme f(x)
est donc un multiple de g(z) et puisque que g(x) est unitaire, on a

pged(f(x),g(x)) = 2* + 1.

Ex.5
Toujours par division euclidienne, on a

23— 222 —x—18 = (z+3)(2? — 5z — 6) 4 20z

1
2 —br—6 = %(;c—5).20x—6
L 640
xr = =T. .
6

Leela revient & dire que Car (T [x]/(xQ)) =4 # 2= Car(Z/s7) et donc F2 [x]/(xQ) % Z/yy,



On en conclut que les polynémes f(z) et g(x) sont premiers entre eux?. De plus, en remon-
tant les calculs, on obtient

1 = =
(zio(m —5).20z — (2* — 5z — 6))

= —(@-5)((2*—22° —2 - 18) — (z +3)(2* — 52 — 6)) — %(mz — 5z —6)

120 120
On peut donc prendre py(z) = 135(x — 5) et pa(z) = —135(z? — 22+ 5).

= —(z-5)(z>—22° —2—18) — (L(m —5)(z+3) + %)(mz — 5z — 6).

2puisque f(x) et g(x) sont tous les deux de degré inférieur a trois, on aurait également pu constater
qu’aucune racine de g(z), & savoir —1 et 6, n’annule f(x)



