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(1) Un idéal I ⊂ A est dit maximal s’il n’existe pas d’idéal J dans A tel que I ⊂ J ⊂ A.
Montrer qu’un idéal I dans un anneau commutatif A est maximal si et seulement si

l’anneau quotient A/I est un corps.

(2) Un idéal I dans un anneau commutatif A est dit premier si pour tout produit ab ∈ I,
on a soit a ∈ I, soit b ∈ I.

Montrer que tout idéal maximal dans un anneau commutatif est premier.

(3) Quels sont les idéaux premiers et maximaux de Z ?

(4) a) Trouver un homomorphisme d’anneaux R → M2(R).
b) Calculer la caractéristique de l’anneau M2(R).

(5) Soit φ : A → B un homomorphisme d’anneaux. Montrer que φ(U(A)) est un sous-
groupe du groupe U(B).

Si de plus φ est surjectif, est-il alors vrai que φ(U(A)) = U(B) ? Considérer l’exemple
A = Z, B = Z/7Z et φ(k) = [k]7 pour tout k ∈ Z.

(6) Soit P l’ensemble des nombres premiers, et soit P une partie de P, P ⊂ P. On définit :

Z[P−1] := Z ∪ {q ∈ Q|q = r/s, s = pj1
1 pj2

2 ...pjk

k |pi ∈ P, ji ∈ N, r ∈ Z}

.
Montrer que Z[P−1] est un sous-anneau de Q. Montrer que tout sous-anneau de Q sont

de la forme Z[P−1].
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