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Avant-Propos

La rédaction de ce polycopié a bénéficié de versions préliminaires, d’une part le
polycopié "Suites Numériques’ de Jean-Pierre Dedieu et Jean-Claude Yakoubsohn
qui a servi de base pour la rédaction du chapitre 1, et d’autre part un cours po-
lycopié de Solenn Autret correspondant a cet enseignement. Nous remercions tout
particulierement Solenn Autret qui nous a fourni les fichiers des figures utilisées ici.



8

TABLE DES MATIERES



1. Rappels

1.1 Nombres réels

Définition 1.1 Le corps des nombres réels, que I'on note R, est défini axiomatique-
ment de la fagon suivante : ¢’est un corps commutatif, totalement ordonné, qui vérifie

Paxiome de la borne supérieure.

Dans les lignes qui suivent nous allons préciser ces termes.

1.1.1 Corps commutatif

Définition 1.2 Un corps commutatif K est un ensemble équipé de deux opérations
notées + et x qui vérifient :

(K, +) groupe commutatif — (K*, x) groupe commutatif

at+b=b+a ab = ba
a+(b+c)=(a+b)+c a(bc) = (ab)c
a+0=04+a=a axl=1xa=a

a+(—a)=(-a)+a=0 axa'l=ata=1, (a#0)

a(b+c) = ab+ ac

1.1.2 Totalement ordonné

Définition 1.3 Un corps (K, <) est totalement ordonné lorsque, pour tout a,b,c €
K, la relation < vérifie :

a < a, réflexivité
a<betb<a=a=0b antisymétrie
a<betb<c=a<c transitivité

a<boub<a ordre total

et lorsqu’elle est compatible avec I'addition et la multiplication :

a<b=a+c<b+c
a<betc>0= ac<bc.
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1.1.3 Borne inférieure, supérieure

Définition 1.4 Soit A une partie de R et soit a € R. On dit que
e o est un majorant de A si pour tout x € A on ax < a,
e a est un minorant de A si pour tout v € A on aa < x,
e A est majoré s’il a un majorant,
e A est minoré s’il a un minorant,

e A est borné s’il est majoré et minoré.
Exemple 1.1 L’intervalle |0, 1] est borné : —2 est un minorant, 2 est un majorant. m

Proposition 1.1 Lorsque A est majoré et non-vide, I'ensemble des majorants de A
est un intervalle illimité a droite : si a est un majorant de A et si a < b alors b est un
magjorant de A.

Axiome de la borne supérieure. Soit A C R majoré et non-vide. L’ensemble des
majorants de A est du type [M, +oo[. On appelle M la borne supérieure de A. On
la note M = sup A.

Proposition 1.2 Lorsque A est minoré et non-vide, I’ensemble des minorants de A
est du type | — oo, m]. On appelle m la borne inférieure de A. On la note m = inf A.

Définition 1.5 Si la borne supérieure M (resp. inférieure m) de A est un élément
de A on I'appelle le maximum ou le plus grand élément de A (resp. le minimum
ou le plus petit élément de A). On note alors M = max A (resp. m = min A).

Exemple 1.2 L’ensemble des majorants de |0, 1] est 'intervalle [1, +-00|. Ainsi, sup |0, 1[=
1 et max |0, 1] n’existe pas. L’ensemble des majorants de ]0, 1] est I'intervalle [1, +oo[
mais cette fois-ci max |0, 1] = 1. ]

Une caractérisation de la borne supérieure est donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.3 Soit A une partie majorée et non vide de R. Il y a équivalence
entre

1. M =sup A,
2. M est le plus petit des majorants de A,
3. M est un majorant de A et, pour tout € > 0, il existe x € A tel que M — € < x.

On a une proposition similaire pour la borne inférieure :

Proposition 1.4 Soit A une partie minorée et non vide de R. Il y a équivalence
entre

1. m=inf A
2. m est le plus grand des minorants de A,

3. m est un minorant de A et, pour tout € > 0, il existe v € A tel que x < m + €.

Définition 1.6 Soit f : E — R ou E est un ensemble quelconque. On note
in}fﬂf(x) =inf{f(z) z € £}
BAS

et idem pour min, sup et max.
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1.1.4 R est archimédien

Théoreme 1.1 R est archimédien, c’est a dire que, pour tout x € R, il existe un
entier n € N* tel que x < n.

Démonstration. Si z < 0 on prend n = 1. Supposons que x > 0. L’ensemble
A={keN : k <z} est majoré par x et contient 0. Nous pouvons donc considérer
sa borne supérieure M = sup A. Prenons € = 1/2. D’apres la proposition 1.3 il existe
ke Atelque M —1/2 <k < M desorteque M < M+1/2<k+1letquek+1¢ A
(sans quoi M ne serait pas le supremum de A). Ainsi, k+1 > x et on prend n = k+1.
| |

1.1.5 Q est dense dans R

Proposition 1.5 Entre deux réels il y a toujours un rationnel : pour tout x et y € R
avec x < y, il existe un rationnel p/q tel que x < p/q < y. On dit que Q est dense
dans R.

Démonstration. Par le théoreme 1.1, il existe un entier ¢ > 0 tel que 1/(y — x) < ¢
ainsi qu'un entier n > 0 tel que gz < n. L’ensemble A = {n € N* : gz < n} est
minoré par 1 et non vide. Admettons que tout ensemble non vide d’entiers, ici A C N,
possede un minimum. Notons p = min A. On a donc p — 1 < gz < p de sorte que
qgr <p<qr+letx<p/q<x+1/q<y parla premiere inégalité. [

1.2 Suites

Définition 1.7 Une suite numérique est une application v : N — R. On dit que v
est une sous-suite d’une suite u lorsque v = uwo k ott k : N — N est une application
strictement croissante.

Une suite u se note traditionnellement v = (u,,)n>0 (ou, plus simplement, (u,))
et une sous-suite v = u o k = (ug, )n>0-

1.2.1 Définition de la limite

Définition 1.8 On dit que la suite u = (u,),>0 admet une limite | quand n tend
vers l'infini si pour tout € > 0, il existe un entier ny > 0 tel que pour tout n > ng on
a

lup, — 1| <.

On dit aussi que la suite u converge vers | ou encore que la suite u est convergente
et on note

lim w, =1
n—-+00
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Définition 1.9 On dit que la suite u = (u,),>0 a pour limite co (resp. —oo) quand
n tend vers l'infini si pour tout M > 0, il existe un entier ng > 0 tel que pour tout
n > ngon au, > M (resp. u, < —M ). On note

lim u, =00 (resp. lim w, = —00).
n—+00 n—-+oo

Théoreme 1.2 La limite d’une suite est unique.

1.2.2 Stabilité des limites

Proposition 1.6 Soient u = (u,)n>0 €t v = (v,)n>0 deux suites ayant pour limites
respectives [ et m (finies ou infinies). Alors, pour autant que les opérations envisagées
soient définies,

1. La suite u + v a pour limite [ + m,

La suite uv a pour limite Im,

Sous la condition u, # 0 pour tout n et [ # 0, la suite 1/u a pour limite 1/1,
La suite A\u a pour limite A,

ARSI

La suite |u| a pour limite |l|.
Noter que les formes suivantes sont indéterminées : oo+ (—o00), 0 x 0o, 1/0, 0o /0.

Proposition 1.7 Soient u = (u,)n>0 €t v = (v,)n>0 deux suites ayant pour limites
respectives | et m (finies ou infinies). Si u,, < v, pour tout n > 0 alors | < m

Attention! u,, < v, pour tout n > 0 n’implique pas [ < m!

1.2.3 Convergence monotone

Définition 1.10 Une suite u est croissante lorsque u, < u,y; pour tout n > 0,
décroissante si u, > u,1 pour tout n > 0. Une suite est majorée (resp. minorée)
lorsqu'’il existe A tel que u, < A (resp. u, > A) pour tout n > 0. Une suite est bornée
lorsqu’elle est majorée et minorée.

Théoréme 1.3 Lorsqu’une suite u est croissante (resp. décroissante) et majorée
(resp. minorée) elle converge vers | = sup{u, : n >0} (resp.l =inf{u, : n>0}).
Lorsqu’une suite u est croissante (resp. décroissante) et n’est pas majorée (resp. mi-
norée) sa limite est oo (resp. —o0).
Définition 1.11 Deux suites u et v sont adjacentes lorsque

e 1w est croissante et v est décroissante,

o lim, .. v, —u, =0
Proposition 1.8 Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite | € R. De

plus
u, <1<,

pour tout n > 0.

Théoréme 1.4 (Bolzano - Weierstrass) Toute suite bornée possede une sous-suite
convergente.
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1.2.4 Suites de Cauchy

Définition 1.12 Une suite u est de Cauchy si

(Ve>0) (AN eN) (\n>N) (Ym > N) |u, — up| <e.
Remarque 1.1 Il revient au méme de dire que

(Ve > 0) BN €N) (v = N) (vp 2 0) Jun — tinipl <.

Cela revient a supposer que m > n et a prendre m = n + p dans la définition
précédente. [

Théoréme 1.5 Une suite est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.
Démonstration. Soit u une suite de Cauchy. Notons N (¢) un entier tel que
(Vn>N) (Vm > N) |u, — tp| <e.
Cette suite est bornée. En effet,
|un| < max {|ug|, 0 <k < N(1)—1}

pour tout n < N(1) — 1 et
[ty — | <1

pour tout n et m > N(1). On en déduit que
Un| < |t — un) +uny| < |, — un)| + Juno| <1+ [un)
pour tout n > N(1). Ainsi, pour tout n € N, on a toujours
[un| < max {|uol, ..., lun@y-1], 1+ |una)l}-

En vertu du théoreme de Bolzano-Weirstrass, il existe une sous-suite de u qui est
convergente : il existe une suite strictement croissante d’entiers k = (k,,) telle que
lim,, o ug, = [ autrement dit, pour tout € > 0, il existe un entier M (e€) tel que, pour
tout k, > M(e) on a |ug, — | <e.

Montrons que u a pour limite [. Donnons nous ¢ > 0 ainsi qu’'un terme de la sous-
suite ug, avec k, > M(€/2) et k, > N(e/2). Un tel entier existe puisque lim k,, = oo.
Pour tout n > N(¢/2) on a

€
[ty — 1] = [(un — uk,) + (g, — )| < Jup — ug,| + |ug, — 1] < §+ =€

[NRINe

et le théoreme est prouvé. [

Exemple 1.3 Soit b un entier b > 2. Pour tout n > 1 on se donne un entier z, €
{1-10,...,-1,0,1,...,b—1}. La suite

est convergente. (]
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1.2.5 Limites classiques

1.| lim n* a€Z

n—-—+00

(a) Sia =0 alors la suite est constante : n® = 1.
(b) Sia>1 alors n* > n et limn® = +o0.

(c) Sia< —1alors n®=1/n"% alors limn® = 0.

P(n)
2. | lim ———=, P et ) sont des polynomes
n—-400 Q(TL)

Supposons que

P(x) :a0+a1x+...adxd
avec aq # 0 et que
Q(x) = by + by + ... b.a”
avec b, # 0.
P
(a) Sid<ealors lim ﬂ _

n—-+4oo Q(n) O’

P
(b) Sie<dalors lim ﬂ = +00, le signe étant celui de aq/b,,

n—-+00 Q (n)

(c) Sid=ealors lim in)_%

n—-+00 Q(n) o bd ’

3. lim ", reR

n—-+0o

(a) Sir < —1 cette suite n’a pas de limite.
(b) Sir > 1 alors limr" = +oo.
(c) Si —1 <r <1 alors limr™ = 0.

4.0 lm d"=1,a>0

n—-+4o0o

an

5. lim — = +o0, a>1 et peN*

n—-+oo NP

6. | lim a "nf =0, a>1 et peN*

n—-+4o0o

1.3 Limites de fonctions

1.3.1 Intervalles

e On appelle intervalle un ensemble du type |a, b[, ]a,b], [a,b], [a,b] avec —oco <
a < b < oo ou bien | — 00,b, | — 00,0, |a,o0], [a,o0[, ] — 00, 00[. Noter que
) =la,a[ et R =] — 00, 00| sont des intervalles.
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Un intervalle est ouvert sl est du type |a, b[, | — 00,b], Ja, oo[ ou | — 0o, 00,

Un intervalle est fermé s’il est du type 0, [a,b], | — 00, b], [a, 0] ou | — 0o, 00|,

Un intervalle est borné s’il est du type |a, b[, ]a, b], [a,b], [a, b],

Un intervalle est compact s’il est fermé et borné donc du type [a, b].

1.3.2 Définition des limites

Définition 1.13 (Limites finies) Soient f :Ja,b[— R, ¢ € [a,b] et | € R.

1. (Limite) lim,_.. f(x) =l lorsque : pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour
tout x € [ avec |t —c| <netx#c,ona|f(x)—I <e.

2. (Limite a gauche) lim, . .. f(x) = [ lorsque : pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que, pour tout x € [ avecc—n <z <c,onal|f(z)—1 <e.

3. (Limite & droite) lim,_..,~. f(z) = [ lorsque : pour tout ¢ > 0, il existe n > 0
tel que, pour tout x € I avecc < x <c+mn,ona |f(x) -1 <e.

4. (Limite a I'infini) Lorsque f :]a,o00[— R on dit que lim, ., f(z) = [ lorsque :
pour tout € > 0, il existe M > a tel que, pour tout x > M, on a |f(z) —1] <e.

Définition 1.14 (Limites infinies) Soient f :|a,b]— R et ¢ € [a,b].

1. lim, . f(x) = oo lorsque : pour tout N > 0, il existe n > 0 tel que, pour tout
x €l avec|r —c[<netax#c, ona f(x) > N.

2. (Limite a gauche) lim, ... f(x) = oo lorsque : pour tout N > 0, il existe
n > 0 tel que, pour tout x € [ avecc —n < x <c¢, on a f(xr) > N.

3. (Limite a droite) lim,_.. ,~. f(z) = oo lorsque : pour tout N > 0, il existe n > 0
tel que, pour tout x € I avec c < x < c+mn, on a f(x) > N.

4. (Limite a I'infini) Lorsque f :]Ja,oco[— R on dit que lim,_,, f(z) = oo lorsque :
pour tout N > 0, il existe M > a tel que pour tout x > M on ait f(x) > N.

Proposition 1.9 (Unicité) La limite est unique.

Proposition 1.10 La limite en un point existe si et seulement si les limites a droite
et a gauche existent en ce point et sont égales.

1.3.3 Limites de fonctions et limites de suites
Théoréme 1.6 Soient f : I — R, c€ I etl € R =RU{oco, —00}. Onalim,_. f(z) =

[ si et seulement si lim,, ., f(u,) = | pour toute suite (u,) telle que u,, € I et u, # c
pour tout n > 0 et lim,,_ u, = c.
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1.3.4 Stabilité des limites

Proposition 1.11 (Opérations algébriques) Soient f, g : I — R deux fonctions ayant
pour limites respectives | et m (finies ou infinies) lorsque x — ¢ (c est dans I ou
bien c’est I'une des bornes, éventuellement infinie, de I). Alors, pour autant que les
opérations envisagées soient licites,

1. lim, . f(x) + g(x) = 1+ m,

2. lim, . f(x)g(x) = lm,

3. Sous la condition f(x) # 0 pour tout x € I et [ # 0, lim,_.1/f(z) = 1/I,
4. lim,_, Mf(z) = \.

Proposition 1.12 (Composition des applications) Soient I et J deux intervalles et
cel. Soit f: I — J et supposons que que lim,_.. f(z) =1 € J. Soit g : J — R tel
que lim,_,; g(y) = m. Alors, on a lim,_,.go f(x) =m.

Proposition 1.13 (Inégalités) Soient f, g : I — R deux fonctions ayant pour limites
respectives | et m (finies ou infinies) lorsque © — ¢ (¢ est dans I ou bien c’est I'une
des bornes, éventuellement infinie, de I). Si f(z) < g(z) pour tout x € I alors < m.

Attention! f(x) < g(x) pour tout = € I n'implique pas | < m!

1.3.5 Limite et supremum

Proposition 1.14 Soient f : I — R une fonction croissante (pour tout z,y € I, si
x <y alors f(z) < f(y)). Notons b = sup [ si I est majoré et b = oo sinon. Sous
cette hypothese, si f est majorée sur I

lim f(x) = sup f(z)
z—b xel

et sinon

lim f(z) = oo.

r—b



2. Fonctions continues

Dans tout ce chapitre I désigne un intervalle. La définition de la continuité
présentée ici est essentiellement due a Cauchy. Augustin Louis Cauchy, 1789 - 1857.

2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 2.1 Soit f: 1 — R.

e [ est continue a droite en ¢ € I lorsque lim f(x) = f(c).
T—C,x>C

e f est continue a gauche en c € I lorsque lim< f(z) = f(c).

e [ est continue en ¢ € I si et seulement si lim f(z) = f(c).
xr—cC
e [ est continue sur I si et seulement si elle est continue en tout point de I.

On écrit aussi lim, .+ f(z) et lim, ..~ f(z) pour les limites a droite et a gauche.

Remarque 2.1 e A Taide des quantificateurs, la définition de la continuité en
c € I se traduit ainsi :

(Ve >0) (I >0) (Veel) (Jr—c <n = [f(z) - flc)| <e).

Le nombre 7 dépend a la fois de € et de ¢; on le note donc n = (¢, ¢).

e f est discontinue en ¢ lorsque

(Fe>0) (Vn>0) Frel) (jv—cf <net[f(x) - flc)]>e).

Exemple 2.1 (Exemples de fonctions continues)
1. Les fonctions constantes (f(x) = a),
2. La fonction identité (f(x) = z),
3. La valeur absolue (f(x) = |x|),
4

. Toute fonction lipschitzienne (f : I — R est lipschitzienne s’il existe X > 0 tel
que, pour tout x,y € I, on ait |f(x) — f(y)] < Az —y|).
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5. Les polyndmes, les fractions rationnelles (sauf auzx péles),
6. Les fonctions trigonométriques sin et cos,

7. Les fonctions puissance (f(x) = %, x > 0), ezponentielle (f(x) = a*, a > 0),
logarithme.

Proposition 2.1 Soient f: [ — R et c € I. f est continue en ¢ € I si et seulement
si f est continue a gauche et a droite de c.

Proposition 2.2 Soient f : I — R et c € I. f est continue en c si et seulement si
pour toute suite (u,) telle que u,, € I et limu, = c on alim f(u,) = f(c).

Démonstration. Si [ est continue en ¢ alors pour tout £ > 0 il existe n > 0 tel que
|f(x) — f(c)] < e pour tout x € I tel que |z — ¢| < n. Prenons une suite (u,,) dans /
qui converge vers ¢ et montrons que la suite (f(u,)) converge vers f(c). Soit € > 0,
soit 7 > 0 comme ci-dessus. Puisque la suite (u,) converge vers c il existe N € N tel
que |u, — c| < n pour tout n > N. Par continuité de f on a |f(u,) — f(c)| < e pour
tout n > N.

Si f n’est pas continue en ¢, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout n > 0, il existe
x, € I vérifiant |z, —c| < n et |f(z,) — f(c)] > . On construit une suite u,, — ¢
en prenant w, = x, avec ) = 1/n. Comme |f(u,) — f(c)| > € pour tout n la suite
(f(uy,)) ne converge pas vers f(c). ]

Exemple 2.2 (Ezemples de fonctions discontinues)
1. La fonction f(x) =1/x six #0 et f(0) =0 est discontinue en 0,

2. La fonction partie entiére (f(x) = E(x), encore notée |x]) est discontinue en
tout point entier,

3. La fonction définie par f(z) =0 six € R\ Q et f(x) = 1/q si x € Q avec
x =p/q, p €Z, q € N\ {0}, p et q premiers entre euzx, est continue en tout
point irrationnel et discontinue en tout point rationnel.

Proposition 2.3 (Prolongement par continuité) Soit f : I C R — R une fonction
continue sur I =la,b[. Supposons que lim,_;, f(z) = | € R. Alors, I'application f
définie par f(z) = f(x) siz < bet f(b) = [ est continue. On I’appelle le prolongement
par continuité de f a la,bl.

Exemple 2.3 Puisque lim,_gsinz/z = 1 on peut prolonger par continuité la fonc-
tion sinz/z a R tout entier en lui donnant la valeur 1 a l'origine. ]
2.2 Propriétés algébriques

Proposition 2.4 La continuité est stable par les opérations élémentaires : si f et g

sont continues en ¢ € [ alors f+g, Ax f (A€R), f x g, f/g (si g(x) # 0 pour tout
x € 1) et max(f,g) sont continues en c.
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Démonstration. Pour la somme : notons n(c, f,€) > 0 et (¢, g,€) > 0 les nombres
associés a f et g de laremarque 2.1. Soit € > 0 et soit n = min(n(c, f,€/2), n(c, g,£/2)).
Pour tout = € I tel que |z —¢| < non a |x —c < nle f,e/2) de sorte que
|f(z) — f(e)| < /2. De la méme maniere |g(x) — g(c)| < /2. Par I'inégalité du
triangle on a :

(f(2) + g(2)) = (f(e) + 9(c)] < [f(2) = F(e) + [g(x) = g(c)] <

+ - =c

Do ™
DO |

Pour le max : une premieére réduction consiste a écrire que max(f(x),g(x)) = g(z) +
max(f(x)—g(x),0). Il suffit donc de prouver que si f est continue en ¢ alors max(f(x),0)
est continue en c. Pour ce faire on envisage trois cas :

1. f(c) > 0. La définition de la continuité avec € = f(c)/2 prouve l'existence d'un

n > 0 tel que

9 <y 9 < 19
de sorte que f(z) > f(c¢)/2 > 0 pour tout x € I, |x — ¢| < 7. Sur 'ensemble
I'Nfec—mn,c+n| la fonction f est > 0 et donc max(f(x),0) = f(x) qui est
continue en c.

2. f(c) < 0. On raisonne de la méme maniére mais ici max(f(z),0) = 0.

3. f(c) =0. Dans ce cas max(f(c),0) = 0 et I'on doit prouver que

(Ve>0) (In>0) Vzel) (lr—c <n = |max(f(z),0)] <e).

Comme |max(f(z),0)| <|f(z)| il suffit de prouver que
(Ve>0) @ >0) (Veel) (lr - <n = [f(zx)|<e)

ce qui est donné par la continuité de f en c.

Proposition 2.5 Soient I et J deux intervalles, f : [ — J, g:J — Retce l. Si
f est continue en ¢ et g continue en f(c) alors g o f est continue en c.

Démonstration. Soit € > 0 et soit n > 0 tel que |g(y) — g(f(c))| <esily — f(e)| <
n. Un tel ) existe parce que g est continue en f(c). Soit 8 > 0 tel que |f(z) — f(c)| <n
pour tout z € I deés que |x — ¢| < 6. Un tel § existe parce que f est continue en c.
On a bien |g(f(z)) — g(f(c))| <esi|z—c| <6. ]

2.3 Propriétés des fonctions continues sur un intervalle
compact

2.3.1 Le théoréme de Weierstrass

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, 1815 - 1897.
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Théoréme 2.1 Soit [ : [a,b] — R une fonction continue. Alors I'ensemble f([a,b]) =
{f(z) : z €a,b]} est borné et il existe x,, € |a,b] et xp; € [a,b] tels que

f(xy) = inf  f(x) = min f(x)

x€[a,b] z€a,b]

et

f(zar) = sup  f(z) = max f(z).
z€[a,b] z€a,b]

Remarque 2.2 Les hypotheses de ce théoréeme sont essentielles :

e Prenons f(x) =2 si0 <x <1, f(1) = 1/2. Alors supg<,<; f(x) = 1 mais ce
n'est pas un maximum (f est discontinue en 1).

e La fonction f(x) = 1/z si0 < x <1 n'est pas bornée sur l'intervalle considéré.
Dans cet exemple f est continue, "intervalle considéré est borné mais n’est pas
fermé.

e Considérons f(x) = exp(z) si —o0o < x < 0. On a inf_,<pexp(xz) = 0 mais
ce n'est pas un minimum. Ilci f est continue et lintervalle considéré est fermé
mais il n’est pas borné.

Démonstration. Montrons que f est majorée, raisonnons par I’absurde. Supposons
que l'ensemble {f(z) : = € [a,b]} ne soit pas majoré. Pour tout n € N il existe
cn € [a,b] tel que f(c,) > n. Lasuite (¢,) est bornée. D’apres le théoréme de Bolzano-
Weierstrass (théoreme 1.4) il existe une sous-suite (¢, ) de (¢,) qui converge vers une
limite c¢. Comme a < ¢, < b par passage a la limite dans cette inégalité a < ¢ <
b et puisque f est continue sur [a,b], lim, ..o f(ck,) = f(c). D’autre part, par
construction, f(cy,) > k, par conséquent, f(c) = lim, . 1 f(c,) = 00 ce qui est
absurde.

Notons M = sup,¢,y f(z). Par la proposition 1.3, pour tout entier n > 0, il
existe ¢, € [a,b] tel que M —L < f(¢,) < M. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass
(théoreme 1.4), il existe une sous-suite (¢, ) de (¢,) qui converge vers une limite
xp € [a,b]. Par continuité, lim, .~ f(ck,) = f(xar) et par passage a la limite dans
I'inégalité ci-dessus lim,, o, f(cx,) = M. Ainsi, f(zy) = M et le sup est atteint en
Ty, ¢’est donc un max ! "

2.3.2 Le théoréme des valeurs intermédiaires

Ce théoreme est du a Bolzano. Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano, 1781
- 1848.

Théoreme 2.2 Soit f : I — R une fonction continue définie sur un intervalle I C R,
borné ou non, fermé ou non. Pour tout a,b € I et tout nombre y compris entre f(a)
et f(b), il existe ¢ € [a,b] tel que y = f(c).

Démonstration. Soit y compris entre f(a) et f(b). L’ensemble {x € [a,b] : f(z) <
y} est non vide (si par exemple f(a) <y < f(b) alors a est dans I'ensemble) et il est
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majoré par b. Il admet donc une borne supérieure ¢ = sup{z € [a,b] : f(x) < y}.
Montrons que y = f(c). Par la proposition 1.3, pour tout entier n > 0, il existe
Tn € [a,b] avec f(z,) < y et tel que ¢ — £ < x,, < ¢ La suite (z,) converge donc
vers ¢. Puisque f(z,) < y et que f est continue, par passage a la limite dans cette
inégalité on obtient f(c) < y. Montrons maintenant que y < f(c¢). Supposons que
fla) <y < f(b). Sic=bcest évident. Si ¢ < b, puisque ¢ est la borne supérieure, on
ay < f(x) pour tout x €]c,b]. En faisant tendre z vers ¢ et puisque f est continue,

on obtient y < f(c). Le cas f(b) <y < f(a) se traite de la méme maniere. ]

Corollaire 2.1 1. Si f : [a,b] — R est continue et si f(a)f(b) < 0 alors il existe
c € [a,b] tel que f(c) = 0.
2. Tout polynome a coefficients réels et de degré impair posséde une racine réelle.

3. Toute fonction continue g : [a,b] — [a, b] admet un point fixe : il existe ¢ € [a, b]
tel que g(c) = c.

On peut résumer le théoreme des valeurs intermédiaires et le théoreme de Weiers-
trass en I’énoncé suivant :

Corollaire 2.2 L’image d’un intervalle par une application continue est un inter-
valle, I'image d’un intervalle compact par une application continue est un intervalle
compact.

2.3.3 Continuité uniforme

Définition 2.2 Soit f : I — R. On dit que f est uniformément continue sur |
lorsque pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que pour tout x,y € I tels que |z —y| <7

ona |f(x) = f(y)| <e.

Remarque 2.3 La définition « epsilonesque » de la continuité est

(Ve el) (Ve>0) (Bnle,x)>0) (Vyel) (o —yl<n = [f(z) - fly) <e)

et celle de la continuité uniforme

(Ve>0) (In(e)>0) (Veel) (vyel) (lt—yl<n = [f(z)-fly)l<e).
Dans le premier cas n dépend de x et ¢, dans le second cas n ne dépend que de €. =
Proposition 2.6 Toute fonction uniformément continue est continue.

Exemple 2.4 Toute fonction lipschitzienne f : I — R est uniformément continue
sur I. f(z) = 2* n’est pas uniformément continue sur R. ]

Démonstration. Soit A > 0 tel que |f(x) — f(y)| < Az — y| pour tout z,y € I; on
peut prendre 1 = ¢/\.

Pour obtenir |z? — y?| < ¢ il faut que |z —y| < ¢/|z + y|. Il faut donc prendre n <
e/|z+y| pour tout z,y € R tels que z+y # 0. Hélas inf {e/|x +y| : v+y#0} =0
et un tel 1 ne saurait étre > 0. [



22 FONCTIONS CONTINUES

2.3.4 Le théoréme de Heine
Heinrich Eduard Heine 1821 - 1881.

Théoreme 2.3 Toute fonction continue sur un intervalle compact est uniformément
continue sur cet intervalle.

Démonstration. Soit f : [a,b] — R continue. Si f n’est pas uniformément continue
alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout n > 0 il existe z,, et y,, € [a, b] avec |z, —y,| < net
| f(2y) — f(yy)| > €. Prenons = 1/n ot n est un entier positif. On obtient ainsi deux
suites (x,,) et (y,) qui vérifient z,,, y,, € [a,b], |Tp —yn| < 1/n et |f(xn) — flyn)| > €.
En utilisant le théoréme de Bolzano-Weierstrass (théoréme 1.4) on peut extraire de
ces suites deux sous-suites convergentes (zy, ) et (yg, ). Comme |xy, —yk, | < 1/k, elles
ont une limite commune /. Comme ¢ < |f(zx,) — f(yk,)| et puisque f est continue on
a

e < I |f(on,) — ()| = 70— F(D)] =0

ce qui est absurde. [

Exemple 2.5 f(z) = z? est uniformément continue sur [0, M]. On peut prendre
n=inf{e/|z+y| : 0 <z,y < M} qui est un nombre > 0. Que vaut-il ? ]

2.3.5 Fonctions en escalier

Définition 2.3 Une fonction g : [a,b] — R est dite en escalier s'il existe une subdi-
vision de I'intervalle |a,b] :

a=ay< a1 <...<@p_1<a,=>b
et des nombres réels ¢y, tels que g(x) = ¢ pour tout = € |ag_1,a;[ et 1 < k < n.

Remarque 2.4 Les nombres ¢; n'ont aucun lien avec les valeurs g(ag). Une telle
fonction peut donc étre discontinue aux points a; mais elle possede en tout point une
limite a droite et une limite a gauche. [

Théoreme 2.4 Toute fonction continue sur un intervalle compact peut étre ap-
prochée uniformément sur cet intervalle par une fonction en escalier. Autrement dit :
soit f : [a,b] — R continue et soit ¢ > 0. Il existe une fonction en escalier g : [a,b] — R
telle que |f(x) — g(z)| < e pour tout z € [a, b].

Démonstration. Par le théoreme 2.3 f est uniformément continue. Il existe donc
n > 0 tel que
-yl <n=1[f(z) - fly)l <e

Prenons n = [ (b — a)/n] et définissons une fonction en escalier par

glx)=f (a - kb_—a) lorsque = € [a +k
n

b—a7a+(k+1)b—a

, 0<k<n-—1,
n
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et g(b) = f(b). Lorsque z € [a+ k=% a+ (k+1)=%[ on a

) =90 = |10 = 1 (a4 877 ) <

T — (a+kb_a>‘ <.
n

Lorsque z = b on a |f(x) — g(z)| = 0.

parce que

23



24 FONCTIONS CONTINUES



3. Dérivation

Pierre de Fermat (1601-1665), juriste et mathématicien frangais, est un précurseur
du calcul différentiel : il est le premier a utiliser la formule (sinon le concept) du
nombre dérivé. Blaise Pascal, dans la premiere moitié du XVIle siecle, a le premier
mené des études sur la notion de tangente a une courbe - lui-méme les appelait "tou-
chantes’. Des la seconde moitié du XVTle siecle, le calcul différentiel et intégral connut
une avancée prodigieuse grace aux travaux de Newton et de Leibniz. Le marquis de
I’Hospital participa aussi a la fin du XVIle a étoffer cette nouvelle théorie, notamment
en utilisant la dérivée pour calculer une limite dans le cas de formes indéterminées
particulieres.

Il est possible, a I’aide de la notion de dérivée, de caractériser les points du graphe
d’une fonction admettant une tangente. La plupart des fonctions continues interve-
nant dans les calculs usuels sont dérivables sauf en certains points isolés. Il est naturel
de savoir si cette propriété est vraie pour toutes les fonctions continues. En 1872, Karl
Weierstrass (1815-1897) a donné une réponse négative a cette question en définissant

une fonction continue qui n’est dérivable en aucun point (f(z) = Y ", 57 cos(3"x)).

3.1 Définition de la dérivée en un point.

3.1.1 Dérivée en un point

Définition 3.1 Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle |a, b, et soit xq €
la,b[. On dit que f est dérivable en xq si le rapport

f(xo +h) = (o)
h

admet une limite dans R quand h — 0, ou de maniere équivalente, si le rapport

fz) = flzo)

T — Zo

admet une limite dans R quand © — xzy. Cette limite est notée f'(xg) (ou aussi

9 (20)) et est appelée “dérivée’ (ou parfois aussi nombre dérivé’) de f en zy. Le

dx
f(@)—f(=o)

s . J N J
rapport == —== est appelé ‘tauz d’accroissement de f en xg’.
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Interprétation géométrique de la dérivée. Avec les notations de la définition,
si My est le point (zg, f(xg)) du graphe de f, et M le point (z, f(x)), le rapport
f(x) = f(xo)
r — 2o

désigne la 'pente’ de la droite (MyM) dans un repere orthonormé. Lorsque f est
dérivable en xy, ce rapport admet une limite lorsque x — g, et cette limite est la
‘pente’ de la tangente au graphe de f au point M,.
Exemple. Soit f définie par f(z) = z". De 'identité

V—xy 1 o n—2 n—1

—— ="+ 2" g+ +xy T+ 1) avec T # x,

T — 2o
on déduit que f est dérivable en tout point zy € R, et que f'(xq) = nxj '

La proposition suivante nous donne un critere de dérivabilité qui sera utile pour

la suite.

Proposition 3.1 Soit f :Ja,b|— R et soit xy €]a,b[. Il y a équivalence entre les trois

énoncés sutvants :

(i) [ est dérivable en xy.

(11) Il existe un réel et une fonction € définie sur ]a,b| tels que

f(x) = f(xo) +0- (x —x0) + (. —20)e(x) et lim e(x)=0.

T—XT0

Dans ce cas { = f'(x).

(iii) 1l existe un réel ¢ tel que

f(x) = f(xo) — € (x — x0)

lim = Oa
T—Io r — T
et 0 = f'(x0).
Démonstration. (i) = (i7). Il suffit de poser e(x) = f(x)_f(xol__]:(ggco)'(x_xo) si @ # xg
et e(zg) = 0.
(i5) = (iii). évident.
(7i1) = (7). évident. ]

Proposition 3.2 Soit f :Ja,b|— R et soit g €]a,b]. Si f est dérivable en xq alors f
est continue en xy.

Démonstration. Pour x # xg, nous avons

f(@) — (o)

r — Tg

f(@) = f(xo) = (z — 20).
En passant a la limite dans cette identité, nous avons

lim (f(z) — f(zo)) = lim J(@) = Jlzo) lim (x — 2z0) = f'(x0) X 0=0.

T—T0 T—T0 r — Xy T—T0
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Définition 3.2 On dit que [ est dérivable sur |a,b| lorsque f est dérivable en tout
point de |a, b[. Dans ce cas la fonction x — f'(x), définie sur|a, b[, est appelée fonction
dérivée de [ et est notée f'.

3.1.2 Dérivées a gauche, a droite

Il existe des fonctions (par exemple x +— |x|) non dérivables en un point mais
telles que leur taux d’accroissement en ce point admette une limite finie a gauche
et/ou a droite. Ceci nous amene a la définition suivante.

Définition 3.3 (i) Soit f : [a,b]— R. La fonction [ est dérivable a droite en a si
L)~ fa)
rz—a™t Tr—a

sur [a, b] lorsque f est dérivable dans |a,b| et a droite en a.

— f(b
(i1) Soit f :la,b] — R. La fonction [ est dérivable a gauche en b si liI})l L[{()
r—b— xr —

existe. Cette limite est notée fi(a). Nous dirons que f est dérivable

existe. Cette limite est notée fi(b).

(11i) Nous dirons que f est dérivable sur |a,b] lorsque f est dérivable dans ]a,b[ et a
gauche en b. Nous dirons que f est dérivable sur [a,b| lorsque f est dérivable dans
la,b[ et a droite en a. Nous dirons que f est dérivable sur |a, b lorsque f est dérivable
dans |a,b[, a droite en a, et a gauche en b.

Exemple. Si f(r) = |z|, alors f3(0) =1 et f;(0) = —1.

Proposition 3.3 Soit f :|a,b|C R — R, zy €la,b]. Alors f est dérivable en zy si
et seulement si f est dérivable a gauche en xo, f est dérivable a droite en xq et

fo(wo) = falwo).

3.1.3 Graphe et tangente

e Soit f une fonction dérivable en xy €la, b[. Dans un repere (O, i j) la tangente au
graphe de f au point (xg, f(zo)) a pour équation
y = f(xo) + f'(20)(x — x9).
Rappelons que I’équation de la sécante passant par les points (g, f(xo)) et (x1, f(z1))
est
flz1) — f(x
Tr1 — X

e Lorsque les dérivées a gauche et a droite ne sont pas égales, on introduit la
notion de demi-tangente. Si f est dérivable a droite (resp. a gauche) en zg, la
courbe représentative de f admet une demi-tangente a droite (ou a gauche) au point
(w0, f(x0)). Les équations de ces droites sont respectivement :

y = f(wo) + falzo)(x —x0) et y= flxo) + fy(wo)(x — o).

e Tangente paralléle & j. Si f est continue en zy, mais n’est pas dérivable en g, et si
lim, ., %ﬁ:gmo) = 00 ou si lim, ., % = —00, alors, dans un repere (O, 1, ),

le graphe de f en xy admet une tangente parallele a j.



28 DERIVATION
3.2 Regles de calcul

Proposition 3.4 Soit I =|a,b[ un intervalle de R, xzo € I, et soient [ et g deux
fonctions de I dans R dérivables en xy. Alors :
(i) Pour tout X € R, la fonction \f est dérivable en xzq et

(Af)/(l'o) = )\f/(wo)-

(i1) La fonction f + g est dérivable en xq et

(f +9)(z0) = f'(20) + ¢'(20).

(111) La fonction fg est dérivable en xq et

(f9) (z0) = f'(20)g(x0) + f(20)g' (20).

(iv) Si de plus, g(xo) # 0, la fonction f/g est dérivable en xq et

([)/ (20) = f'(w0)g(o) — f(xo)g'(w0)

g 9(x0)?

Démonstration. (iv) Posons ¢ = %. Comme g est dérivable en z, elle est continue
en ce point. Par conséquent il existe un intervalle [xg — n, zg + 1] C I sur lequel g ne
s’annule pas. Pour tout x € [xg — 1, 2o + 1|, avec x # xp, nous avons

q(x) — q(zo) _ f(x)/g(x) = f(w0)/g(x0)

Tr — 2o r — X9

_ f(@)g(z0) = f(wo)g()
g(x)g(wo)(z — w0

)
_ f(@)g(@o) = flwo)g(wo) + f(x0)g(w0) — f(0)g(x)
()

9(@)g(0)(z — x0)
B 1 J(z) — f(x0) . . g(wo) — g(x)
—g@)g(%)( D2 TG0 ) 4 ) S0 912) )

Nous obtenons l'identité souhaitée en passant a la limite quand x — xy dans cette
égalité :

f'(0)g(z0) — f(20)g'(20)
9(w0)? ‘
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3.3 Dérivées des fonctions usuelles

Fonction Fonction dérivée Domaine de dérivation
AeER 0 R
2", neN na™ ! R
", nel naz" ! R\ {0}
sin(x) cos(x) R
cos(z) — sin(x) R
tan(x) i =1+tan’(z) | | =3+ km, 2+ kn[k€Z
cos?(x)
e’ e’ R
In(z) i 0, +o0]

3.4 Dérivée d’une fonction composée

Soient I et J deux intervalles ouverts de R. Soient f une fonction de I dans J et
g une fonction de J dans R. La fonction composée de f par g, notée go f, est définie

sur [ par go f(z) = g(f(x)).

Proposition 3.5 Sous les hypothéses énoncées ci-dessus, si f est dérivable en xq € 1
et si g est dérivable en f(xo), alors go f est dérivable en x et

(go ) (wo) = g (f(x0)) f'(w0).

Démonstration. Sachant que f est dérivable en z(y et que g est dérivable en yy =
f (o), nous avons

f(x) = f(zo) + f(z0)(z — x0) + (x — x0)ep(xr — x0) avec limgey =0,
9(y) = 9(wo) +9' (o) (Y — o) + (¥ — vo)eg(y — o)  avec limgey = 0.
En substituant f(x) a y dans le développement de g nous obtenons
9(f (@) = g(f(wo)) + g'(f(0)) (f' (o) (x — z0) + (x — wo)es(z — o))
(' (o) (@ — o) + (& — 02y (= 20)) 2, (F/(0) (@ — 30) + (2 — o)z (x — w0)).

soit encore

9(f () = g(f(0)) + g'(f (x0)) f'(wo) (& — o) + (¥ — zo)e(x — x0),
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avec
e(x — )
= g'(f(zo))es(z — o) + (f'(w0) +ef(a — 20) ) ey (f' (o) (x — z0) + (2 — zo)ef (2 — w0)).
En utilisant limg ey = 0 et limg e, = 0, nous vérifions que limg e = 0.

Autre preuve. Posons yo = f(z0), et soit G la fonction définie sur J par

9) —9(w)
Gly) = —y—yo Y # Yo,
9 (o) sty = o

Comme la fonction g est dérivable en v, la fonction GG est continue en yq. La fonction
f est continue en x, donc la fonction G o f est continue en z( et

lim (G o f)(z) = ¢'(f(0)).

T—X0

Soit x € I, x # xy. De la définition de G, il découle que

(9o f)w) = (g0 f)lxo) = g(f(x)) — g(yo) = G(f(2))(f(x) — f(x0)).

Par conséquent nous avons

(90 1)) = (92 D) _ gy J0) = I (0)
En passant a la limite nous avons
s IR = iy (70t FE T = (100

Exemple 1. Soient I un intervalle ouvert de R et f une fonction définie de I dans
R. Soit A la fonction définie sur I par h(z) = (f(z))". Si f est dérivable en x, alors
h est dérivable en zj et

W (x) = n(f ()"~ f'(20).
En effet, h = go f avec g(y) = y™.

Exemple 2. Soient I un intervalle ouvert de R et f une fonction définie de I dans
R*™*. Si f est dérivable en x¢, alors la fonction h définie sur I par h(z) = In(f(z)) est
dérivable en zq et

(o)

f(@o)

(Inof) (zs) =

Exemple 3. Soit h(z) = exp (‘%2) On pose f(x) = _ng et g(z) = exp(z). On

vérifie que

(99 1)(@) = ¢ (f () f'(2) = —zexp (%) .



4. Théoremes des accroissements finis, formules de
Taylor

4.1 Extrema d’une fonction

Définition 4.1 Soit I un intervalle de R et f une fonction de I dans R. Soit xy € I.
On dit que xq est un minimun local de f dans I s’il existe o > 0 tel que

Vo € [xg—a,zo+a| NI, f(zg) < f(x).

On dit que xq est un maximum local de f dans I s’il existe a > 0 tel que
Vo € [zg—a,zo+a]NI,  f(xg) > f(x).

On dit que xq est un minimun global de f dans I st

Veel, f(xg) < f(z).

On dit que xg est un mazimum global de f dans I si

Veel, f(xg) > f(z).

Un extremum de [ dans I est soit un maximum global soit un minimum global, et un
extremum local de f dans I est soit un maximum local soit un minimum local.

Remarques.

1. Le théoreme de Weierstrass nous donne ’existence des extrema d’une fonction
f continue, sur un intervalle fermé borné.

2. f peut avoir plusieurs extrema locaux.

3. f n’est pas nécessairement dérivable, voire méme continue, au point ou elle
admet un extremum. Par exemple, x +— |z| admet un minimum global en 25 = 0
et n’est pas dérivable en ce point.

Théoreme 4.1 Soit f une fonction de |a,b] dans R. Si xy €|a,b| est un extremum
local de f et si f est dérivable en xg, alors f'(xy) = 0.
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Démonstration. Nous montrons ce résultat dans le cas ou zg est un maximum local
de f (le cas d'un minimum local se traite de maniere identique). Soit a > 0 tel que
[xg — a,z9 + a] C I, et tel que ¢ soit un maximum de f dans [zg — «, z9 + a]. Nous
avons f(x) < f(xzo) pour tout = € [xy — o, k9 + a]. Donc

f(x) — f(20)

<0 pour tout = €|xg, xg + .
Tr — 2o

En passant a la limite nous avons

Flag) = tim L =S@)
x—>w3’ T — ZEO
De méeme
fz) = fxo) >0 pour tout x € [xg — «, o],
r — T
et
F(x0) = lim J(@) = f(zo) > 0.
xH‘ZO? xr — x()
Nous en déduisons que f'(xg) = 0, et le théoreme est démontré. ]

Pour déterminer les extrema locaux et globaux de f dans I, on peut les rechercher
parmi les points ou f’ s’annule, mais aussi aux extrémités de I et aux points ou f
n’est pas dérivable.

N |

I 0 1 -

F1a. 4.1 — Extrema de x +— /z(1 — z) sur [0, 1]. Cette fonction admet un maximum
global en x = .5 sur [0, 1], et admet deux minima globaux dans [0,1] en x = 0 et
r =1
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4.2 Théoreme de Rolle, Théoreme des accroissements finis

4.2.1 Théoréme de Rolle

(Michel Rolle, 1652-1719)

Théoréme 4.2 [de Rolle] Soit f une fonction continue de [a,b] dans R. Si f est
dérivable sur]a,b[ et si f(a) = f(b), alors il existe ¢ €]a,b] tel que f'(c) = 0.
Démonstration. Nous savons que f([a,b]), 'image de [a,b] par f, est un intervalle
[m, M]. De plus, il existe x,, € [a,b] et xps € [a, b] tels que f(x,,) =met f(axy) = M.
Nous allons distinguer le cas ot m = M du cas ou m < M.
Sim = M, f est constante sur [a,b] et f'(z) = 0 pour tout x €|a, b|.
Sim < M, nous avons soit m < f(a) = f(b) < M soit m < f(a) = f(b) < M.
Lorsque m = f(z,,) < f(a) = f(b) < M, x,, est un minimum de f dans [a,b] et
T €]a,bl. Donc f'(z,,) = 0.

Lorsque m < f(a) = f(b) < M = f(xp), xp est un maximum de f dans [a,b] et
xpr €la,bl. Donc f'(xp) = 0. ]

y A

Iy Tangente au graphe de f

Sécante au graphe de f

F1Gc. 4.2 — Tllustration du théoreme de Rolle

4.2.2 Théoreme des accroissements finis
Théoréeme 4.3 (des accroissements finis) Soit f une fonction continue de |a,b] dans
R, dérivable dans |a,b|. Alors il existe (au moins) un point ¢ €)a, b[ tel que

f(0) = f(a) = f(c)(b—a).
Démonstration. La démonstration repose sur le théoréme de Rolle. A partir de la
fonction f, nous définissons une fonction g telle que g(a) = g(b). Posons

o) = 1) - 1O )
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Il est évident que g(a) = g(b), g est continue sur [a,b], et g est dérivable dans ]|a, b].

De plus, ¢'(z) = f'(x) W pour tout = €]a, b[. D’apres le théoreme de Rolle, il

existe ¢ €]a, b tel que

1) = f(a)

0=g(e) = £l -~

Le théoreme est donc démontré. "

4.2.3 Fonctions réciproques des fonctions strictement monotones

Proposition 4.1 Soit f une fonction continue d’un intervalle I C R dans R, dérivable
sur 1.

1. f'(x) > 0 pour tout x € I si et seulement si f est croissante sur I.
2. f'(x) <0 pour tout x € I si et seulement si f est décroissante sur I.
3. f'(x) =0 pour tout x € I si et seulement si f est constante sur I.

4. Si f" >0 a lintérieur de I, alors [ est strictement croissante sur I.
5

. Si ff <0 a lUintérieur de I, alors [ est strictement décroissante sur I.

Démonstration. (i) Supposons que f’'(z) > 0 pour tout x € I. Si 1 et x9 sont deux
points de I tels que x1 < x5, en appliquant le théoreme des accroissements finis sur
I'intervalle [x1, 23], nous avons

f(x2) = f(a1) = f'(c)(za —21) > 0

avec ¢ €|xy, xo[ (I'inégalité découle du fait que f'(c) > 0).
Réciproquement, si f est dérivable sur I et croissante, alors pour tout zy € I et
tout x € I, avec x # xg, nous avons

fz) = (o)

T — 2o

> 0.

(11 suffit d’'utiliser la croissance de f et de distinguer les cas z < x et & > x(.) Donc
par passage a la limite quand x — x¢, nous récupérons f'(zq) > 0.

(ii) La deuxieme équivalence se démontre de maniere analogue.

(iii) Si f" > 0 a lintérieur de 1, alors
f@2) = flan) = fi(e)(w2 —21) > 0

pour tout xy € I et x5 € [ tels que ;1 < x5. Donc f est strictement croissante sur /.
Le dernier énoncé se démontre de maniere analogue. "

Nous pouvons étendre les énoncés 4 et 5 de la proposition précédente au cas ou f
s’annule en un nombre fini de points.
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Proposition 4.2 Soit f une application dérivable sur un intervalle [a,b]. Si f'(z) >
0 pour tout x € [a,b], (respectivement f'(x) < 0 pour tout x € [a,b]) et si f’ s’annule
une seule fois en ¢ €la,b| alors f est strictement croissante (respectivement stricte-
ment décroissante).

Le résultat peut étre étendu au cas d’'une fonction qui s’annule un nombre fini de fois
sur l'intervalle |a, b|.

Démonstration. On traite le premier cas. Supposons que f ne soit pas strictement
croissante. Alors il existe z,y €]a, b,z < y tel que f(z) = f(y). La fonction f étant
croissante, on a f(t) = f(y) pour tout ¢ € [x,y]. Or f est dérivable dans |z,yl.
Donc de la proposition précédente, nous déduisons que f' = 0 dans |z, y[. Mais cela
contredit le fait que f’ ne s’annule qu’une fois. "

Théoréme 4.4 Soit I =|a,b[ et f une fonction réelle définie dans I et dérivable
dans I. St f'(z) > 0 (respectivement f'(x) < 0) pour tout x € I, alors

(i) f admet une limite & droite en a dans R (notée ) et une limite & gauche en b
dans R (notée 3),

(i1) [ est une bijection de I sur J =|a, 5[ (respectivement sur J =|3, «f),

(111) la bijection réciproque de f, notée f~', est dérivable sur J et

() = = L avec y = f(x
SR e R Tr e B A

En particulier, f~% est strictement croissante (respectivement strictement décroissante)
et nous avons

lim f'(y) =a (respectivement lim f~'(y) = b)

y—a y—a
et

lir% fy)=0b (respectwement lim £~ (y) = a).

y— Yy—Q
Démonstration. Traitons le cas ou f/(x) > 0 pour tout z € I, I'autre cas se traite
de maniere analogue. Nous savons que f est strictement croissante sur I, donc la
limite de f a droite en a existe et elle est éventuellement égale a —oo. Notons-la «.
De méme la limite de f a gauche en b existe, notons-la 3. Si a < 1 < x5 < b, nous
avons f(z1) < f(xz), donc f est injective. Montrons que f est surjective de I sur J.
Soit y € J. Etant donné que

lim f(z)=a<y< lim f(z) =0,
z—at z—b~

il existe a; et by tels que a < a1 < by <bet a < flay) <y < f(by) < . D’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €|ay, by tel que f(c) = y. Donc f
est une bijection de I sur J. Il existe donc une fonction réciproque g de J dans [. Il
est facile de montrer que g est continue dans J (nous laissons cette question & titre
d’exercice). Nous avons

9W) —9(w) _  9(y) = 9(w)
Y=o flg()) = f9(wo))’
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pour tout y € J, yo € J, y # yo. En passant a la limite, nous obtenons

- g9y) —g9w) . 1 1
lim ="~ = lim = .
Y—0 Y — Yo y—yo 49@W)—f(g(wo)) f’(g(yo))
9(y)—9(yo)

La fonction g = f~! est donc dérivable sur J et expression de la dérivée est établie.
]

4.2.4 Regle de I’'Hospital

(Guillaume de I’'Hospital 1661-1704, éleve de Johann Bernoulli)

Proposition 4.3 Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I
telles que f(a) = g(a) =0 avec a € I. Si f et g sont dérivables en a et si g'(a) # 0,
alors la limite de f/qg existe en a et

flx) _ f'(a)

g gl)

Démonstration. Etant donné que g(a) = 0 et ¢'(a) # 0, il existe un intervalle
[a—a,a+ o] C I, avec a > 0, sur lequel g ne s’annule qu’au point a (cela découle
du développement g(x) = (¢'(a) + ¢4(x — a))(z — a) avec limge, = 0). Nous avons

(a) g(z)—g(a)

flz)  fla)— fla) HELA
-4

4.3 Dérivées successives

Définition 4.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I C R, dérivable
sur I. Si ' est dérivable en xq € I, sa dérivée est notée f"(xq) et est appelée dérivée
seconde de [ en xy. St f' est dérivable sur I, nous dirons que f est deux fois dérivable
sur 1. Nous utilisons aussi la notation f' = f et f" = f@. Plus généralement, si
f=1) est dérivable (en un point xo ou sur I) nous définissons la dérivée n-ieme de
f par £ = (f-Dy.

Par convention, il est utile, dans certaines formules, de poser f© = f.

Exemples. Les fonctions exp, ch, sh, sin, cos, les fonctions polynomes admettent
des dérivées de tout ordre. Nous dirons qu’elles sont indéfiniment dérivables.
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Proposition 4.4 Soient [ et g deuzx fonctions n fois dérivables en xq. Alors, pour
tout A\, i € R, la fonction \f + pg est n fois dérivable en xq et (Af + pg)™ =

Proposition 4.5 (Formule de Leibniz) Soient f et g deux fonctions m fois dérivables
en xo. Alors f g est m fois dérivable en xqo et

()" @) =3 ( A ) 78 (@o)g ™ ().

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur n. Soit n € N*, 1 <n < m,
et soit (P,) la propriété suivante :

(Pn) (f g) (n)(rﬂo) = i ( Z ) £ (20)g"F) (o).

k=0

1)
La propriété (P;) est vérifiée car (f g) = flg+ fq et Z,lgzo ( }{ ) k) g=k) —

FWgO) 4 £0)4(1),
Supposons que la propriété (P,,) soit vérifiée pour n < m. Nous avons

(1) = ((r0)")

n
k
) PO gnh) | 6) 1)
(k41) (n+1—[k+1]) - n (k) (n+1—k)
) g +) ( A ) ]
k=0
n (k) (n+1—k) - n (k) (n+1—Fk)
k_l)f g +§(k>f g

- n n n+1— n
= SO0 1Y [( o > N < ! >}f<k>g< S | ) )

La propriété (P,1) découle de la formule de Pascal :

()= G)= ()
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4.4 Formules de Taylor-Lagrange et de Taylor-Young

En analyse, la formule de Taylor-Lagrange, du nom du mathématicien Brook
Taylor (1685 — 1731), qui I’établit en 1712, donne une approximation d’une fonction
plusieurs fois dérivable au voisinage d’un point par un polynome dont les coefficients
dépendent uniquement des dérivées de la fonction en ce point.

Théoréme 4.5 (Formule de Taylor-Lagrange)
Soient I un intervalle ouvert, f une fonction n fois dérivable dans I, avec n € N*.
Alors, pour tout xg € I et zg+ h € I, il existe 6 €]0, 1] tel que

2
Flooth) = o)+ hf (o) + 5 O wo)
hn—l

SR P 3

hn
F Y (20) + = (o + 0h).

Démonstration. Posons zy+ h = z, et considérons la fonction F' définie dans [ par

(x —1t)
1!

(x —t) !

f(l)(t) = —f(n—l)(t)'

F(t) = f(z) = f(t) - (n—1)!

Par un calcul facile nous obtenons
F ’(t) = —

Définissons G sur I par

G(t) = F(t) — ( vt )nF(xo).

Tr — T

Nous avons G(xy) = G(z). Par application du théoréme de Rolle, il existe ¢ entre x
et ¢ tel que

0=G'(¢c)=F'(¢c)+n ((m —o"

(x — xo)™

) Fl(zo).

Par conséquent, nous obtenons

1 (z—x0)" , 1 (x—mx)" (x—c)" ! (x — xo)"
I —_ - " p _ (n) _ "0/ p(n)
(7o) n(z—c)n1 (c) n(z—ct (n—1)! fe) n! f(e),
qui donne la formule attendue. [

Corollaire 4.1 Si P est une fonction polynéme de degré d € N, définie par P(x) =
ap + a1x + - - agx? (aqg #0), alors P+ =0, et

d :Ck
P(z)=> Hpr)(O).

P& (0)

En particulier avons a, = —;
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4.4.1 Exemples et remarques.

1 —Si xg =0, la formule de Taylor-Lagrange s’écrit

21
(n—1)!
avec ¢ dans l'intervalle |0, [ ou |z, 0] selon que x est positif ou négatif. En particulier
pour f(z) = exp(x), nous avons

F@) = F(0)+ 5 F00) 4 L 7O 4+ o f () 4 L0,

2 n—1 n

exp(r) = 1+%+%+...+m+mexp(§) avec § entre 0 et z.
2 - Si f(z) = sin(zx), pour 2o = 0 et n = 5, nous avons
2 3 4 5
sin(z) = sin(0) + %sin(l)(O) + % sin®(0) + % sin® (0) + % sin® (0) + % sin® (€)
ot ! ! ! !
= r- & + mcos(é) avec £ entre 0 et .

3 —Si f(z) = cos(z), pour g = 0 et n = 5, nous avons
2

AP ¢} L @ 2 ®) W )
cos(z) = cos(0)+ T (0) + oy €08 (0) + 37 ©08 (0) + 21 €08 (0) + 1 08 (€)
, 1 ) ! ! ! !
= 1- % + ;—4 — fﬂsin(f) avec £ entre 0 et x.

On en déduit ’encadrement suivant

e e A e

TN <1 T
5 To1 o S ST Aot

4.4.2 La formule de Taylor-Young

Corollaire 4.2 (Formule de Taylor-Young ) Soit I un intervalle ouvert contenant
zo, et soit f une fonction n fois dérivable dans I telle que f™ soit continue en g
(cette hypothése est vérifice si f"TV (x0) existe). Alors il existe une fonction €, définie
au voisinage de 0, telle que

_ by P e " ey n - _
f($0+h) = f(fEQ)‘Fif (230)4‘5]0 ($0)+' : +mf (ZBO>—|—h E(h) avec h_)I%g(h) =0.

Démonstration. Appliquons la formule de Taylor-Lagrange a f a 'ordre n, nous

avons
xo+h—x
(ZL‘O =+ h — Jfo)nil
(n—1)!
avec 6, €]0, 1] (nous utilisons la notation ), pour bien indiquer que 6, dépend de h).
Posons e(h) = % (f(”) (zo + Oph) — f) (aco)). Nous avons limy_o(z¢ + 0,h) = ¢ et
hmh_@ 8(]1

(ZEO —|— h — 370)2
2!

hn
FO () + — (o + Ouh),

f(zo) + F@ (o) + -+

=0 car f(™ est continue en xy. Le corollaire est donc démontré. "
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5. Développements limités

5.1 Définition d’un développement limité

Définition 5.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I =]a,b[ contenant 0.
Nous dirons qu’un polynome P de degré inférieur ou égal a n est un développement
limité d’ordre n € N en 0 (en abrégé “d.l. d’ordre n en 0°) de la fonction f si

o 10) = P(2)

z—0 "

= 0.

De maniere équivalente, un polynome P de degré inférieur ou €gal a n est un d.l.
d’ordren € N en 0 de f s’il existe une fonction € définie sur I telle que limy,_ge(h) =
0 et

f(z) = P(z) + a"¢(x).

Le polynome P est parfois appelé la partie réguliere du développement limité et le
terme e(z)z" est le terme complémentaire du d.l.. C’est le terme complémentaire qui
donne 'ordre du développement limité.

Exemple. Soit f la fonction cosinus sur R. Nous pouvons vérifier que

2 2
cos(z) = 1—%—1—:5251(37) et cos(z) = 1—%+x352(x), avec li(r)n g1 = lign g9 = 0.

Dans le premier développement P(x) =1 — %2 est un développement d’ordre 2, alors
que dans le second P est un développement d’ordre 3. Remarquons qu’il n’y a aucune
contradiction car €1(z) = xes(x). Le terme complémentaire d’un d.l. n’est donc pas
nécessairement unique. Dans la pratique, il est intéressant de rechercher l'ordre le

plus élévé possible.

Proposition 5.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant
etn € N. Alors f a au plus un d.l. d’ordre n en 0.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux polynomes P et () de degré au plus n

tel que
lim M =0 et lim
x—0 xn z—0 xn

De maniere équivalente, nous avons

f(x) = P(x) + 2" (z) = Q(x) + 2"ez(x) avec li(gn €1 = lign go = 0.
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On a donc
lim
z—0 "
Si P — @ n’est pas nul, P — @ est un polynome de degré r < n, et P(z) — Q(x) =
co+cax+...+ ¢ Soit i =min{0 < j <r|¢; #0}. Nous avons

P(x) — Q(x) i

x—n — (Ci + Cit1T + e + CTZL'T Z)xn—i'
Sit = n, alors i = n = r et liquow = ¢ # 0, et si i < n, alors
lim,, ’ P(I)C;Q(I) = +400. Nous avons donc une contradiction et la preuve est complete.
[

Définition 5.2 Si P est un polynome de degré n € N* et si k € {0,1,...,n}, avec
P(z) = > yax’, la troncature de P au degré k est le polynome Ty(P) défini par

Ti(P)(z) = Sh_asa’.

Proposition 5.2 Si P est le d.l. d’ordre n € N* en zéro d’une fonction f, alors, pour
0 <k < n, le polynome Ty(P) (la troncature de P au degré k) est le développement
limité d’ordre k en zéro de f.

Définition 5.3 Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I C R, et soit
xg € I. Un polynome P est un développement limité d’ordre n en xo (en abrégé un
d.l. d’ordre n en xq) de f s’il existe une fonction ¢ telle que

f(lz) = P(x — x0) + (x — z9)"e(z) avec lim e(x) =0.

T—x0

Remarque. Pour calculer un d.l. d’ordre n en xq d’une fonction f il suffit de
calculer le d.l. d’ordre n en 0 de la fonction h — f(h + ).
La proposition suivante suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’une fonction admette un d.l. d’ordre 0 en 0 et un d.l. d’ordre 1 en 0.

Proposition 5.3 (i) Pour qu’une fonction f admette un d.l. d’ordre 0 en 0 il faut
et il suffit que f soit continue en 0. On a alors

f(z) = f(0)+¢e(x) avec li(I)ns = 0.

(ii) Pour qu’une fonction f admette un d.l. d’ordre 1 en 0 il faut et il suffit que f
soit dérivable en 0. On a alors

f(x) = f(0)+xf'(0) + ze(x) avec lime = 0.
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Démonstration. (i) f est continue en zéro si et seulement si hH(l) fz) — f(0) =
T—

. [f(x) = f(0)
i £

de f.

=0, ce qui est équivalent au fait que f(0) est un d.l. d’ordre 0 en 0

(i) Si f est dérivable alors glﬁlir(l) w = f'(0). Donc, ilg(l] fz) = f((;) —2/'(0)

0, et P(x) = f(0)+ 2 f'(0) est un d.1. d’ordre 1 en 0 de f.
Si P(xz) = ap + a1z est un d.l. de f d’ordre 1 en 0, alors il existe une fonction e
qui tend vers 0 en 0 telle que f(z) = ag + a1z + ze(x). Donc f dérivable en zéro et

f(0) = ai. .
Remarque. Une fonction peut admettre un d.l. d’'ordre n > 2 en 0 sans que f soit
n fois dérivable. Par exemple, la fonction f : R — R définie par

f(z) = 2?sin(Z) sia #0,
1 0 siz=0,

admet un d.l. d’ordre 2 en 0 car x sin(x%) tend vers 0 lorsque z tend vers 0. La fonction

f est donc continue et dérivable en zéro, mais f’ n’est pas continue en zéro donc n’est

pas dérivable en zéro :

1 223 1 1 2 1
/ _ 2 o 2 .
f (CU) = 327 sin (ﬁ) - ?COS (;) = 3z“ sin (P) — ECOS (P) .

Par contre si une fonction f est n fois dérivable dans un intervalle ouvert contenant
0 et si £ est continue en 0, du Théoreme de Taylor-Young, nous déduisons que

Yo f(]:!(o) est un d.l. d’ordre n en 0.

5.2 Développements limités usuels

Rappelons que la formule de Taylor-Young permet de déterminer le développement
limité d’une fonction :

Si f est une fonction n fois dérivable dans un intervalle ouvert I C R contenant
To et St f(”) est continue en xq alors

n

flzo+h) = flzo)+ %f(l)(%) + Z—Tf@)(aso) +oot %f<“><xo> + h"e(h)

ot € est une fonction définie sur un voisinage de 0 et telle que limy,_qe(h) = 0.

Nous allons maintenant donner les développements limités des fonctions usuelles en
0.

5.2.1 Fonction exponentielle

La fonction exp est indéfiniment dérivable dans R, et, pour tout entier n, exp™ =
exp. Nous avons donc
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2 n
exp(x) = 1+$+%+---%+x"5($) avec li(l)rnszo.

5.2.2 Sinus et cosinus

Les fonctions ’sinus’ et ’cosinus’ sont indéfiniment dérivables dans R, sin™ (z) =
sin (x + %”) et cos™(z) = cos (x + %’r) pour tout entier n. Nous avons donc

2 gt 220 -
cos(x) = 1— o + o +-F (—1)"(2n)! + 2" e(x)  avec licr)ns =0,

] B SCS 375 ( 1)n xZn—i—l oo ( l B 0
sin(z) = x— i + = +o 4 (= 2n 1) + 2" e(x)  avec ime =0.

Remarque. La fonction ’cosinus’ est paire. Nous remarquons que les d.1. de cette
fonction ne contient que des monomes d’exposant pair. De méme, la fonction ’sinus’
est impaire et ses d.l. ne contiennent que des monomes d’exposant impair.

Proposition 5.4 (i) Si f est une fonction paire définie dans un intervalle ouvert I
contenant 0, dérivable jusqu’a lordre n dans I, alors f*(0) =0 si 2k +1 < n, et

2k

f(x) = f(O) + %?f@)(o) 44 %f(2k)(0) + J}2k+1€(x)

avec li(r]n»s:O et 2k +1 <n.

(i1) Si f est une fonction impaire définie dans un intervalle ouvert I contenant 0,
dérivable jusqu’a l'ordre n dans I, alors f@®¥(0) =0 si 2k < n, et

2k—1

—(2”; 0 FEE=D () 4 22k ()

avec li(r)ns =0 et 2k <n.

f(z) = %f“)(o) + §f<3>(0) 4.+

Démonstration. Si f est paire, il suffit d’écrire que les dérivées de f et g, avec
g(z) = f(—z), sont égales en zéro, pour obtenir les relations souhaitées. Si f est
impaire, nous utiliserons 'égalité des dérivées de f et g, avec g(z) = —f(—x). ]

5.2.3 Fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique

Les fonctions ch et sh sont indéfiniment dérivables dans R, ch est paire, sh est
impaire, ch® = ch et sh®**Y = ¢h. Nous avons
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2 2n
ch(z) = 1+ o +-- 4 % + ¥ e(x)  avec ligne =0,
! n!
23 L2201 -
— JR— “ e —_— n ] =
sh(z) = z+ 30 +- n 1] + 2" 2e(x)  avec 11(1)115 0.

5.2.4 La fonction (1 + x)*

La fonction z — (1 + x)%, ou @ € R, est indéfiniment dérivable dans | — 1, +o0],
et pour tout entier n € N* nous avons

(1+2))"™ =a(@=1) - (a —n+1)(1+2)*"

Nous en déduisons

ar  ala—1)z? ala—1)---(a—n-+1)z"
(14 2)* =1+—+(—)+-~-+ ( ) ) + z"e(x),
1! 2! n!
avec 115115:0.
Pour o = —1, nous obtenons

1
= l—z+2*+- +(=1)"2" +2"(x) avec lime =0,
1+x 0
1 2 n n :
: = l4+ax+a2°+- - +a"+2a"(x) avecz €| —o00,1], hgngzO.
—x

Pour oo = 1/2, nous avons

2

1-3---(2n— 3
\/1+I=1+g—2xx4+---+(—1)”_1 : (n )x”+x“5(x), h(I)IlE:O.

Remarque. Nous avons

]_ xn+1 1 I’n+1
=l4+z+--+2"+ et =l4+z+--+2"+ ;
1l—x 1—x 1—x 11—z
pour tout x # 1. Cette expression nous donne directement les d.l. en 0 de la fonction
z — . Il suffit de poser e(x) = 1.
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5.2.5 La fonction logarithme Népérien

La fonction  — In(1+4x) est indéfiniment dérivable dans | —1, +o0[, et la fonction
z +— In(1—2) est indéfiniment dérivable dans |—oo, 1[. Nous avons les d.1. en 0 suivants

2 n
In(l+z) = z— % +- (—1)”’1x— + a"e(x), avec lime =0,
n
x? x" n .
In(l—z) = —a:—;—---———l—$ e(z), avec hgnezo.

5.2.6 Exemples de d.l. au voisinage de a # 0
(i) A Paide de
sin(a + x) = sin(a) cos(x) + cos(a) sin(z),

on obtient

2 4 2n
sin(a 4+ x) = sin(a) (1—%—1—%—#---—1—(—1)” ‘ )

I R L2t -

+ cos(a) (m T + B +- 4+ (—1)”m) + 2*"He(x), avec li(r)ns = 0.

(ii) Avec
(a+2x)* =a” (1 + E) lorsque a # 0,
a
HOUS avons
o ar  ala—1)2? ala—=1)---(a—n+1)z" "

(a+ ) _(1+ﬁE+T?+W+ o s +a"e(x),

avec 11(1]115 = 0.

5.2.7 Développement limité au voisinage de I’infini

Si f est une fonction définie sur Ja, 00|, il est parfois possible d’écrire

f(x)=P (i) + ﬁs(x) avec lime =0,

“+oo

et P est un polynome de degré n. Un tel développement est appelé développement
limité de f au voisinage de +00. Un exemple est donné en section 5.4. Mais, suivant
les fonctions considérées, il existe d’autres développements possibles, par exemple
en fonction de 1/z%, a > 0, a la place de 1/z. C’est la raison pour laquelle nous
n’aborderons pas cette notion de fagon générale.
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5.3 Opérations sur les développements limités

Dans ce paragraphe, f et g sont deux fonctions admettant chacune un d.l. d’ordre
nen0:
f(x) = P(x)+z"es(z), g(z)=Q(z)+ a"ey(z), avec h(I]nEf =0, li(r)n g, =0,
P(z) = ap+ax+---+az", et Qx)=by+byz+---+bx".

5.3.1 Développement limité d’une combinaison linéaire de f et g

Proposition 5.5 Pour tout « € R et § € R, aP + Q) est le d.l. d’ordre n en 0 de
af + fBg.

5.3.2 Développement limité du produit de f et g

Proposition 5.6 Le polynome T, (P x Q) (la troncature du polynéme P x Q) au degré
n) est est le d.l. d’ordre n en 0 de f X g.

Exemples.
1 — Déterminons le développement limité d’ordre 2 en 0 de la fonction cos(z)/(1 —x).
Nous avons

2

cos(z) = 1—%+$281(x) et

= I+a+a?+a’ey(n), avec li(r)n £ = li(I)n gy = 0.

Nous obtenons

2
cos(z) — 14+ r + 1’2{5({[) avec lime = 0.
1—= 2 0

2 — Déterminons le développement limité d’ordre 4 en 0 de la fonction cos(z) sin(z).
En utilisant les d.1. des fonctions sinus et cosinus, nous obtenons
213

cos(x) sin(z) = x — 5 + zte(z) avec liéng = 0.

5.3.3 Développement limité de la composée de f et g

La composition des développements limités est délicate.

Proposition 5.7 Nous supposons que f est une fonction d’un intervalle ouvert I
contenant 0, et que f est a valeurs dans un intervalle ouvert J contenant 0. Nous
supposons que la fonction g est définie sur lintervalle J. (Comme précédemment
nous supposons que P est le d.l. d’ordre n en O de [ et que Q) est le d.l. d’ordre n en
0 de g.) St f(0) =0 alors le polynéme T,(Q o P) (la troncature du polynome @ o P
au degré n) est le d.l. d’ordre n en 0 de fog.
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Exemples.

1 — Déterminons le développement limité d’ordre 2 en 0 de la fonction exp(sin(z)).

Nous avons f(z) = sin(x), g(x) = exp(x), et f(0) = 0. Avec les notations de la
e 2 2

proposition, P(z) =z, Q(z) = 1+2+ 5, Qo P(r) = Q(v) = 1+ 2+ 5 = T(Qo P).

2 — Déterminons le développement limité d’ordre 4 en 0 de la fonction cos(sin(z)).
. . 23 z2 z?
lci f(x) = sin(x), g(x) = cos(a), £(0) =0, P(z) = — =, Q(a) = 1 — 2 + =,

5.3.4 Développement limité du quotient de f par g

Le d.1. de f/g, s'il existe, est défini via le quotient de la division d’'un polynome
par un autre suivant les puissances croissantes. Cette notion est introduite a la section
suivante.

Proposition 5.8 Si g(0) # 0, le quotient, de la division suivant les puissances crois-
santes d’ordre n, de P par @ est le d.l. d’ordre n en 0 de f/g.

5.3.5 Division d’un polynéme par un autre suivant les puissances
croissantes

Proposition 5.9 Soient A et B deux polynomes, et soit n un entier naturel. Si
B(0) # 0 alors il existe un couple unique (Qn, R,) de deuz polynomes tel que

(i) Q, est de degré inférieur ou égal a n,

(ii) A(z) = B(z) Q,(z) + 2" R, (x).

Le polynome Q,, est appelé quotient de la division, suivant les puissances croissantes
d’ordre n, de A par B.

L’algorithme de calcul du quotient de la division, suivant les puissances croissantes
d’ordre n, de A par B est illustré ci-dessous sur un exemple. Posons A(z) = 2—x+ a3,
B(z) =14 x + 2? et n = 3. Nous avons

A(z) = B(z)(2 — 3z + 2% + 32°) + 2°(—4z — 32°).
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Le moyen de calculer Q3(z) = 2 — 3z + 2 + 32® est décrit dans le tableau suivant.

1+o+2°
2 — 3z + 22+ 32°

2 —z +a3 \
21 +z  +2?) ‘
—3r —222 +a3 ‘
|

|

|

|

|

(1 +x  +2?)

x? +4a3
—2*(1 4z +a?)
R —a?
—32%(1 +x  +a?)

—4x* =325 ‘

5.4 Exemples d’utilisation des développements limités

Les développements limités sont utilisés dans le calcul de limites, dans la construc-
tion de la courbe représentative d’une fonction, notamment pour préciser la position
relative de la courbe et d’une asymptote.
sin(x — sin(x))

Calcul de limite. Calculons (si elle existe) la limite en zéro de . La
( ) Vi+ad—1
limite se présente sous forme indéterminée. Nous avons
x? 23
sin(zx—sin(z)) = E+x381(:€), li(r)n e1=0, et V14+ad-1= ?+x3€2($), li(l)rnag = 0.

Nous en déduisons

lim sin(x — sin(z)) i € + 2321 () _

1
x—0 ‘/1+$3_1 I~>O§+x3€2<x> g

Position d’une courbe par rapport a son asymptote. Pour cela, on peut faire
un développement limité au voisinage de +o00. On introduit une variable auxiliaire
U= % Lorsque x tend vers +o00, u tend vers 0.

Considérons par exemple la fonction f(x) = zexp(
+00. Posons u = i Alors Q‘;—ng = 2u + u?, et

2z+1
x2

). Nous avons lim,, f =

1
exp(2u—+u®) = 1+(2u+u2)+§(4u2)+u25(u) = 1+2u+3u’+u’s(u) avec ligns = 0.

De sorte que f(z) = z(1 + 22 + 3% + He(1)) = . + 2+ 32 + 1¢(2). La droite
d’équation = — x + 2 est donc asymptote a la courbe représentative de f. De plus,
f(@) = (x+2) =32 + Le(L). Comme € tend vers 0 en 0 on sait que pour des réels x
assez grand, £(1) > —1. Par conséquent, au voisinage de 400, f(z) — (2 +2) > 0 et
la courbe représentative de f est au dessus de son asymptote.
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25

207

157

107

Y

Fi1G. 5.1 — Courbe représentative de f et son asymptote en +o00.



6. Fonctions convexes

6.1 Fonctions convexes

Définition 6.1 Soit I un intervalle de R et soit f une fonction de I dans R. La
fonction f est conveze sur I lorsque pour tout xz, y € I, X € [0, 1], l'inégalité suivante
est vérifiée

FOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= N f(y).

Interprétation géométrique. Soient = et y deux réels de 'intervalle I. Le segment
reliant les points X = (z, f(x)) et Y = (y, f(y)) est appelé ‘corde’ [ X, Y]. La fonction
f est convexe sur [ lorsque pour tout x € I et tout y € I avec x < y, la corde reliant
les points X = (z, f(x)) et Y = (y, f(y)) est au dessus du graphe

{€renleeln}.

Exemples. Les fonctions |z|, 22, e® sont convexes sur R.
Définition 6.2 Une fonction est dite concave lorsque — f est convexe.

De la définition il découle qu'une fonction f est concave sur I lorsque pour tout
x,y € I, X € ]0,1], I'inégalité suivante est vérifiée

FOz+ (1 =XNy) > M(z)+ (1 =N f(y).

Remarquons que f est concave si et seulement si toute corde joignant deux points de
la courbe représentative de f est au dessous de celle-ci.

Exemple. La fonction "logarithme Népérien’ (In(-)) est concave sur |0, co[. Ce résultat
découle du théoreme 6.1. L'inégalité de concavité pour le logarithme est donc

In(Az + (1 — N)y) > Xn(x) + (1 — N In(y) pour tout x € R™, y € R™, X\ €[0,1].
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Corde reliant les deux points

@) f 3 (2 £(2))

y

x z=Xr+ (1— Ny y

Fi1G. 6.1 — Interprétation de la convexité

6.2 Caractérisations des fonctions convexes

Proposition 6.1 Si f est et dérivable sur un intervalle I, alors les deux énoncés
suivants sont équivalents :

(i) f est convexe sur I,
(i1) Pour tout x € I et touty € I, on a

fly) = fz) = fi(2)(y — =)
Démonstration. Montrons que (i) = (i7). Par hypothese nous avons

fl@+ My —=) < flz) + A(f(y) — f(z)) pour tout A € [0,1],

d’ou
flx 4+ Ay ;\x)) — f(z) < f(y) — f(x) pour tout A €]0, 1].

En passant a la limite quand A — 0%, nous obtenons f'(z)(y — x) < f(y) — f(x).

Montrons que (i7) = (¢). En appliquant deux fois le point (ii), nous obtenons
fl@) = flx+ My =) = Af'(z + My —2))(y — 2),
fly) 2 fle+ My —2)) + (1 =N f'(z+ Ay —2))(y — ).

En multipliant la premiere inégalité par (1 — \) et la seconde par A, apres addition
membre a membre, il vient

1=XNf(x)+Af(y) > flz+ My —2) = fAy+ (1 —N)x) pour tout A € [0,1].
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Corollaire 6.1 St f est définie et dérivable sur un intervalle I, alors les deux
énoncés suivants sont équivalents :

(i) f est conveze sur I,

(ii) f' est croissante sur I.

Démonstration. Supposons que f soit convexe sur I. En appliquant deux fois le
point (ii) de la proposition précédente nous obtenons

)= f@) 2 f'@)ly—x) et flz)=fly) = ['(W)(z—y)

Par addition membre & membre, nous avons 0 > (f'(x) — f'(y))(y — x) pour tout
x € I et tout y € I, ce qui est équivalent au fait que f’ est croissante.

Supposons maintenant que (ii) soit vérifié. Pour tout x € I et tout y € I, avec le
théoreme des accroissements finis, nous avons

fy) = flz) = fx+0(y —x))(y —x) avecd €]0,1[.

Supposons que z < y (le cas y < x se traite de maniere identique). Comme [’ est
croissante, nous avons f'(x + 0(y — x)) > f'(z) et f(y) — f(z) > f'(x)(y — x). Le
point (i) est établi (il suffit d’appliquer la proposition précédente). ]

Théoréme 6.1 (Caractérisation des fonctions convezes deux fois dérivables) Si f
est définie et deux fois dérivable sur un intervalle I, alors les deux énoncés suivants
sont équivalents :

(i) f est convexe sur I,

(ii) f" >0 sur 1.

Démonstration. Ce résultat découle du corollaire précédent et du fait que si f est
deux fois dérivable sur I, alors "f est croissante sur I’ est équivalent a f” > 0 sur .
| |

Une application de la convexité. La fonction logarithme étant concave, nous
avons

uP 9

In (— + —) > In(u) + In(v) = In(uv) pour tout u €]0, co[, v €]0, 0o,
p q

et ot p €|1,+00[ et ¢ €]1, 4+00] sont tels que ]lj + % = 1. La fonction logarithme étant

strictement croissante nous en déduisons

uf vl
uwv < — + — pour tout u € [0,00[, v € [0, 00].
p q

Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Young.
Nous allons utiliser I'inégalité de Young pour démontrer l'inégalité de Holder

n n 1/]7 n 1/q
zmms(zwkw) (Z\um) |
k=1 k=1 k=1
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avec p €]1,4o00[, ¢ €]1,+00] et % + % = 1. Ici (ug,...,u,) € R" et (vy,...,v,) € R™
Pour démontrer I'inégalité de Holder, on pose
U / UV,
|U;€ - 1 et |Uk| = 1/a"
(i ) (i fosl)
Partant de I'inégalité de Young, nous avons
! |p /|q
Juj, v | < | + ol pour tout 1 <k < n.
En sommant les différentes inégalités de k = 1 a k = n, nous obtenons
1 1 - i R A
1 ST 3=yl
(> ket luxl?) " (> ket [0kl /i k=1 — P —

L’inégalité de Holder s’en déduit immédiatement.
Pour ¢ = p = 2, I'inégalité de Holder est un cas particulier de

I'inégalité de

Cauchy-Schwarz. L’inégalité de Holder se généralise a des sommes infinies (encore
appelées séries), et aux intégrales. Si f et g sont des fonctions continues sur 'intervalle

[a, b], nous avons

/ g0t < (/ b sor) " (/ b s(o) "



7. Courbes planes paramétrées

7.1 Fonctions de R dans R?

Dans ce chapitre, nous appellons fonction vectorielle toute application d’un inter-
valle I C R dans R? :

[ t= (1), L)),

ou fi et fy sont des fonctions définies sur I a valeurs dans R. Les fonctions f; et fy
sont appelées les fonctions coordonnées de f (ou aussi fonctions composantes de f).
Exemple. Posons f(t) = (cos(t),sin(t)), pour ¢ € [0,27]. L’ensemble des images de
[0, 27[ est un ensemble de points de R?, c’est le cercle de centre (0,0) et de rayon 1.
Si f est définie sur R, le cercle est parcouru une infinité de fois.

Définition 7.1 (Limite, continuité, dérivabilité) Soit f = (f1, f2) une fonction vec-
torielle définie sur un intervalle I C R.

Nous dirons que ({1,0s) est la limite de f quand t tend vers ty € I lorsque {1 est la
limite de fi en ty et Uy la limite de fy en tg.

Nous dirons que f est continue en ty € I lorsque f1 et fo sont continues en tg.

Nous dirons que f est dérivable en tg € I lorsque fi et fo sont dérivables en ty. La
dérivée de f en ty est Iélémént (fi(to), f5(to)) € R%, que nous noterons f(ty).

Nous pouvons facilement montrer la proposition suivante.

Proposition 7.1 Soit f = (f1, f2) une fonction vectorielle définie sur un intervalle
de I C R contenant ty. Alors, f est dérivable en ty si et seulement s’il existe un
élément £ = ({1, ly) € R? et une fonction vectorielle & définie sur I telle que

ft) = flto) + (t —to)l+ (t —to)e(t) et lime(t) = (0,0).

t—to

Dans ce cas € = f'(to).

Les dérivées successives de f se définissent comme dans le cas scalaire a ’aide des
fonctions composantes. La dérivée n-ieme de f = (fi, f2) en tg, si elle existe est le
vecteur ( fl(n)(to), f2") (to)). Nous avons donc une formule de Taylor-Young vectorielle
et I'existence de développements limités pour les fonctions composantes, que I'on peut
réécrire sous forme vectorielle.
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Théoréme 7.1 (Formule de Taylor-Young ) Soit I un intervalle ouvert contenant
to, et soit f une fonction vectorielle n fois dérivable dans I telle que f™ soit continue
en xo. Alors il existe une fonction vectorielle €, définie au voisinage de 0, telle que

n

2
avec lime(h) = (0,0).

h—0

Exemple. Posons f(t) = (cos(t),sin(t)), pour t € R. Nous avons le d.l. en 0 a 'ordre
2:

2

F(#) = (1,0) + #0,1) = 5(1,0) + R(ea(t),e5(1)  avec e = (eg,5) et lime = (0,0).

Définition 7.2 Soit f une fonction vectorielle définie sur I, ou I est un intervalle
de R ou une union finie d’intervalles ouverts. Le couple (I, f) est appelé courbe
paramétrée ou encore arc paramétré . L’ensemble f(I) C R? est appelé support de
Uare paramétré (1, f).

7.2 Tangente a une courbe paramétrée

7.2.1 Tangente en un point non stationnaire

Définition 7.3 Soit (I, f) une courbe paramétrée telle que f soit dérivable sur I.
Un point f(t), t € I, est appelé point stationnaire de la courbe (I, f) si f'(t) = (0,0).
Si f'(t) # (0,0), le point f(t) est dit non stationnaire ou régulier.

Soit (1, f) une courbe paramétrée telle que f = (f1, f2) soit continue sur /. Soient
t €I ett+h el deux points tels que f(t) # f(t+ h). La droite (D) de R? passant
par les points f(t) et f(t + h) a pour équation

(o= ) (alt+ 1) — oB) — (5 — HO)(E+ 1) — fu(t) =0
Supposons que f soit dérivable en ¢ et que f'(¢) # (0,0). Nous avons
ft+h)=f(t)+ f'(t)h + he(h) avec lime = (0,0).
En passant a la limite dans 1'équation de (D) reéerite sous la forme

(x—fl(t))f2(t+hf)b_f2(t) _ (y—fg(t))fl(t+h2_fl(t) o,

nous obtenons ’équation de la tangente a la courbe (I, f) au point f(t) :

(= fi(t) fa(t) = (y = fa(1)) 1(2) = 0.
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7.2.2 Tangente en un point stationnaire

Soit (I, f) une courbe paramétrée telle que f = (fi, f2) soit dérivable sur /. Soient
t € I et t+ h € I deux points tels que f(t) # f(t + h). Nous allons rechercher la
position limite, quand h — 0, de la droite (D)) d’équation

(z = fi(®)(fa(t + h) = fo(t)) — (y = fo(t))(f1(t + h) = fu(t)) = 0,

lorsque f'(t) = (0,0). Supposons que f soit k fois dérivable dans I, avec k > 1, et
qu'il existe 1 < 7 < k tel que f)(¢) # (0,0), et notons p le plus petit entier pour
lequel f®)(t) # (0,0). Le développement de f donne

p

ft+h)=f(t)+ f(p)(t)% + hPe(h) avec li(r)ne =(0,0).

En passant a la limite dans 1’équation de (D) reécrite sous la forme

folt+h) — fo(t)
hp

filt +h) = f1(?)
P

pt(x = f(t)) =ty — fa(t)) =0,

nous obtenons ’équation de la tangente a la courbe (I, f) au point f(¢) :

(= L)V (1) = (y = LD (1) = 0.
Exemple. Si f est définie sur R par f(t) = (¢,¢%). En ¢ = 0 nous avons
f(0) =(0,0), [f(0)=(0,0) et f7(0)=(2,0).

La tangente a la courbe (R, f) au point (0,0) est donc la courbe d’équation y = 0.

7.3 Position du support par rapport a sa tangente en un
point

Soit (I, f) un arc de classe C* (i.e. f est dérivable jusqu’a I'ordre k dans I et f*)
est continue sur 7). Soit ty € I, et supposons qu'il existe un plus petit entier p € [1, k]
et tel que f®)(ty) # (0,0). Dans ce cas, pour ¢ < k, nous avons

q—1

h? h* h4
flto+h) = flto) + —fP(to) + Y 5 fP(to) + SV (te) +he(h)
p! Pt k! q!
avec li(l)rne = (0,0).
Supposons que, pour k € {p+1,--- ¢ — 1}, les vecteurs f*)(¢,) soient colinéaires

au vecteur directeur f®)(¢;) de la tangente & la courbe (I, f) en f(ty) et que le
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vecteur f@(t,) ne soit pas colinéaire & f®(t,). Dans ce cas, il existe des scalaires
i1y 5 Mgt tels que f®)(t) = A\ fP)(tg). Ainsi

f(to+h)
= f(to) + f Z >\k_ P(ty) + f @(to) + hie(h)
k=p+1 |
_ W ) hp! Wept herpt

h?

+Jf@ (to) + hie(h) avec li(r)ns = (0,0).

Posons M (ty) = f(ty) et introduisons le repere (M (ty), f®)(to), f@(ty)). Notons
(X (to + h),Y (to + h)) les coordonnées de f(to + h) dans ce nouveau repere. Nous
avons

P hp! h2p! ha=1=Pp!
14 Ayt — o 4 Mg e Ay
o (0 Pl T A )

Y (ty+ h) = Zq (1 +q'52(h)>

X(to+h) = + p!hq’pgl(h)>

ou £; et gy tendent vers 0 lorsque h tend vers 0. Ainsi, pour |h| suffisamment petit,
les coordonnées de f(to+ h) dans ce repere sont du signe respectivement du h? et h9
puisque les autres termes deviennent négligeables lorsque h est proche de 0.

Pour placer le point M (ty + h) dans le repere (M (o), fP)(to), f9(to)), quatre cas
sont a distinguer en fonction de la parité de p et de q.
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f®)(ty) : vecteur tangent

Y

@)

F1G. 7.1 — Le point M(ty + h) est a placer dans un des 4 quadrangles

Point d’inflexion.

Si p et ¢ sont impairs alors h? et h? sont de méme signe que h.

Lorsque h est
Lorsque h est

Z

négatif, le point M (to + h) est dans le quadrangle ”(—, —)
positif, le point M (to + h) est dans le quadrangle "(+, +)".

99

La tangente traverse donc le support de I’arc. On dit que le point M (ty) est un
point d’inflexion.

Point ordinaire.

Lorsque h est
Lorsque h est

Si p est impair et ¢ est pair alors h? est du signe de h et h?
est toujours positif.

négatif, le point Mty + h) est dans le quadrangle ”(—, +)".

"

positif, le point M (tg + h) est dans le quadrangle "(+, +)
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Le support reste toujours au dessus de sa tangente. On dit que le point M (ty)
est un point ordinaire.

Point de rebroussement de premiere espéce. Si p est pair et ¢ est impair

alors hP est toujours positif et h? est du signe de h.

Lorsque h est négatif, le point M (to + h) est dans le quadrangle ”(+, —)".
Lorsque h est positif, le point M(ty 4+ h) est dans le quadrangle ”(+, +)".

Le support traverse sa tangente. On dit que le point M (ty) est un point de
rebroussement de premieére espece.

Point de rebroussement de seconde espéce. Si p est pair et ¢ est pair

alors hP et h? sont toujours positif.

Lorsque h est négatif, le point M (tq + h) est dans le quadrangle ” (4, +)
Lorsque h est positif, le point M (to + h) est dans le quadrangle ”(+, +)".

Le support ne traverse pas sa tangente. On dit que le point M (ty) est un point
de rebroussement de seconde espeéce.

2
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7.4 Branches infinies

Définition 7.4 Soit (I, f) un arc paramétré. L'arc (I, f) admet une branche infinie
en ty € I lorsque

lim (f7(2) + f3(£)) = +o0.

Si
lim fl(t) = 61 ER et lim f2<t) = :|:OO,

t—to t—to
la droite d’équation x = ¢, est asymptote a la courbe paramétrée (I, f).
Si

lim fi(t) = £oo et lim fo(t) = ly € R,

t—to t—to
la droite d’équation y = {5 est asymptote a la courbe paramétrée (I, f).

Examinons maintenant le cas ou

lim fi(t) = oo et lim fo(t) = £oo.

t—to t—to

Supposons que l'on ait

tllrg 28; =a€R ou }LI% ;jgg =peR.
Lorsque
h(t)

M pe = IR mak) =y ek,

alors la droite d’équation x = ay + v est asymptote a la courbe paramétrée (I, f).

Lorsque

lim fa(t)
t—to f1(t)

alors la droite d’équation y = fx + ~ est asymptote a la courbe paramétrée (I, f).

=0 et }Eg(ﬁ(t) —Bfi(t) =7 €R,
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Remarque. Lorsque

lim fi(f) = £oo et lim fo(t) = Loo,

t—to t—to

la courbe paramétrée (I, f) n’admet pas nécessairement une droite pour asymptote en
t = ty. Les conditions données ci-dessus sont des conditions suffisantes pour ’existence
d’une droite asymptote. Par exemple, la courbe paramétrée (R*, f) définie par f(t) =
(12 + %, t+ t%) est asymptote a la courbe d’équation y = 22 en t = co et en t = —o0.

7.5 Exemple d’étude d’un arc paramétré

Dans ce paragraphe, nous noterons (x,y) les fonctions composantes de f. Le plan
général de I’étude est le suivant.

1 — On précise le domaine de définition de f s’il n’est pas explicitement donné.

2 — On cherche a réduire 'intervalle de définition de I'arc en utilisant des propriétés
particulieres des fonctions coordonnées que nous noterons ici x et y : recherche
éventuelle de périodicité de f, recherche éventuelle de symétries.

3 - Calcul des dérivées 2’ et 3/, tableau des variations.
4 — Etude des points stationnaires.
5 — Etude des branches infinies.

6 — Recherche éventuelle des points doubles.

Traitons un cas particulier. Considérons 'arc paramétré (I, f), avec f = (x,y),
I =R\ {1, -1}, les fonctions coordonnées z et y étant définies par

41 t?
poq ot v =5

(t)
La fonction f est indéfiniment dérivable dans I, et

—4t t(t—2)

a'(t) = (2= y'(t) = =g

Le tableau des variations est

— 00 1= [ —1F 0 1= 1F 2 400
7' (t) + + 0 - - -3 -
+00 -1 +0oo
() / / \ N3N
1 —00 —00 1
y'(t) + + 0 - - 0 +
-1 0 +00 +00
y(t) / / N\ N\ /
—00 —% —00 4
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Points stationnaires. Le point f(0) = (—1,0) est un point stationnaire. On
fait un développement limité de f pour déterminer le comportement de la courbe au
voisinage du point f(0). Nous avons

(0 < (Y ee( ) e 8 )ertr o ipenn

Les vecteurs f®)(0) = ( :? ) et f@(0) = ( _01 ) ne sont pas colinéaires. Donc

p = 2 est pair et ¢ = 3 est impair. Le point f(0) est un point de rebroussement de
premiere espece. L’équation de la tangente est

1
(x—(=1)) x (=1) = (y —0) x (—=2) =0, soit encore y = g + 7
A
>
y=u1x+ %,t —1_
Fia. 7.2 — Tracé sur | — 1, 1]
Branches infinies. Nous avons une branche infinie au voisinage det = 1, ¢t = —1,

t =00, et t = —o0.

1 — En +oo, limy o y(t) = 0o et limy o x(t) = 1, et la droite verticale = 1 est
asymptote au support.

De méme en —oo, lim; . o y(t) = —oo et lim;_,_ x(t) = 1, et la droite verticale
x = 1 est asymptote au support.

2 - En -1, limy;y y(t) = =3, limy, 4+ 2(t) = +oo et limy,_;- z(t) = —o0. La
droite horizontale y = —% est asymptote au support.
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3—-En 1, limy .+ y(t) =limy_ 1+ x(t) = 400 et limy_;- y(t) = limy_1- z(t) = —oc.
On étudie la limite du quotient % :

t 2
lim Q — lim M =
t—1 {L‘(t) t—1 '[,'2 + ]_

On étudie la limite de y — x. Nous avons

e D A !
t—1 #2—-1 t+1 °

Ainsi, limy . y(t) — z(t) = % La droite y = = + % est asymptote au support au
voisinage de 1. Pour connaitre la position du support par rapport a son asymptote,
on étudie le signe de

3 #+t+1 3 22—t—1 20t-1)(t+3)

yt)—at) -5 =—77 5= 2t+1)  2(t+1)

Donc lorsque t < 1, le support est au dessous de son asymptote, et lorsque t > 1 il
est au dessus.
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t— —1_

Fia. 7.3 — Tracé sur | — oo, —1]
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t — 400

Fiac. 7.4 — Tracé sur |1, +o0].

—

F1G. 7.5 — Tracé sur le domaine de définition.




8. Intégration

L’origine de la théorie actuelle de I'intégration remonte a l'antiquité avec le souci
de la mesure des aires, des longueurs et des volumes; « géometre » signifie en grec
ancien « arpenteur » c’est a dire « celui qui mesure la terre ». Trois idées fondent
le concept de mesure; la premiere est la définition de la mesure pour des ensembles
simples : b—a pour la longueur du segment [a, b], Ly Ly pour I'aire d’un rectangle dont
les cotés mesurent Ly et Lo, LyLoL3 pour le volume d’un parallélépipede rectangle
dont les cotés ont pour longueurs Ly, Ly et L3. La seconde idée est celle d’addition : la
mesure de la réunion de deux ensembles disjoints est égale a la somme des mesures de
ces ensembles. La troisieme idée est celle de continuité de la mesure : ainsi la longueur
du cercle est la limite des longueurs des polygones réguliers inscrits dans ce cercle
et cetera. C’est cette voie que nous allons suivre pour construire l'intégrale d’une
fonction continue : on commence par définir 'intégrale d’une fonction constante, puis
celle d’une fonction en escalier et enfin celle d’'une limite d’une suite de fonctions en
escalier.

La forme moderne de cette construction est due a Georg Friedrich Bernhard Rie-
mann, 1826 - 1866, et a Jean Gaston Darboux, 1842 - 1917. La théorie de la mesure
trouvera sa forme achevée grace aux travaux de Henri Léon Lebesgue, 1875 - 1941.

8.1 Intégrale des fonctions en escalier

Définition 8.1 Soit a =ty < t; < ... < t, = b une subdivision de I'intervalle |a, b|
(—o0 < a<b< ) et soit f: ]a,b] — R une fonction en escalier telle que f(x) = ¢
pour tout x €|ty_1,t;[, 1 <k < n. On définit I'intégrale de f sur [a,b] par

b n
/ f(z)dx = ch(tk — tp_1).

On définit aussi

/ba f(x)de = —/abf(x)dx et /aa f(x)dz = 0.

Remarque 8.1 Cette définition ne dépend pas de la valeur de f aux noeuds de la
subdivision. -
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Théoreme 8.1 1. L’intégrale ne dépend pas de la description de f : soient ty <

th<...<tpetcy,1 <k<n,dunepartetsy<s; <...<spetd;,1<1l<m,
deux descriptions de f. Alors Y ;_ ¢ty — ty—1) = >0y di(s; — s1-1)-

2. L’intégrale est linéaire en f : quels que soient les fonctions en escalier f,g :
la,b] — R et les nombres réels o et 3 on a :

b b b
[ @t + saands =a [ serde s [ g
L’intégrale est positive : si f(x) > 0 pour tout = € [a, b] alors fabf(x)dx > 0.
Si f(z) < g(x) pour tout x € [a,b] alors f:f(x)dx < fabg(x)dx
S f@ydz| < [71f(@)] da.

Relation de Chasles. Pour tout a < b < ¢ et la fonction en escalier f : [a,c] — R

o /acf(x)dm _ /abf(x)dm + /bcf(x)dx.

SIEENAT

8.2 Intégrale des fonctions continues

Théoréme 8.2 Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

1. I existe une suite de fonctions en escalier gy : [a,b] — R telle que

lim sup |f(2) — gu(2)] = 0.

n—00 q<z<b
On dit alors que la suite (g,) converge uniformément vers f sur [a, b].
2. Pour une telle suite (g,), la suite numérique (fab gn(:n)d:v> est convergente,
3. Pour deux telles suites (g,) et (h,) on a
b b
lim [ g,(x)dx = lim hp(z)dz.

n—~oo n—oo
a a

On note fab f(z)dz cette limite commune et on 'appelle I'intégrale de f sur [a,b].

Démonstration.

1. La construction d’une suite (g,,) de fonctions en escalier qui approchent f est une
conséquence du théoreme 2.4. On prend g, en escalier telle que | f(z) — gn(z)| <
1/n pour tout = € [a,b] d’ott sup,«,, | f(z) — gn(z)| < 1/n et donc la limite de
ces quantités est nulle. o

2. On va montrer que la suite (fab gn(x)d:c) est de Cauchy (définition 1.12). On

en déduira qu’elle est convergente (théoreme 1.5). Par hypothese

(Ve >0) (AN(e) €N) (Vn > N(e)) sup [f(z) —gn(z)| <e

a<x<b
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ou, ce qui revient au meéme,

(Ve > 0) (3N(¢) €N) (Vn = N(e)) (Va € [a,b]) [f(2) — gn(2)] <e.

[ s~ [ g

Prenons € > 0, N = N(¢/2(b—a)), p et ¢ > N. Il existe une subdivision

Nous devons montrer que

(Ve >0) (3N € N) (Vp,q > N) <e.

a=tog<t; <...<t,=b

et des nombres réels ¢, et ¢,y tels que g,(z) = ¢, et gq(x) = ¢, pour tout
x €]tg_1,tk[ et 1 < k < n. Remarquer que cette subdivision est la méme pour
les deux fonctions g, et g, ; on I'obtient en « mélant » les subdivisions originelles
de g, et g,. Notons que

190(2) = g4(2)| < |gp(@) = ()| + | (2) = g4(x)] < Q(bi ki Q(bg_ 5= —

de sorte que

[ i~ [ as

ce qu’il fallait démontrer.

b b c
< [late) —gulldr < [ o=

. Prenons maintenant deux suites (g,) et (h,) telles que

(Ve > 0) (ANy(e) €N) (Vn = Ny(e)) (Vo € [a,b]) [f(z) —gn(2)[ <e
et

(Ve > 0) (INn(e) €N) (Vn = Ny(e)) (Vz € [a,b]) |f(z) — hn(z)] < e.

Par ce qui précede, ces deux suites convergent vers I, et I, lorsque n — oo.
Prenons € > 0, N = max(N,(¢/2(b — a)), Ni(¢/2(b — a)) et n > N. Le méme
raisonnement que celui fait pour g, et g, montre que

/ab gn(z)dx — /ab hy(x)dx

En passant a la limite on obtient |1, — I,| < e. Comme ¢ > 0 est arbitraire ceci
prouve que I, = . [

<e.

Remarque 8.2 Le lecteur attentif aura remarqué que nous n’avons pas vraiment
utilisé la continuité de f mais seulement le fait qu’une fonction continue peut étre
approchée uniformément par des fonctions en escalier. De telles fonctions sont ap-
pelées « fonctions réglées ». Ce sont aussi les fonctions qui possedent en tout point
une limite a droite et une limite a gauche. [



70 INTEGRATION

Théoréme 8.3 Les fonctions considérées ici sont continues sur |a, b|.

1. L’intégrale est linéaire en f : quels que soient f,g : [a,b] — R et les nombres
réels o et f on a :

/ab(af()+ﬁg :v—a/f d:c+5/

2. L’intégrale est positive : si f(x) > 0 pour tout x € [a,b] alors f;f(x)dx > 0.

3. Sia < b, si f(xr) > 0 pour tout x € |a,b| et si fab f(z)dz = 0 alors f(z) =
pour tout x € [a, b|.

4. Si f(x) < g(z) pour tout x € [a, b] alors f;f(x)dx < fabg(:z:)dx
5. [ f@yda| < [V1f(@)] da.

6. Relation de Chasles. Pour tout a < b < ¢ et la fonction en escalier f : [a,c] — R

o /acf(x)dx _ /abf(x)dx + /bcf(x)dx

Démonstration. Par passage a la limite dans le théoreme 8.1 on obtient les points
1, 2,4, 5, 6. Pour 3 on raisonne ab absurdo. Si f(xo) > 0 prenons € = f(z()/2 dans la
définition de la continuité. Il existe n > 0 tel que |f(z) — f(z0)| < f(x)/2 pour tout
x € [xg — 1,20+ n]. Sur cet intervalle on a donc f(x) > f(xg)/2. On en déduit que

/b f(z)dz > 277@ >0

ce qui contredit I’hypothese. [

Proposition 8.1 (Application au calcul des limites) Soit f : [a,b] — R continue.

Alors ( ) / “

Démonstration. La partie de droite est I'intégrale sur [a, b] de la fonction en escalier
fa(x) = f (a+ k=2) sur Uintervalle [a + (k — 1)2=%, a + k=2]. D’aprés le théoréme
23Ve > dn>0Vz,y € [a,b] |lz—y| <n = |f(z)—f(y)] < e. Ceci prouve, pour tout
n > (b—a)/n, que ‘f(a:) — f (a+ kb_T“)’ < e pour tout x € [a + (k — 1)1’_7“,61 + kb_T“}
et donc que |f(x) — fu.(x)| < e pour tout = € [a,b]. La suite (f,) est donc une suite
de fonctions en escalier qui converge uniformément vers f sur [a,b]. Il suffit alors
d’utiliser le théoreme 8.2 pour conclure. ]

Exemple 8.1

n 1
n dx T
li — = = —.
nirﬂlo;k2+n2 /0 1+22 4
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8.3 Intégrale des fonctions continues par morceaux

On réunit maintenant les fonctions en escalier et les fonctions continues en un
meéme lot :

Définition 8.2 Une fonction f : [a,b] — R est continue par morceaux lorsqu’il
existe une subdivision a =ty < t; < ... < t, = b telle que f soit continue sur chaque
intervalle |ty_1,tx[, 1 < k < n, et posséde en tout point t; une limite a droite et
une limite a gauche. On dit alors que f n’a qu’un nombre fini de discontinuités de
premiére espéce. On définit I'intégrale de f sur [a,b] par

/fM—Z/f

Les propriétés de cette intégrale sont celles énoncées au théoreme 8.1. Il suffit d’y
remplacer les mots « en escalier » par « continue par morceaux ». Le lecteur attentif
aura remarqué que ces fonctions sont elles aussi des fonctions réglées.

8.4 Le théoreme fondamental du calcul intégral

Théoréme 8.4 (T héoréme de la moyenne) Soient f et g : [a,b] — R continues avec
g(x) > 0 pour tout x € [a,b]. Il existe ¢ € [a,b] tel que

/ e - £(0) / gy

En particulier, il existe ¢ € |a, b] tel que

/ f(@)dz = (b - a)f(0)

Démonstration. Puisque f est continue sur un intervalle compact elle est bornée
sur cet intervalle et atteind ses bornes (théoreme 2.1) :

flem) = min (@) < f(2) < max f(x) = flan).

En multipliant cette inégalité par g(x) puis en intégrant on obtient

fla )/ dx</ F@)g(@)dz < flaa) /abg(x)dx.

Si ffg(x)dx = 0 c’est que g(x) = 0 pour tout x (théoreme 8.3). Mézalor on prend
pour ¢ n’importe quoi et

[ rwteyie =10 [ gy =o.

Si ff g(x)dz > 0 il suffit d’appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires (théoreme

2)A fety= fabf(:t)g(x)da:/ f;g(:l:)dx pour conclure.
La seconde assertion résulte de la premiere avec g = 1. [
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Théoréme 8.5 (Théoréme fondamental du calcul intégral) Soient I un intervalle
quelconque, a € I et soit f : I — R une fonction continue. Pour tout x € I posons

Flz) = / £Vt
Cette fonction est définie sur I, F'(a) = 0, elle est dérivable et F'(x) = f(x).

Démonstration. F(z+h) — F(z) = [*" f(t)dt — [* f(t)dt = [*T" f(t)dt = hf(cy)
par le théoreme de la moyenne avec ¢, compris entre x et  + h. Lorsque h — 0 on a
cn — x et f(cp) — f(x) don

o PR —F@)

h—0 h

8.5 Primitives et intégrales

8.5.1 Primitives d’une fonction continue

Définition 8.3 Soit I un intervalle ouvert et soit f : I — R une fonction quelconque.
On dit que F': I — R est une primitive de [ dans I lorsque F' est dérivable et que
sa dérivée est f.

Exemple 8.2 log |z| est une primitive de 1/x (z # 0). La fonction signe(z) ne
possede pas de primitive (raisonner par I’absurde). Toutefois, pour tout z € R,

/ signe(t)dt = |z|.
0
"

Théoréme 8.6 (Existence de primitives) Soit I un intervalle ouvert et soit f : [ — R
une fonction continue.

1. f admet des primitives,
2. Si Fi et I3 sont deux primitives de f alors F; — F; est constante,
3. Soit a € 1. Toute primitive de f s’écrit F(x) = o + fax f(t)dt, a € R,

4. Si F' est une primitive de f alors

b
/ F(t)dt = F(b) — Fla).

Remarque 8.3 Ce théoreme est en défaut lorsque I n’est pas un intervalle. Par
exemple, toute primitive de f = 0 sur R\ {0} s’écrit Fl(x) =asiz <0et F(z) =0
si x > 0 ou a et § sont deux constantes arbitraires. [
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Fonction f(x) Une primitive F(x) Domaine de validité
n+1
", neN * R
n+1
1 xfnJrl
o ne N\ {1} ] ] — 00, 0] ou |0, +00|
ma—i—l
o R\ Z 0
% a€R\ ) 10, +o00[
I
. 1H(|ZL”) ] _OO7O[OU ]Oa +OO[
exp(z) exp(z) R
cosh(x) sinh(x) R
sinh(x) cosh(z) R
tanh(x) In(cosh(x)) R
cos(x) sin(z) R
sin(z) —cos(x) R
! tan(z) R
n(x
T arcta
1 1 z—1
xQ—]_ §ln‘x—+1| ]—OO,—l[,]—l,l{OU]l,OO[
! arcsin(x) | —1,1]
V1—2x? 7
! argsinh(x) R
Vil ¢
I
argcosh(z) 11, 0]
x?—1

Remarque 8.4 La continuité n’est pas une condition nécessaire a l’existence d'une
primitive. La fonction définie par f(z) = sin(1/z) si  # 0 et 0 si = 0 n’est pas
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continue en 0 mais elle possede la primitive

1 * 1
2% cos — — 2/ t cos —dt.
T 0 t

8.5.3 Primitives d’un développement limité

Proposition 8.2 Si une fonction continue f admet un développement limité p,(x)
en xy a lordre n alors la fonction F(z) = o + f;o f(t)dt admet le développement
limité P, 1 (x) = a+ f;; pn(t)dt et ce dernier est d’ordre n + 1.

Démonstration. Ecrivons f(z) = p,(x) + ( — 20)"e(z) avec lim,_,, £(z) = 0. On
a

F(z)=a+ /I pn(t)dt + /x(t — x0)"e(t)dt.

o o

Par le théoreme de la moyenne (théoreme 8.4)

/x(t — x0)"e(t)dt = (x — xg)(c — x0)"e(c)

zo

avec ¢ compris entre x et xq de sorte que

. z n . (C — Qfo)n .
S / (¢ =) 5“)6”‘ = e @] < i @l =0
Ceci prouve que f;} (t — o) e(t)dt = (x — xo)" T E(z) avec lim,_.,, E(z) = 0. .

8.6 Intégration par parties

Théoréme 8.7 Soient f,g: 1 — R de classe C! et a,b € I. Alors

b b
/ F'@)gt)dt = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f)g'(t)dt.
Démonstration. (fg) = f'g + fg' et on integre. ]

Exemple 8.3 1. [[Intdt =zInz — z en prenant f'(t) =1 et g(t) = Int.
2.

1 1
I, = / (1 —t*)"dt = Qn/ (1 — )" tdt = —2nl, + 2nl,
0 0
en prenant f'(t) =1 et g(t) = (1 — t*)". On en déduit que
2n 2n(2n —2)...4 x 2 2n(2n —2)...4 x 2

n = Iy 1=...=

o + 1 Cn+1)(2n—1)...5x3° @n+1)@2n—1)...5x

3
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Théoréme 8.8 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient f : [ — R de
classe C"*!, x et xy € I. Alors

fla) = 3 0y 4 [T ey
k=0 ’ zo ’

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 0 c’est le théoreme 8.5. Pour passer
de n & n+1 on integre par parties [ =D () (#)dt en posant o' = (x — t)"/n! et
v = fO(t) qui donne u = —(z — )" /(n 4+ 1)l et o' = fF2(t) d’on

xo 0

T — 1 n+1 T — n+1
( (n +01))! f(n+1)(x0) Jr/ ((n Jrt)l)! f(nH) (t)dt.

L’hypothese de récurrence nous donne, pour cette derniere expression
— (z—m)*
= f(o) = 30 o 0 )

d’ou le résultat. "

8.7 Changement de variable

8.7.1 Résultats généraux

Théoréme 8.9 Soient I et J deux intervalles, o, 3 € J, ¢ : J — I de classe C* et
f I — R continue. Alors

A $(8)
| s = [ s
@ ¢(a)

Démonstration. [T f(¢(s))¢/(s)ds et f(ﬁ(j)) f(t)dt ont toutes deux pour dérivée en
x la fonction f(¢(x))¢'(z) et elles prennent la valeur 0 en z = «. Elles sont donc
égales. [

Exemple 8.4 1. Soit x €] — 7, 7[. On a

T T 1 Cos T dt
/ tan sds = —/ (—sins)ds = —/ — = —In(cos x).
0 o COSS 1 t

Dans cet exemple ¢(s) = coss et f(t) = 1/t.
2. Soit p € R. On a

142
1 .
/deS:l/deszl/H_bzldt: [W]l+a2 Slp;él)
o (1482 2 Jo (1482 2 Jiiaz tP o

[%lnt}HaQ sip=1.
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On a posé ici ¢(s) =1+ s? et f(t) =1/t

3. Soient p,q € R, p,q > 0. Considérons f01 tP(1 — t)4dt. Tci f(t) = tP(1 — )9 et
'on a envie de poser t = ¢(s) = sin® s. Il faudra donc remplacer dt par 2sin s cos sds,
tP(1 — )7 par sin? s cos?? s et les bornes par 0 et 7/2 d’ou

1 w/2
/ tP(1 —t)4dt = 2/ sin?*1(s) cos®*(s)ds.
0 0

8.7.2 Trinomes du second degré
La mise sous forme canonique d’un trinome du second degré consiste a ramener

ar? + bx + ¢ (a # 0) a P'une des formes suivantes via un changement de variable

affine :
Ky*—1) si A=b"—4ac>0
Ky? si A=b—4ac=0
Ky*+1) si A=0"—4ac<0

Ces formes canoniques sont obtenues via le calcul suivant :

2 prdc— 2+2b +52 b2+C B +b 2 b? — dac
ar rre=ag’t an 40?2  4a?  a e\ 2a 4a? ’

Si A=0onposey=ux+ % et 'on obtient la deuxieme forme, si A <0 on a :

0L:1:2+bx+c—é M 2—1
" 4a v A
2ax+b

et on pose y = =Z= pour obtenir la premiere forme et si A > 0 alors

ax2+ba:+c—_A 2az 15 2+1
" 4a v —=A
2azx+b

et on pose y = JEL pour obtenir la troisieme forme.

Exemple 8.5 1.

I—/l ds
) /(5123 =s)

Posons t = (2s—1)/5; le trinome devient (s+2)(3—s) = 25(1—t?) et 'intégrale
est égale a

-1 P L resin(1/5) — aresin(—3/5))
= — = — (arcsin — arcsin({ — .
2 ) 35 V1I—t2 2
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f:/laL-
0 $°+s+1

Posons t = (2541)/v/3; le trinome devient s> 4s+1 = (t241)3/4 et I'intégrale
est égale a
2) 3/V3 dt

2
_[:— _
V3Jyvs VE+T V3

(arctan(?)/\/g) - arctan(l/\/§)> :

8.8 Polynomes

8.8.1 Factorisation complexe

Définition 8.4 Un polynome a coefficients complexes en la variable z est une ex-
pression du type
P(z)=ap+a1z+ ...+ a,2"

ot les ay, € C. Leur ensemble est noté C|[z]. Lorsque les a;, € R on dit que le polynéme
est a coefficients réels ; leur ensemble est noté R|x] (il est d’usage de noter z la variable
complexe et x la variable réelle). Si n est le plus grand entier tel que a, # 0 on dit
que P(z) est de degré n et l'on écrit deg P = n. Sous cette définition le degré du
polynéme nul P(z) = 0 n’est pas défini. A tout polynéme P on associe une fonction
polynomiale définie sur C par

z€C—ag+arz+...+a,2".
Cette fonction est aussi notée P.

Définition 8.5 Si n est le plus grand entier tel que a, # 0 on dit que P(z) est
de degré n et l'on écrit deg P = n. Sous cette définition le degré du polynome nul
P(z) = 0 n’est pas défini et le degré d’un polynéme constant non nul est 0.

Définition 8.6 On dit que r € C est une racine de P lorsque P(r) = 0. On dit aussi
que r est un zéro de P.

Exemple 8.6 1. Le polynéme nul a une infinité de zéros (n’importe quel nombre
complexe), un polynome de degré 0 (non nul) n’en possede pas, un polynome
de degré 1 en a un et un seul, un polynome de degré 2 en a 2 ou 1.

2. Les racines de 2™ — 1 sont les nombres complexes 7, = ¥/ k=0...n — 1.

3. Les racines de 2" +1 sont les nombres complexes 1, = eFt0im/n | — (0 n—1.
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Définition 8.7 (Division euclidienne) Etant donné deux polynémes A et B, B # 0,
il existe un unique couple de polynémes () et R qui satisfasse aux conditions A =
BQ + R et (R = 0 oudegR < degB). L'opération qui associe () et R a A et
B s’appelle la division euclidienne de A par B, () est son quotient et R son reste.
Lorsque R = 0 on dit que B divise A.

Proposition 8.3 Un polynéme P admet r € C pour racine si et seulement si z —r
divise P. Lorsque (z —r)™ divise P et que (z —r)™"! ne divise pas P on appelle m la
multiplicité de la racine r. P admet r pour racine de multiplicité P si et seulement si
P®(r) =0 pour tout k =0...m—1 et P™(r) # 0 (ici P*)(z) désigne le polynome
dérivé d’ordre k).

Théoréme 8.10 (Théoreme fondamental de I’algébre, d’Alembert-Gauss) Tout po-
lynéme P a coefficients complexes de degré deg P > 1 possede une racine r € C.

Corollaire 8.1 Tout polynome P a coefficients complexes de degré degP = n > 1
posséde p racines distinctes 1, € C. Notons my, la multiplicité de ry. Alors my+ ...+
my, =n et

P
P(z)=ap+a1z+ ...+ a,2" = a, H(z — )",
k=1

Exemple 8.7 1. Un polynome de degré 1 s’écrit Py(z) = a(z —r).

2. Un polynome de degré 2 sécrit Po(z) = a(z — r1)(z — r2) avec r; # 19 ou
Py(2) = a(z — )%

3. 2" —1= Z;é (z — 62’””/”).

4. 2" +1= Z;(l) (z _ e(2k+1)i7r/n)‘

8.8.2 Factorisation réelle

Lorsque P(z) = ap + a1x + ... + a,x™ est un polynome a coefficients réels et si r
est une racine de P, alors

ap+ar+...+a," =0

de sorte que, en prenant le conjugué de cette expression,

agt+ar+ ... Fa," =ag+ar+...+a, 7" =0.

Ceci prouve que si r = «a + i avec [ # 0 alors T = «a — i3 est aussi racine de
P, distincte de r. Toutes deux contribuent ainsi a un facteur du second degré sans
racines réelles dans la factorisation de P. On obtient
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Corollaire 8.2 Tout polynome P a coefficients réels de degré deg P =n > 1 s’écrit

p q
P(z) =ao+ a1z + ...+ a,z" = a, H(x — )" 1_[(9132 + bex + ¢p)™
k=1 =1

avec 1y, by, cp € R, b7 —dey <0 et my+...+my+2n; + ...+ 2n, = n.

Exemple 8.8
2t l= -2+ D@22+ 1) =

1+iV3 1—iV3 —141iV3 —1—4iV3
ST B ST B S T B S S

8.9 Fractions rationnelles

Définition 8.8 Une fraction rationnelle a coefficients complexes est une expression
du type

Az)  aptarz+ ...+ ap2"

B(z)  bo+biz+ ...+ byzn

ou les ag,by € C et B # 0. Leur ensemble est noté C(z). L’ensemble des fractions
rationnelles a coefficients réels est noté R(x). Une fraction rationnelle est irréductible
lorsque I’ensemble des zéros de A et I'ensemble des zéros de B sont disjoints. Dans
ce cas, les zéros de B sont appelés poles de la fraction rationnelle. Les multiplicités
des poles sont les multiplicités en tant que racines de B.

Q(z) =

8.9.1 Décomposition en éléments simples de premiere espeéece

Théoréme 8.11 Notons Q(z) = A(z)/B(z) une fraction rationnelle irréductible,
r1,...,7n Ses poles, de multiplicités respectives mq, ..., m,. 1l existe une suite unique
de polynomes Ey, E1, ..., E, qui vérifie

1.
Q) =5 =)+ B ().

k=1

2. degFy = deg A — deg B si deg A > deg B et Ey = 0 sinon. Ey est la partie
entiere de la fraction rationnelle.

3. Pour 1 < k < n, deg E}, = my. et E,(0) = 0, c’est la partie principale de la
fraction associée au pole ry.

Exemple 8.9 Considérons

P42 42241
24 4 22 '

Q(z) =
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Sa partie entiere s’obtient par division euclidienne de A par B. On obtient
1
=142+ ——=
Q) 24+ 2

Cette seconde fraction est irréductible et ses poles sont i, —i et 0 de multiplicités
respectives 1, 1 et 2. Ainsi

a b c d
=1 -4+ —.
Q) +z+z—i+z+i z 22

Pour calculer a on multiplie les deux membres de cette identité par z — 7 et on fait
z =1 ce qui donne a = i/2. On procede de méme pour z + i d’ou b = —i/2 et pour
2% ce qui donne d = 1. On obtient ¢ = 0 par identification d’ott

i i 1
Q) =1+24 5 =5 ~snrg T 2

8.9.2 Décomposition en éléments simples de deuxieme espece

L’exemple précédent montre qu’une fraction rationnelle a coefficients réels peut
tres bien avoir une décomposition en éléments simples de premiere espece complexe.
Notons que, en réduisant les deux termes complexes au méme dénominateur, on a

i 1 1 1

i
_ — =1 —.
2(z —1) 2(z+i)+22 +Z+22+1+z2

Ce résultat est tout a fait général. On a :

Qz)=1+z+

Théoréme 8.12 Soit Q(x) = A(x)/B(z) une fraction rationnelle irréductible réelle,
T1,...,7p ses poles réels, de multiplicités respectives my, ..., my, ay £ by, ..., a, £ b,
ses poles complexes (by # 0) de multiplicités ny, . ..,n,. 1l existe une suite unique de
polynomes Ey, Ey, ..., E, Ry,5,..., Ry, S, qui vérifie

ot =+ 3 ()« S () o5 (o)

k=1

ainsi que
1. deg Ey = deg A — deg B si deg A > deg B et Ey = 0 sinon,
2. Pour 1 <k <p, deg Ey, = my, et E,(0) =0,
3. Pour 1 < /¢ < q, max(deg Ry, deg Sy) = ny et Ry(0) = S,(0) = 0.
Cette décomposition s’appelle la décomposition es éléments simples de deuxieme
espece.
Exemple 8.10 Ce théoreme donne

1 a b cr +d er + f

Q(m):ﬂ(asz—%x%—l)? :E+ﬁ+x2+x—i—1 (22 +z+1)%




9. Equations différentielles linéaires du premier
ordre

9.1 Equations différentielles linéaires homogénes d’ordre 1

Définition 9.1 Soient I un intervalle ouvert de R, a, b et ¢ des fonctions continues
sur I. Une équation de la forme

a(z)y' (z) + b(z)y(z) = c(z)  dans I, (9.1)

est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre. La fonction y est l'in-
connue de cette équation. Lorsque que ¢ =0 sur I, I’équation est dite homogéne.

On appelle solution de I’équation (9.1) toute fonction y dérivable dans I qui vérifie
légalité a(x)y' (x) + b(z)y(x) = c(x) pour tout x € I.

L’équation est dite d’ordre 1 ou du premier ordre car seule la dérivée du premier
ordre de y apparait. L’équation est dite linéaire car, pour x € [ fixé, 'application
(y(z), 9 () — a(z)y'(x) + b(x)y(z) est lindaire (en tant qu’application de R? dans
R).

Exemples et contre—exemples. Les équations ' +y =0 et ' 4+ y = sin(z)
sont des équations différentielles linéaires de premier ordre.

Les équations différentielles |¢/| +y =0 et v +y*> =0 ne sont pas des équations
linéaires. Les équations différentielles 4" +2y/ +y =0 et y +xy’ =0 sont linéaires,
mais ne sont pas de premier ordre elle dépendent de la dérivée seconde de y.

Si la fonction a ne s’annule pas sur I, nous pouvons réécrire I’équation précédente

c(x)

y'(x) = —my(:ﬁ) + a(z) dans I.

sous la forme

Proposition 9.1 Soit o une fonction continue dans un intervalle ouvert I de R.
Considérons [’équation différentielle linéaire homogene du premier ordre

y'(x) = alx)y(z) dans 1. (9.2)

Soit xo un point fixé de I. La fonction

Yao () = exp (/g: a(t) dt)
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est solution de (9.2). L’ensemble € des solutions de ’équation (9.2) est un espace
vectoriel réel de dimension 1 qui admet y,, pour base. Nous avons donc

5:{y|y:C’ny, C’GR}.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que la fonction nulle appartient a £, et
que si y; et yo appartiennent a € et A € R, alors A\y; + y» € £ (en d’autres termes &
est stable par combinaison linéaire).

Il est facile de vérifier que £ (muni de I'addition des fonctions et de la multiplica-
tion des fonctions par un réel) est un espace vectoriel réel. Montrons que tout élément
y de & s’écrit sous la forme y = Cy,, avec C' € R. Soit y € €. Etant donné que y,,
ne s’annule pas sur [, la fonction z = i est dérivable sur [ et

Y Yo~ Y Y QY Yy ~ Wi Y
(Yo)° (Yo )?

Donc z est constante sur I et la proposition est démontrée. [

=0.

Exemple. Résolvons 'équation différentielle (22 + 1)y/(z) + zy(z) =0, =z €R.

Cette équation s’écrit encore sous la forme

x
/ —
y'(z) = oy 1y(x), x € R, (9.3)
car  — x? + 1 ne s’annule pas sur R. La fonction x +— —7 est continue sur R et
Tt 1
dt = = In(1+ 2°).
/0 gypit= g+
Toute solution de I"équation (9.3) est donc de la forme
C

y(x) = C’exp(—% In(1+ 2?)) =

V1+ 22

avec C' € R.

Corollaire 9.1 Soit o une fonction continue sur un intervalle ouvert I de R. St
y est solution de l’équation (9.2) et si y s’annule en un point xy de I, alors y est
identiquement nulle sur I.

Démonstration. Si y est solution de ’équation (9.2), d’apres la proposition 9.1,
y(z) = Cexp (f;; alt) dt), avec C' € R et zy € I. La fonction z — Cexp (f a(t) dt)

x
Zo

ne s’annule pas sur /. Comme y(z1) =0, C =0 et y = 0. ]
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9.2 Probleme de Cauchy pour les équations différentielles
homogenes

On appelle probléeme de Cauchy ou probléeme de condition initiale pour 1’équation
(9.2) le systeme

y,<£L') = a(m)y(x) (9.4)
y(@o) = yo
ou zg € I,y € R sont donnés.

Proposition 9.2 Soit a une fonction continue sur un intervalle ouvert I de R. Le
probléme de Cauchy (9.4) admet pour unique solution la fonction

y(x) = yo exp (/xj a(t) dt) _

Démonstration. Il est facile de vérifier que y est une solution du probleme de Cauchy
(9.4). Supposons que ce probleme admette deux solutions y; et y,. Alors la fonction

2z =y — Yo vérifie
() = a(x)z(x)
z(xg) = 0.

D’apres le corollaire 9.1, z = 0, ce qui prouve l'unicité. ]

9.3 Equations différentielles linéaires non homogenes d’ordre
1

Proposition 9.3 Soient I un intervalle ouvert de R, a, b et ¢ des fonctions continues
sur I. Notons E(c) l'ensemble des solutions de ’équation

a(z)y' (z) + b(z)y(z) = c(z)  dans I, (9.5)

et notons £(0) 'ensemble des solutions de ’équation homogéne associée (c’est a dire
I’équation correspondant a ¢ = 0).
(i) Siyr € E(c), alors E(c) = {y est dérivable dans I |y =y, +2 avec z€ E(0)}.
(1) Si de plus a ne s’annule pas dans I, alors la fonction

" =b(t)

() = o (2) / t) . avee y(x) = exp ( / —dt), (9.6)

w0 ()Y (t o alt)

est une solution particuliere de ’équation (9.5).

Démonstration. (i) Soit y; un élément donné de £(c). Si y est une autre solution
de I'équation (9.5), alors il est facile de vérifier que y; —y € £(0). On a donc

E(c) C {y est dérivable dans [ |y =y; + 2z avec =z € 6(0)}.
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Montrons 'inclusion inverse. Si y = y; + z avec z € £(0), on vérifie facilement que y
est solution de I"équation (9.5).
(ii) La fonction y; définie en (9.6) est dérivable sur [ et

o) = sy fo) [

w0 0W)Yao (1) al2)

pour tout x € I.

Nous avons donc

alw)y} (@) + b(@)yn (2) = (al@)yl, (7) + b(r)yay(v)) / P

zo @1)Yo ()

La proposition est donc démontrée. "

dt + c(z) = c(x).

Remarque. Si une équation différentielle non homogene admet une solution évidente,
il est préférable d’utiliser cette solution particuliere pour décrire £(c) a l'aide du
point (i), plutot que de calculer la solution particuliere donnée en (9.6). Par exemple
I'équation y' + zy = = admet y(x) = 1 comme solution évidente. L’ensemble des
solutions de cette équation est donc

[1+Ce |CeR).

Une solution particuliere de I’équation (9.5) peut aussi étre obtenue par la méthode
connue sous le nom de méthode de la variation de la constante décrite dans la section
suivante.

Corollaire 9.2 Soient a, b, ¢ des fonctions continues sur un intervalle ouvert I de
R, g € I et yg € R. Si a ne s’annule pas dans I, alors le probléme de Cauchy

a(x)
y(o
admet pour unique solution la fonction

(o) =) [ st avee (o) = e ( /:i(t)dt).

w0 U1)Yao (1 o a(t)

T g)/(a:) + b(z)y(z) = c(x), (9.7)

= Yo,

Démonstration. Nous avons y1(29) = ¥, (20) = yo. Remarquons que a(x)y, () +
b(x)ys, () = 0 dans I. Donc

a(z)yy(x) + b(x)y (x)

— (a(;p)ylro(l’) + b(fL‘)ym()(x)) \/:C %

c(x)

dt + a(x) s, () m

= c(x).

Corollaire 9.3 Soient a, b, ¢q, et ¢ des fonctions continues sur un intervalle ouvert
I de R. Notons E(c1) l’ensemble des solutions de ’équation

a(z)y' (z) + b(z)y(z) = c1(x) dans 1, (9.8)
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et E(c2) Uensemble des solutions de l’équation
a(z)y'(x) + b(z)y(z) = cax) dans 1. (9.9)
Alors
E(c) = {y est dérivable dans I | y =y; + y» avec y; € E(c1) et o € E(ca) }.
Cette identité est souvent écrite sous la forme E(c) = E(c1) + E(c2).

Démonstration. La preuve s’obtient facilement a 'aide de 'assertion (i) de la
proposition 9.3.

9.4 Méthode de la variation de la constante

Le but de cette section est de trouver une solution particuliere de I’équation (9.5) a
partir de la connaissance d’une solution particuliere non nulle de I’équation homogene

associée :

a(z)y'(x) + b(z)y(z) =0  dans I. (9.10)
Nous supposons de plus que a ne s’annule pas sur I. Soit z une solution de (9.10) ne
s’annulant pas sur I. Si y est une solution de (9.5), alors la fonction K (z) = % est

dérivable. Nous avons donc
y(z) = K'(2)2(z) + K(2)7 ().
Comme az’ 4+ bz =0, et
a(z)y'(z) + b(x)y(z) = a(z) (K'(x)z(z) + K(2)2'(2)) + b(z) K (2)2(2) = c(z),

nous avons
a(x)K'(x)z(z) = ¢(x) pour tout = € I.

Etant donné que a 2z ne s’annule pas sur I, nous avons

e
Kle) = kot / )= ©

ou zy est un point particulier de I. Les solutions de 1’équation (9.5) sont donc de la

forme
y(@) = ko 2(z) + 2(z) / a(j)(?(t)

Exemple 1. Résoudre y' — ="~y = 1 sur |1, 4+-o0].

Nous commencons par résoudre I’équation homogene 3" — —*5y = 0 sur |1, +oo[. La
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x
x2—1

fonction § In(z? —1) est une primitive de sur |1, +ool. Les solutions de 1'équation

homgenes sont donc de la forme
1
y(x) = Cexp (5 In(z? — 1)) =Cva? —1,

avec C € R.

Nous recherchons ensuite une solution particuliere de I’équation non homogene de la
forme y(z) = C(z)va? — 1. En écrivant que y vérifie I’équation non homogene, nous
obtenons

Nous avons donc C(z) = arg cosh(z) et y(z) = arg cosh(z) vx% — 1. Les solutions de
I’équation non homogene sont donc de la forme

y(z) = CVa? — 1+ argcosh(z) Va2 — 1.

Exemple 2. Résoudre y' — =y = 1 sur | — 1,1].

Par un calcul analogue a celui de I'exemple précédent, nous montrons que les solu-
tions de I’équation homogene sont de la forme y(z) = Cv1 — 22.

Recherchant une solution de I’équation non homogene de la forme y(z) = C(z) v1 — 22,
nous obtenons C'(x) = ——— et C(z) = arcsin(z). Les solutions de 'équation non

iz
homogene sont donc de la forme

y(x) = CvV1— 22 +arcsin(z) V1 — a2 avec C € R.

9.5 Raccord de deux solutions.

9.5.1 Un exemple élémentaire

Nous souhaitons résoudre I'équation différentielle xy/(z) — 2y(x) = 0 pour = € R.
Les théoremes précédents ne s’appliquent pas car la fonction a(z) = z s’annule en
zéro. Pour résoudre 'équation dans R, nous allons déterminer les solutions sur |—oo, 0]
et sur |0, 00| et essayer de raccorder en x = 0 les solutions ainsi trouvées pour obtenir
une solution définie sur R. Les solutions sur | — oo, 0] sont de la forme

y1(z) = C12® avec O € R,
et les solutions sur ]0, oo sont de la forme
ya(z) = Cy2® avec Ch € R.

Quels que soient C et Cy, y; admet une limite a gauche en zéro, y, admet une limite
a droite en zéro, et ces limites sont égales a 0. La fonction y définie sur R par

yi(z) si x €] —o00,0]
y(x) =< 0 siox=0
yo(z) si x €]0,00]
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est continue dans R. De plus, elle est dérivable en x = 0, car

_ 2 _
lim M: lim CIhO:O et lim Lg(o)

. Cyh?
= lim
h—0+ h—0 h—0+ h — h—0~ h —

=0.
h—0- h—20

La fonction g définie par

yi(x) =2Cx st z€]—o00,0]
y(x)=< 0 siox=0
yh(x) =2Cx  si x €]0,00],

est également continue dans R. De plus y vérifie I’équation différentielle xy'(z) —
2y(z) = 0 dans R, car I’équation est vérifiée dans | — 00, 0[, ]0, 00[, et en = 0 (car
0y'(0) — 2y(0) = 0).

9.5.2 Un deuxiéme exemple
Nous souhaitons résoudre 1’équation différentielle linéaire
v(a? = 1)y'(x) + 2y(x) = 2

dans 0, +ool, en raccordant une solution définie sur |0, 1[ avec une solution définie
sur |1, 400

Dans I; =|0, 1], les solutions de 1'équation homogene z(x? — 1)y/(x) + 2y(x) = 0
sont de la forme

22

1—22
La méthode de la variation de la constante permet de montrer que, dans I, les
solutions de z(x? — 1)y/(z) + 2y(x) = x* sont de la forme

y1(z) = C4 avec (€ R.

~ In(z)z*  Cha?
o2 —1 1 —a?

y1(x) avec () € R.

Dans I, =|1, 0o, les solutions de I'équation homogene x(x? — 1)y/(z) + 2y(z) = 0

sont de la forme ,

yo(z) = Cy avec (s € R,

2 _
et les solutions de z(z? — 1)y/(z) + 2y(x) = 2? sont de la forme
_ In(x)z®  Cha?

= R.
y2(x) 21 + 27 avec Csy €

Recherchons maintenant les conditions que doivent vérifier C et Cy pour que ces
deux solutions puisse étre raccorder de maniere continue. On vérifie facilement que
si C; = 0 alors

, . In(z)z? 1
xEDIJ* yl(x) B xligl* 2 —1 B 57
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et que si C; # 0 alors

. . In(z)2x®  Cy2? )
lim y;(z) = lim ( 2o T 2) = tox signe(Ch).

Il faut donc choisir C; = 0 pour que y; admette une limite a gauche en 1. De méme,
Y2 admet une limite a droite en 1 si et seulement si Cy = 0. Et dans ce cas la limite
est 3. La fonction y définie dans ]0, oo par

1 2

T
ye) =4

= si =1,

2

est dérivable dans ]0, co[ et elle vérifie I'équation différentielle dans |0, oo.

9.6 Applications des équations différentielles.

Les équations différentielles permettent de modéliser des phénomenes physiques,
chimiques, économiques. Donnons quelques exemples élémentaires.

Exemple 1. Refroidissement d’un corps. Un corps C' est placé dans une piece dont
la température de l'air est constante et égale a Tj. La température initiale du corps
Oy est supérieure a Ty. On suppose que le volume d’air est suffisant pour que la
température de la piece reste constante. La température 6(¢) du corps C' sera une
fonction décroissante du temps. En premiere approximation, on peut supposer que la
variation de @ (c’est a dire €'(t)) est proportionnelle a I’écart de température 6(t) —Tp.
Sachant que Ty = 20°, 6y = 100°, et que 6(20) = 60° (le temps est ici exprimé en
minutes), calculer le temps pour lequel la température de C' sera égale a 30°.

Exemple 2. Circuit électrique. Dans un circuit électrique constitué d’une résistance
R et d’une inductance L, I'intensité ¢ du courant électrique et la différence de potentiel
E aux bornes du circuit sont reliées par I’équation différentielle

di, . R B

— () + —i(t) = =2,

3O+ i) =—

Déterminer I'intensité du courant i(t) dans le circuit dans le cas ou E(t) = Ej est

constant et i(0) = I.

Exemple 3. Un question de géométrie. Trouver la courbe du plan passant par le
point (0, —2) et telle que le coefficient directeur de la tangente en chaque point de la
courbe soit égal a trois fois I'ordonnée en ce point.
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