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L’ensemble A est non vide et borné. Les éléments sup A et inf A sont donc bien définis. On a alors,
par définition et pour tout z € A, inf A < x <sup A. Or, la fonction f est croissante, cela donne
donc f(inf A) < f(z) < f(sup A). L’ensemble f(A) est donc borné puisque majoré et minoré par,
respectivement, f(sup A) et f(inf A). Les réels sup f(A) et inf f(A) sont donc bien définis et, par
définition, on a bien

f(inf A) <inf f(A) < f(zo) < sup f(A) < f(sup A)

ou x( est n’importe quel élément de A.

Supposons maintenant que la fonction f soit également continue. On considere alors une suite
(Tn)n>0 d’élements de A convergeant vers sup A. On a, pour tout entier n, f(z,) < sup f(A) et,
en faisant tendre n vers linfini, f(sup A) < sup f(A4). En raisonnant de méme avec les bornes
inférieures, on obtient donc

f(inf A) = inf f(A) < sup f(A) = f(sup 4).
Rappel : Pour tout € R on définit E(z) comme 'unique entier relatif tel que

E(z) <z < E(z) + 1.

Pour tout entier n > 0, on a nz — 1 < E(nz) < nz et donc, en divisant par n, x — 1/n < xn <.
Par le théoreme des gendarmes, la suite (z,,) converge donc vers x.

Remarque : Il est clair que, pour tout entier n > 0, x,, € Q. Pour tout réel x, on a donc exhibé
une suite de rationnels convergeant vers x. Cela redémontre la densité de Q dans R.

Pour commencer, on a f(0) = f(0+ 0) = 2f(0). Cela induit f(0) = 0 et donc, pour tout réel z,
f(=z) + f(x) = 0 ou encore f(—z) = —f(x).

Pour tout € R, on montre ensuite par récurrence sur ¢ € N* que f(qx) = ¢f(z). On applique
alors cette formule a z = p/q € Q. Cela donne

af (/g) = f(a-p/g) = f(p) = f(p.1) = pf(1)

ou encore f(p/q) = P/qf(1). On a donc montré le résultat pour tout z € Q.
Considérons maintenant un réel z € R\ Q. Par densité de Q dans R, il existe une suite (z,,)z>0
de rationnels convergeant vers x. Mais alors, puisque [ est continue,

f@) = tim f(e) = lim 2, (1) = 2f(D).

n—oo

On va montrer que f est continue en 1/2 et discontinue partout ailleurs.

Soit z € R\ {1/2}. On considére alors une suite (z,)n>0 de rationnels et une suite (Yn)n>0

d’irrationnels convergeant toutes les deux vers z. On a alors lim f(z,) = limx, = z et
n—oo n—oo

lim f(yn,) = lim (1 —y,) =1—2. Or z # 1 —  puisque z est différent de 1/5. La fonc-

n—oo n—oo

tion f ne peut donc pas étre continue en z.
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Etudions maintenant la continuité de f en 1/2.
Soit € > 0. On pose alors 7 = € et on considere y € R tel que ‘:I: — 1/2’ <.
Si x est rationnel, on a

[f(@) = f(Lp)| = |z = 1| <n=e.
De méme, si z est irrationnel, on a
[f(@) = fF(L)| =1 —2 = Lo| = |Lp—a| <n=e.
Dans tous les cas, on a bien | f(z) — f(1/2)| <€, ce qui montre que f est continue en 1/9.

Par sommes et compositions de fonctions continues, les fonctions f, g et h sont continues sur
Jn,n + 1] pour tout entier n € Z. Par contre, en n € Z, il faut étudier les limites & droite et &
gauche. Cela donne :

lim £ (@) = n. lim (@) = n(n - 1),
T>n x<n

Jim g(r) =0, Jimg(r) = 1.
r>n x<n

lim h(z) = n, lim h(z) = n.
xr>n x<n

Puisque, de plus, h(n) = n, la fonction h est la seule & étre continue.

(z—E(z)

On a, pour tout z € R*, 0 < z — E(z) < 1 et donc 0 < - L < 1/, Par le théoréme des
)
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gendarmes, on obtient alors lim w

= 0. Or, pour tout € R, on a également
r——+00 €T

z—1<E(z) <z,

donc, toujours par le théoreme des gendarmes, on en déduit que @ converge vers 1 en +oc0.

1. L’ensemble P est non vide et est minoré par 0, il admet donc une borne inférieure.
2. (a) Soit (tp)n>0 une suite de P convergeant vers Ty. Pour tout € R et pour tout n € N,
ona f(x+t,) = f(z) et donc f(x+Tp) = lim f(z+t,) = f(x) puisque f est continue.
n—oo
Le réel Ty appartient donc & P. C’est son plus petit élément.

(b) On montre par récurrence sur k € N* que, pour tout z € R, f(x + kTp) = f(z). Cela
montre que ToN* C P.

Réciproquement, choisissons t € P. On a alors, pour tout z € R, f (z+ (thOE(TiO))) =
fl +1t) = f(z). Mais 0 < t — ToE(5) < Tp. Par minimalité de Ty, on a donc
t= TOE(TLU) € TyN*.
3. Soit zg,yo deux réels distincts et (t,,)n>0 une suite d’élements de P convergeant vers 0.
Soit £ > 0. Par continuité de f, il existe n > 0 tel que, pour x € [xg — 1, zo + 7], on ait

|f(x) = f(zo)| < e
Soit ng € N tel que t,, <. Par t,,—périodicité de f, on a f(yo) = f (yo +tn E (Iify“))
ng

Or yo + tn E (IZT?’“) € [xo — 1,20 + n]. On a donc |f(yo) — f(xo)| < e.
Cela est vrai pour ¢ arbitrairement petit, on a donc f(z¢) = f(yo) et f est constante.




