UNIVERSITE PAUL SABATIER — L1 — ANALYSE
FEUILLE DE TD 2008-7 : COURBES PARAMETREES/FONCTIONS CONVEXES

COURBES PARAMETREES

Exercice 1. Déterminez les tangentes en tg = 0 des courbes suivantes :

x(t) =13 — 3t x(t) = sint

a) t) = t3 t2 t 1 C) _ cos?t
y( ) - — =t y(t) ~ 2—cost

b) z(t) = (1 + cos?t)sint 0 x(t) = 2t3 + 362
y(t) = sin®tcost y(t) = 3t? + 6t

Exercice 2. Pour chacune des courbes de 'exercice précédent, déterminez les points sta-
tionnaires et étudiez-les.

Exercice 3. Déterminez les branches asymptotiques des courbes suivantes :

| z(t) = t? + cost Q) z(t) =1Int
a
y(t) =t —sint y(t) =In (t(t + 1))
t) = & t) =15 — 13+ 1t
b){x() t:tl e){g:() 3t !
y(t) = 55 y(t) = 55
) z(t) = tan (%) ) x(t) =1+ H—Ll
C .
y(t) = sint y(t) =1 — 1
Exercice 4. Etudiez et tracez les courbes suivantes :
x(t) = cost z(t) = sin®¢
a) . e) 3
y(t) = sin 3 y(t) = cos® t
z(t) =€ x(t) =2t + ﬁ
b) 42 f) _ 42 1
y(t) =t y(t) =1 = 57
) x(t) = sin® ¢t ) z(t) = %jrg
C g
y(t) = cos 3t y(t) = 1322
Q) x(t) = sint h) x(t) = 4cos® tsint
y(t) =yl y(t) = (3 —2cos?t)cos®t

Exercice 5. Calculez les longueurs des arcs suivants entre to = a et t1 = b :

W =1 a=0 9 ) =5+5H+53 =2
y(t) =7

t) =cosht b=10 y(t):\%+x+%
b) z(t)=t—sint =0 Q) z(t)=5t—1 g=1
y(t)=1—cost b=m y(t) = 5t b=5



Exercice 6.(Lemniscate de Bernouilli) Etudiez la lemniscate de bernouilli, paramétrée par

— _sint _ sintcost .
x(t) = Theoszi €t y(t) = T cos?t- Calculez sa longueur.

Soient A et B les points de coordonnées (@, 0) et (— @, O), montrez que pour tout point
M sur la lemniscate de Bernouilli, on a M A x MB = 1/2.

Exercice 7.(exercice plus technique) Etudiez la courbe paramétrée par z(t) = tftSQint et
y(t) — 1—thost.

Montrez que I’ensemble des points de rebroussement sont sur un méme cercle puis que
toutes les tangentes en ces points passent pas un méme point.

FONCTIONS CONVEXES

Exercice 1. Parmis les fonctions suivantes, lesquels sont convexes sur l'intervalle spécifié 7
Lesquels sont concaves ?

a) f(t) = 1/g sur R%. b) g(t) = 2® + aa? + bz + ¢ sur [—a/3,+o00]
c) h(t) = Int sur R* d) k(t) = 1; sur | — 1, +o0]

e) I(t) =sint sur [0, ], sur [~7/9, /o], sur [—m,0].

Exercice 2. En utilisant les fonctions indiquées, montrez les inégalités suivantes :
——+— pourx,y>0(tn—>%);

Yy - m+y
- In () < InzIny pour z,y > 1 (t — In(Int));
- sinx > 271 pour z € [0, 77/2] (t — sint);

- tanz < 2 pour z € [0, T/4] (t — tant);

- xln%—kyln% (ﬂ:+y)ln$+y pour a,b,z,y >0 (t — Int);

n «a n
- <le> §n°‘_12xf‘ pour a > 1 et zq,...,2, >0 (t — %)
i=1

i=1
n
1+ (H%)
i=1

Exercice 3.(Inégalité arithmético-géométrique) En utilisant judicieusement la fonction
exponentielle, montrez que, pour tout réels x1,...x, > 0, on a

TR T
Yr1rg < =

3=

1
n n
< <H(1+xz)> pour xq,...,z, >0 (t — In(1 +€')).

i=1

n
En déduire que, pour tout réels yq,...,y, > 0, on a
&+%+...+M+y_”2n_
Y2 Y3 Yn Y1

Exercice 4. Soit f: R — R une fonction convexe et majorée, montrez que f est constante.

Exercice 5.(Inégalité de Jensen) En utilisant une somme de Riemann, montrez que si f
et g sont deux fonctions continues sur R avec g convexe, alors, pour tout a,b € R, on a

o[ bf(t)dt> < [



