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Petit cours préliminaire : Les fonctions convexes

Définition : Une fonction f : I −→ R définie sur un intervalle I ⊂ R est dite convexe si pour tout
x1, x2 ∈ I et tout t ∈ [0, 1], on a f

(
tx1 + (1 − t)x2

)
≤ tf(x1) + (1 − t)f(x2).

Cela signifie qu’entre x et y, la courbe de f reste en-dessous de la droite passant par les points(
x, f(x)

)
et
(
y, f(y)

)
:

x yz=tx+(1−t)y

Définitions équivalentes :

Une fonction f : I −→ R définie sur un intervalle I ⊂ R est convexe si et seulement si

i. pour tout k–uplets x1, . . . , xk ∈ I et t1, . . . , tk ∈ [0, 1] tels que
k∑

i=1

tk = 1, on a

f

(
k∑

i=1

tixi

)
≤

k∑

i=1

tif(xi).

Démonstration. Par récurrence sur k ≥ 2.

ii. pour tout a ∈ I, la fonction pente

τa :
I ∩ (a,∞) −→ R

x 7−→ f(x)−f(a)
x−a

est croissante.

Démonstration.

⇒ : pour la croissance de τa entre x et y avec a < x < y, prendre x1 = y, x2 = a et t = x−a
y−a

.

⇐ : si x < y appliquer la croissance de τx entre
(
tx + (1 − t)y

)
et y.

Si y < x appliquer celle de τy entre
(
tx + (1 − t)y

)
et x.

Enfin, si x = y, l’inégalité est trivialement vérifiée.

Proposition : Soit f : I −→ R une fonction C2 sur un intervalle I ⊂ R telle que la fonction f ′′

soit toujours positive. Alors f est convexe.



Démonstration. Nous allons utiliser la définition relative à la fonction pente. Pour cela on considère
a < x < y trois éléments de I. D’après le théorème des accroissements finis, il existe c ∈ [a, x] et

d ∈ [x, y] tels que f(x)−f(a)
x−a

= f ′(c) et f(y)−f(x)
y−x

= f ′(d). Or, f ′′ est positive, donc f ′ est croissante,
ce qui induit

f(x) − f(a)

x − a
≤

f(y) − f(x)

y − x

⇔ y
(
f(x) − f(a)

)
≤ (x − a)f(y) + af(x) − xf(a)

⇔
f(x) − f(a)

x − a
≤

f(y) − f(a)

y − a
.

Application : Les fonctions
(
x 7→ x2

)
,
(
x 7→ ex

)
et
(
x 7→ − ln(x)

)
sont convexes.

Ex.1 Il s’agit de montrer que l’application dk satisfait les axiomes de distance. Seule l’inégalité
triangulaire pose problème. On peut la montrer en passant par les étapes suivantes :

A. Inégalité de Hölder
n∑

i=1

|aibi| ≤

(
n∑

i=1

|ai|
p

) 1

p
(

n∑

i=1

|bi|
q

) 1

q

pour tout n ∈ N
∗, (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈ R

n et p, q > 1 tels que 1
/
p + 1

/
q = 1.

1. Le montrer dans le cas où

n∑

i=1

|ai|
p =

n∑

i=1

|bi|
q = 1.

2. Le montrer dans le cas général.
B. Inégalité de Minkowski

(
n∑

i=1

|ai + bi|
k

) 1

k

≤

(
n∑

i=1

|ai|
k

) 1

k

+

(
n∑

i=1

|bi|
k

) 1

k

pour tout n ∈ N
∗, (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈ R

n et k > 1.
C. Inégalité triangulaire pour la distance dk

Procédons par ordre.
A. 1. La fonction

(
x 7→ − ln(x)

)
étant convexe, on a, pour tout i ∈ J1, nK

1

p
ln(|ai|

p) +
1

q
ln(|bi|

q) ≤ ln

(
1

p
|ai|

p +
1

q
|bi|

q

)
.

En passant ces inégalités à l’exponentielle, cette dernière étant croissante, on obtient

|ai|.|bi| ≤
1

p
|ai|

p +
1

q
|bi|

q,

ce qui, en sommant, donne

n∑

i=1

|aibi| ≤
1

p

n∑

i=1

|ai|
p +

1

q

n∑

i=1

|bi|
q =

1

p
+

1

q
= 1 =

(
n∑

i=1

|ai|
p

) 1

p
(

n∑

i=1

|bi|
q

) 1

q

.



2. Pour tout i ∈ J1, nK, on pose ãi = ai

(
P

n
j=1

|aj|p)
1

p

et b̃i = bi

(
P

n
j=1

|bj |q)
1

q

. On a alors

n∑

i=1

|ãi|
p =

n∑

i=1

|ai|
p

n∑

i=1

|ai|
p

= 1 =

n∑

i=1

|bi|
q

n∑

i=1

|bi|
q

=

n∑

i=1

|̃bi|
q.

D’après ce qui précède, on a donc

1
(

n∑

i=1

|ai|
p

) 1

p
(

n∑

i=1

|bi|
q

) 1

q

.

n∑

i=1

|aibi| =

n∑

i=1

|ãib̃i| ≤ 1.

Cela prouve l’inégalité de Hölder dans le cas général.
B. On pose k′ = k

k−1 de sorte que 1
/
k + 1

/
k′ = 1. D’après l’inégalité de Hölder appliqué à ce

qu’il faut, on a

n∑

i=1

|ai|.|ai + bi|
k−1 ≤

(
n∑

i=1

|ai|
k

) 1

k
(

n∑

i=1

|ai + bi|
(k−1)k′

) 1

k′

et
n∑

i=1

|bi|.|ai + bi|
k−1 ≤

(
n∑

i=1

|bi|
k

) 1

k
(

n∑

i=1

|ai + bi|
(k−1)k′

) 1

k′

,

ce qui, en sommant, donne

n∑

i=1

(
|ai| + |bi|

)
.|ai + bi|

k−1 ≤



(

n∑

i=1

|ai|
k

) 1

k

+

(
n∑

i=1

|bi|
k

) 1

k



(

n∑

i=1

|ai + bi|
k

)1− 1

k

.

De plus, pour tout i ∈ J1, nK, on a |ai + bi|
k ≤

(
|ai| + |bi|

)
.|ai + bi|

k−1 et donc

n∑

i=1

|ai + bi|
k ≤




(

n∑

i=1

|ai|
k

) 1

k

+

(
n∑

i=1

|bi|
k

) 1

k




(

n∑

i=1

|ai + bi|
k

)1− 1

k

ce qui permet de conclure.
C. On applique l’inégalité de Minkowski à ai = xi − yi et bi = yi − zi pour tout tout i ∈ J1, nK.

Mutatis mutandis (i.e. en remplaçant les ”∀i ∈ J0, nK” par ”∀t ∈ [0, 1]” et les ”
n∑

i=1

. ” par

”

∫ 1

0

. dt”), tout ce qui précède peut être appliqué à dk : C[0, 1]× C[0, 1] −→ R
+.


