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Série 1, corrigé partiel

Petit cours préliminaire : Les fonctions convexes

Définition : Une fonction f: I — R définie sur un intervalle I C R est dite convexe si pour tout
x1,x9 € I et tout ¢ € [0,1], on a f(tacl +(1-— t)xg) <tf(xy)+ (1 —1t)f(z2).

Cela signifie qu’entre x et y, la courbe de f reste en-dessous de la droite passant par les points

(z. f(@)) et (v, f(y)) :

X z:txir(l—t)y y

Définitions équivalentes :
Une fonction f: I — R définie sur un intervalle I C R est convexe si et seulement si

k
i. pour tout k—uplets z1,...,xx € I et t1,...,t; € [0,1] tels que Ztk =1,ona
i=1
k
/ (Zh%) < thf(zz)
i=1 i=1
Démonstration. Par récurrence sur k > 2. O

ii. pour tout a € I, la fonction pente

In(a,00) — R

Ta: f(@)—f(a)

X —

est croissante.

Démonstration.
= : pour la croissance de 7, entre x et y avec a < x <y, prendre 21 =y, r2 = a et t = =
< : si 2 <y appliquer la croissance de 7, entre (tz + (1 —t)y) et y.
Siy < z appliquer celle de 7, entre (tx +(1-— t)y) et x.
Enfin, si 2 = y, 'inégalité est trivialement vérifiée.
O

Proposition : Soit f: I — R une fonction C? sur un intervalle I C R telle que la fonction f”
soit toujours positive. Alors f est convexe.



Démonstration. Nous allons utiliser la définition relative a la fonction pente. Pour cela on considere
a < x < y trois éléments de I. D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € [a, z] et

d € [z,y] tels que w = f'(c) et w = f'(d). Or, f" est positive, donc f’ est croissante,
ce qui induit

f(@) = f(@) _ f(y) — f(@)
Tr—a - Yy—x

e y(f@@) = fla) < (@—a)fy) +af(z) — zf(a)

J@) = fla) _ J) = f(a)

Tr—a - y—a

=

Application : Les fonctions (z — %), (z — €”) et (z — —In(z)) sont convexes.

Ex.1 Il s’agit de montrer que I'application dj, satisfait les axiomes de distance. Seule I'inégalité
triangulaire pose probleme. On peut la montrer en passant par les étapes suivantes :

A. Inégalité de Holder

i=1 i=1 i=1
pour tout n € IN*, (ay,...,an), (b1,...,b,) € R™ et p,q > 1 tels que 1/p+ 1/q =1.
n n
1. Le montrer dans le cas ou Z|ai|p = Z|bi|q =1.
i=1 i=1
2. Le montrer dans le cas général.
B. Inégalité de Minkowski

n 7 n F n 7
(zmw) < (zw) +<z|bz-|k>
=1 =1 1=1

pour tout n € N*, (ay,...,an), (b1,...,b,) E R™ et k > 1.
C. Inégalité triangulaire pour la distance dj

Procédons par ordre.
A. 1. La fonction (z — —In(z)) étant convexe, on a, pour tout i € [1,n]

1 1 1 1
Snad?) + (o) <o (Do + L)
p q p q
En passant ces inégalités a I'exponentielle, cette derniere étant croissante, on obtient
1 1
|ail.[bi| < —lail” + =[bs]",
p q

ce qui, en sommant, donne

1 1

S labid < 23 a4 LS e = +3=1=(2)mﬂp(§]wﬂq.
i=1 p i=1 q i=1 q i=1 i=1

D=



2. Pour tout i € [1,n], on pose a; = —4—— et b; = —. On a alors
q

(30, lagl?) ¥ (S0, [by19)

n > lail? Zlblq n

Slap="2—=1= = Ibil

S Jal? Zw
=1

D’apres ce qui précede, on a donc

n n

1 2 bl = 3 @b < 1.

) ) 5

Cela prouve 'inégalité de Holder dans le cas général.
B. On pose k' = % de sorte que 1/k + 1/k’ = 1. D’apres I'inégalité de Holder appliqué a ce
qu’il faut, on a

1

Z|ai|.|ai+bi|k_1 < ( |ai ( la; + b; |(k 1)k’>

)
n \E 5
<Z|bz‘|k> <Z|az+b|k 1)'“,) ,
=1

+ (élbilk> (imi + bi|k> o _

i=1
De plus, pour tout ¢ € [1,n], on a |a; + b;|* < (|a;| + |bi]).|a; + b;|*~" et donc

A

et

IN

n
> Ibil-Jai + byl
1=1

ce qui, en sommant, donne

> (Jail + 1bal)-lai + bif " < (ZI%I’“)

=1 =1

e
Eo

n n % n % n 17%
> lai +bilF < (Daiv“) +<Z|bi|k> (Daﬁbiﬁ)
=1 1=1 1=1 =1

ce qui permet de conclure.
C. On applique I'inégalité de Minkowski & a; = x; — y; et b; = y; — z; pour tout tout i € [1,n].

n
Mutatis mutandis (i.e. en remplagant les "Vi € [0,n]” par "Vt € [0,1]” et les ”Z . 7 par
i=1

1
”/ . dt"), tout ce qui précede peut étre appliqué a dj: C[0,1] x C[0,1] — R*.
0



