
Unige, section Mathématiques Master 2008/09

Géométrie hyperbolique & groupes fuchsiens
Série 10

1. Soit 1 < p ≤ q ≤ r trois entiers. Si ils existent, on note P , Q et R les sommets d’un triangle
hyperbolique d’angles respectivement π

/

p, π
/

q et π
/

r.

i. Montrer qu’un tel triangle existe si et seulement si 1
/

p + 1
/

q + 1
/

r < 1.

ii. Parmi ces triangles, montrer que l’aire minimale est atteinte pour (p, q, r) = (2, 3, 7).

On suppose désormais que la condition du i. est vérifiée. On pose alors G =< σp, σq, σr > où,
pour tout k ∈ {p, q, r}, σk est la réflexion selon la géodésique passant par {P, Q, R} \ {K}.

iii. Le groupe G est-il discret ?

iv. Montrer que G peut s’écrire sous la forme

G =
〈

Rp, Rq, Rr|R2
p = R2

q = R2
r = 1 = (RpRq)

r = (RqRr)
p = (RrRp)

q
〉

.

2. Montrer que Γ =
{(

z 7→ α1z+α2

α3z+α4

) ∣

∣

∣
∀i ∈ J1, 4K, ∃ai, bi ∈ Z, αi = ai +

√
2bi et α1α4 − α2α3 = 1

}

n’est pas un groupe fuchsien.

3. Soit (g : z 7→ z + 1), (h : z 7→ 2z) et
(

mθ : z 7→ cos(θ)z−sin(θ)
sin(θ)z+cos(θ)

)

, pour θ ∈]0, π[, des isométries

de H. Pour < g >, < h > et < mθ >, décrire un domaine fondamental dans H ainsi que son
transformé dans D.
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