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Principes transversaux en mathématiques
Série 13

1. Montrer que l’application

〈 . | . 〉 :

C[−1, 1] ×C[−1, 1] −→ R

( f , g) 7−→
2
π

∫ 1

−1

f (t)g(t)
√

1 − t2
dt

définie un produit scalaire pour les fonctions continues sur l’intervalle [−1, 1].

On note (Tn)n∈N la famille orthonormale obtenus en orthonormalisant la famille (x 7→ xn)n∈N.

2. En utilisant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, calculer T0, T1, T2 et T3.

3. Montrer qu’il existe une famille de polynômes (Pn)n∈N telle que pour tout n ∈ N et tout θ ∈ [0, 2π], on
ait cos(nθ) = Pn

(
cos(θ)

)
.

4. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, on a Tn = Pn.

5. Montrer que, pour tout entier n ≥ 2, on a Tn+1(X) = 2XTn(X) − Tn−1(X).

6. Calculer T4, T5 et T6.

Les polynômes Tn, pour n ∈ N, sont appelés polynômes de Tchebychev de première espèce.


