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Activité 1 Calculer les DL sutvants :

In(1 —
1. f(z) = % a l'ordre 1 en 0. Que vaut ili%

fw+1,

2. In(1 + shzx) a lordre 4 en 0.
3. cos(x) a lordre 4 en /2.

Activité 2 Donner un équivalent de :

(sinz)?

L d 0.
In(1 + tanx) quane £ =

2+ 1
2. e =3 +2 — 1 quand v — +o0.

, % quand x — /2.
y n® + ‘cos(n)’
o 2n+n
Activité 3 Déterminer la limite éventuelle des suites suivantes :
(sin(l / n))2
ln(l + tan(l/n)) '

quand n — —+00.

1. u, =

n?+1
2 v,=n-|en®—=3n+2 _1

1.1 Développements limités et équivalents

Revoir les développements limités usuels et les équivalents.

1.1.1 Définition d’un DL

Définition 1 (Développement limité a ’ordre n en xq) Soit f définie
au voisinage de xo. On dit que f admet un développement limité a 'ordre n en x
st on peut écrire

f(z) =ao+ai(z —20) + as(x — 20)* + ... 4+ an(z — 20)" + (z — 20)"e(2)

avec lim e(z) = 0.

T—xo
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Proposition 1 (Unicité) Il y a au plus un développement limité d’ordre n
en To.

Proposition 2 (Parité et DL en 0) Si f est paire, le DL en 0 ne contient
que des exposants pairs. Si f est impaire, le DL en 0 ne contient que des
exposants 1mpairs.

Proposition 3 (DL de Taylor) Soit f une fonction C™ au voisinage de
xg. Alors, f admet un DL a l'ordre n en xq et

avec lim g(z) = 0.

T—X0

f(n) (o)

(x—20)+.. + o

(x—x0)+

1.1.2 Opérations sur les DL

N.B. Ne pas oublier que pour les fonctions C* (cas usuel), on peut
toujours utiliser le théoréme fondamental (Proposition 3).
Supposons que f et g admettent un DL d’ordre n en 0.

Proposition 4 (Addition de deux DL) f+ g admet un DL d’ordre n en
0 obtenu en ajoutant les DL de f et de g.

Proposition 5 (Produit de deux DL) f-g admet un DL d’ordre n en 0
obtenu en multipliant les DL de f et de g et en ne conservant que les termes
de degré < n.

Proposition 6 (Quotient de deux DL) Si g(0) # 0, alors, f/g admet
un DL d’ordre n en 0 obtenu en divisant suivant les puissances croissantes a
l'ordre n le DL de f par le DL de g.

Proposition 7 (Composition) Si f(0) = 0, alors, g o f admet un DL
d’ordre n en 0 obtenu de la maniére suivante :

e dans le DL de g on remplace x par le DL de f
e on ne conserve que les termes de degré < n.

Proposition 8 (Dérivation) Si on connait un DL de f en 0 a l'ordre n,
on obtient un DL de f' en 0 a l'ordre n — 1 en dérivant terme a terme le DL

de f.

Proposition 9 (Intégration) Si on connait un DL de " en 0 a l'ordre n,
on obtient un DL de f en O a l’ordre n+1 en intégrant terme a terme le DL
de [’ et en rajoutant f(0).

(x—x0)"+(x—20)"(2),
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1.1.3 Formulaire de DL en 0

Trois formules fondamentales :

1. DL de Taylor

2 1 =l4a+a’+2°+.. . 42" +a"(v)
—x
n termes
—1 ) a—-2)..(a—n+1
3. (1+x)a:1+ax+%x2+_“+a(a ) (o 72' (a—n+1) ,
A Taide de (1) :
R | $2 {L‘3 " n
e = +$+E+§+---+H+ZL‘E(ZL‘)
x? 2t 220 ,
= 1— =+ — _1)» n+1
cos(z) = 1 2!+4!+...+( 1) (2n)!+x e(x)
. .’L‘B SUS . x2n+1 o2
sin(e) = -Gt gt ) Gy @
s a 2n+1
3 2P 2+l ot
hie) = etgt gt TGy T @

En dérivant et a I'aide de (2) :

2 3 n
In(l1+z) = z— % + % oo+ (—1)"+1% + 2" (x)
23 2+
Arctan(z) = x— ) +...+ (_1)nm + ¥ 2e ()
3 2n+1

Argth(z) = o4+ —+...+
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En dérivant et a 'aide de (3) :

n termes
1 2 1-3 2° 1-3-...-(2n—1) o1
sine) = et oo st T S e myr Y @
N———— —
n termes
™ .
Arccos(z) = 5 Arcsin(z)
n termes
1 23 1-3 2° 1-3-...-(2n—1) a?!
A h = _ — . — - . _1” . 2n+2
sh(v) = -5 oo st ST ey T @
—_————
n termes

Pour mieux mémoriser : le “ clan” des huit fonctions impaires

Tous les DL commencent pas x. Le coefficient du terme en 23 change de
signe quand on passe de f & f~L.

z3 3
sin(x) =z — 5 + a*e(z) | Arcsin(z) = o + 5 + zte(z)

23 23
sh(z) =z + r + a*e(z) | Argsh(z) =z — 5 + 2e(r)

3 {L‘3

tan(z) =z + % + a'e(x) | Arctan(z) = 2 — 3 + zte(z)

3 3

th(z) =z — % +a'e(z) | Argth(z) = o + % + zte(z)

1.1.4 Equivalents

Définition 2 Soient f et g deuzr fonctions définies et non nulles au voisi-
nage de a € R U {—o0,+o0}. On dit que [ et g sont équivalentes en a si

f(x)

et seulement si lim ﬁ = 1. On note alors f ~, g (ou plus simplement
r—a g x
f~9)
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Proposition 10 Si f ~, g, alors g ~, f.
Proposition 11 (Théoréme fondamental) Si f et g sont équivalentes en
a, soit elles ont toutes deuz la méme limite (finie ou infinie) en a, soit aucune

d’elles n’a de limite en a.

Proposition 12 Une fonction est équivalente en xo au premier terme non
nul de son D.L. en x.

1.1.5 Opérations sur les équivalents

Proposition 13 S5i fi ~, g1 et si fo ~q g2, alors f1- fo ~q g1 ga-
Proposition 14 Si f| ~, g1 et si fo ~q go, alors f1/fa ~aq g1/ 9>
Proposition 15 Si f ~, g, alors |f| ~a |9g].

Proposition 16 Si f ~, g, alors pour x suffisamment proche de a, f(x) et
g(x) sont de méme signe.
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Attention : on n’a pas le droit d’ajouter des équivalents.
En effet, méme si f; ~, g1 et fo ~, go, il se peut que f; + fo et g1 + g ne
soient pas équivalentes en a. Par exemple,

1’3

sin(x) ~g x, —x ~¢—r mais sin(z)—x ~g 5 oy x—x =0.
Attention lorsque I’on veut composer des équivalents :

1 1
— 4+ 1n~p— mais e VT =¢.elT /T
x x
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Suites numériques

1.1.1 Exemples

1. wu,, fonction de n :

e u, =n?+1 (polynome en n),
1 3n —2 . :
& Uy, = ——, U, = (fractions rationnelles en n),
n—4 dn +1

e u, = k" (suite géométrique de raison k),

e u, =sin(n), u, = f(n), ...

2. suites définies par récurrence :

up =1 et u,1y = u? + 5,
e up =1, u; =1 et u,r1 = uy + up_1 (suite de Fibonacci, 1202),

2u, + 3

ug =0 et upiy = (suite homographique),

n

Un+1 = /UnUn

Up+1 = %(un + Un)

systeme : {

3. suites définies par des sommes :

(a) séries : S, = uy + us + - Z U
1 1 " 1
o S, =14+-+-+- Z — (série harmonique),
2 3 k=1
Sp=1+ ! + . + i ! ie de Ri )
* S5, = -+ -+ — (série de Riemann),
49 = k?
~ 1
o S5, = ;;) o (série géométrique).

1 n—1
(b) sommes de Riemann : v, = Z f ( )

. ap +as+---+ap
(c) sommes de Césaro : u, = (moyenne des ay,).
n
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1.1.2 Etude d’une suite

La suite est-elle bien définie pour tout n 7
On peut s’intéresser au signe de la suite. Avec 3 cas particuliers intéressants :

e u, > 0 pour tout n (suite a termes positifs),
e u, <0 pour tout n (suite a termes négatifs),
e u, alternativement positif et négatif (suite alternée).

On peut s’intéresser au sens de variation de la suite.

Définition 1 o (uy,) est croissante si up1 > u, pour tout n.

o (u,) est décroissante si U411 < u, pour tout n.

1.1.3 Suites convergentes

Définition 2 La suite (u,) converge vers { si :
Ve >0, dng € N, Vn >mngy, |u, —f| <e.

Proposition 1 (unicité de la limite) Si (u,) admet une limite, elle n’en
a qu’une.

Proposition 2 (opérations sur les limites) Soient (u,) et (v,) deux suites
convergentes. Alors (U, +v,,), (u, —v,) et (u,v,) convergent. C’est aussi le
cas de (u,/vy,) silimv, # 0. De plus :

lim(u, 4+ v,) = limu, + limv,, lim(u, — v,) = limu, — limv,,

. . ) Cou, limu,
lim(u,v,) = limu, - limv,, lim — = — )
v, limuw,

Proposition 3 Soit (u,) une suite bornée et (v,) une suite de limite nulle.
Alors, (unvy,) converge vers zéro.

Proposition 4 Soit (u,) et (v,) deuz suites réelles convergentes telles que
Up < v, 4 partir d’un certain rang. Alors limu, < limwv,.

Proposition 5 (théoréme des gendarmes) Soit (a,) et (b,) deuzr suites
réelles ayant méme limite €. Si (u,) est une suite réelle vérifiant a, < u, <
b, a partir d’un certain rang, alors (u,) converge vers (.
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Proposition 6 Si la suite (u,) est définie par récurrence ug € R et w41 =
f(uy), siu, converge vers { et si f est continue en €, alors f(¢) = £.

Définition 3 La suite u,, tend vers +oo quand n tend vers +00 i :
VAeR, dng € N, Vn > ng, u, > A.

On note v, — —+o00.

n—-4o0o

Définition 4 La suite u,, tend vers —oo quand n tend vers 400 si :
VAeR, dng € N, Vn > ng, u, <A.

On note v, — —o00.
n—-4o0o

1.1.4 Relations de comparaison

Définition 5 (Notations de Landau)

1. équivalent : u, ~ v, siu, = s,v, avec lim s, = 1.

n—-4o0o

2. petit o : u, = o(vy,) Si U, = v, avec lim &, =0.
n—-4o0o

3. grand O : u, = O(v,) si|u,| < Clv,| avec C € R.

Proposition 7 Si u,, ~ v, alors les deuzr suite sont de méme nature. Si
['une converge, l'autre converge vers la méme limite. Si ['une diverge, ['autre
diverge. Si u,, — 400, alors v, — +oo. Si u, — —o0, alors v, — —o0.

1.1.5 Suites de Cauchy

Définition 6 on dit que (u,) est une suite de Cauchy si :
Ve >0, dng € N, Vn >ng, Vp e N, |upyp —uy,| <e.

Proposition 8 Une suite réelle est convergente si et seulement si elle est

de Cauchy.

Exemple. On se donne une suite (uy,),>o telle que |u,| < 1/2" et on pose :
S, = Z Up, .
k=0

Alors la suite .S, converge.
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1.1.6 Suites monotones

Théoreme et définition 1 Toute partie non vide et majorée A C R admet
un plus petit majorant. C’est la borne supérieure de A notée sup(A) :

Vo € A, x < sup(A4)
Ve >0, dz. € A, x> sup(4) —e.

Théoreme et définition 2 Toute partie non vide et minorée A C R admet
un plus petit minorant. C’est la borne inférieure de A notée inf(A).

Vo € A, x > inf(A)
Ve >0, dz. € A, z. <inf(A) +e.

Ce résultat sert a démontrer que toute suite croissante et majorée con-
verge et que deux suites adjacentes convergent et ont méme limite. Les
démonstrations doivent étre connues.

Proposition 9 Toute suite croissante et majorée converge. Toute suite
décroissante et minorée converge.

Définition 7 Deuz suites (u,) et (v,) sont adjacentes si l'une est croissante,

Uautre est décroissante et si u, — v, — 0.
n—-400

Proposition 10 Deux suites adjacentes sont convergentes et convergent vers
la méme limite.

1.1.7 Théoreme de Bolzano-Weierstrass

Définition 8 On dit que (v,) est une suite extraite de la suite (u,) s’il existe
une application ¢ : N — N strictement croissante telle que v, = Ug(n).

Proposition 11 La suite (u,) converge vers { si et seulement si toute suite
extraite converge vers (.

Proposition 12 (théoréme de Bolzano-Weierstrass) De toute suite bornée,
on peut extraire une sous-suite convergente.
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Séries numériques

1.1.1 Définitions

Définition 1 Soit (ay)k>0 une suite de nombres réels (ou complexes). La

série de terme général ay est la suite (S,)n>0 définie par S, = Z ay, (on dit
k=0
que S, est une somme partielle de la série).

0.]
La série de terme général a; se note > a; ou Z ay.
k=0

Définition 2 On dit que la série Y a,, converge (respectivement diverge) si
la suite des sommes partielles S, converge (respectivement ne converge pas).

Dans ce cas, on note S = Z ay la valeur de la limite. On dit que S est la

k=0
somme de la série.
o
Attention, quand la série > a,, converge, la notation Z ay est utilisée a
k=0

la fois pour désigner la série et la valeur de la somme (c’est-a-dire la limite

de la suite (S,)).

1.1.2 Exemples

l.ap=1,5,=n+1 — +o0, la série diverge.

n—-4oo
n 1 - L
’ . ’ ’ . +1 s .
2. série géométrique : ap = —. S,, = ap, = —2 5 2 la série
k )y Pn k 1 )
2 k=0 —3 "ot
—+o0
converge et E oF = 2.
k=0

- /12 . . o 1 . . .
3. série téléscopique : aj = ") Voir exercice 3 de la feuille 1 de TD.
Pour tous ces exemples, on sait calculer S,,. Mais ce n’est généralement

pas le cas.

1.1.3 Critere de Cauchy

Proposition 1 (critére de Cauchy) La série Y ay converge si, et seule-
ment si :

Ve > 07 EInO) vn Z Ny, \V/p Z 07 |an+1 + Ap42 + -+ CLn—}—p| S €.
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Preuve : c’est le critere de Cauchy pour la suite (S,,) en observant que :
Sn+p - Sn =Qpy1 + Apgo + 00+ Qptp-

Corollaire 1 Si la série Y aj converge, alors ay i 0.
— 400

Si a +— 0, alors la série > a; diverge.
k—-+o00

Preuve : on applique le critere de Cauchy avec p = 1. 0
Attention :

ar — 0 n’implique pas Zak converge.
k—+o00

[e.e]

Contre-exemple : la série harmonique Z diverge.
k=1
Preuve : le critere de Cauchy n’est pas satisfait. FEn effet, pour tout

n >0,

1 N 1 . . 1 N 1

P n _ = —,

n+1 n+2 n+n 2n 2
—— —— ——
>1/2n >1/2n >1/2n

1.1.4 Espace vectoriel des séries convergentes

Proposition 2 Si Y ay et 3 by sont deuz séries convergentes, alors Y (ay +
bi) est une série convergente et :

k=0 k=0 k=0

Si A € R et si Y ax est une série convergente, alors Y (Aag) est une série
convergente et :

Z()\ak) = A Z Qg .
k=0 k=0

Corollaire 2 Si Y ay converge et si Y by diverge, alors > (ax + by) diverge.

Preuve: by = (ag + bx) — a. Si 3 ay converge et si - (ax + by) converge,
alors 3 by converge. U
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1.1.5 Séries a termes positifs

Proposition 3 Si Y- ay est une série a termes positifs, la suite (S,) des
sommes partielles est croissante.

Corollaire 3 Si Y ay est une série a termes positifs, elle est convergente si
et seulement si elle est majorée.

Preuve : une suite croissante est convergente si, et seulement si, elle est
majorée. O

Proposition 4 (comparaison) Supposons que 0 < ay < by,.
e 50> b converge, alors Y aj converge.
e Si > ay diverge, alors - by, diverge.

Preuve : Soit (A,) (respectivement (B,,)) la suite des sommes partielles
de la série de terme général ay (respectivement by). Alors,

> by, converge = (B,) est majorée = (A,) est majorée = »  a; converge.

0

Proposition 5 (équivalents) Si 0 < a, ~ by > 0, alors Y ap et Y b
sont de méme nature (l'une est convergente si, et seulement si, l'autre est
convergente).

Si elles divergent, les sommes partielles sont équivalentes.

St elles convergent, les restes sont équivalents.

Preuve que les séries sont de méme nature : Comme ay /by — 1, si k est

1 3 ,
suffisamment grand, alors 3 < Z—: < 3. Par conséquent, ébk < qp < §bk. Le
résultat suit du théoreme de comparaison. 0]

Attention, si a; ~ b sans que les a;, soient positifs, les séries Y a; et Y by,
ne sont pas nécessairement de méme nature.
00 (_1)k 00 (_1>k ) )
et Y —————— (voir exercice 6 de la

Contre-exemple :
1; Vk o VE+ (—1)k

feuille 1 de TD).
Séries a termes positifs de référence

1. séries géométriques : Y. r™ converge si, et seulement si, |r| < 1. Alors :

> 1
k _
I
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2. séries de Riemann : > e converge si, et seulement si, a > 1.
Proposition 6 (critéere de d’Alembert) Sia, > 0 pour tout k et si ag1/ar —
¢ alors,

o si{ <1, la série converge,

e si > 1, la série diverge,

e si /=1, on ne peut rien dire.

1.1.6 Séries alternées

Définition 3 La série > ay est une série alternée si ap > 0 pour k pair et
ag+1 < 0 pour k impair (ou vice et versa).

Proposition 7 Si Y ay est une série alternée et si la suite |ay| est décroissante
et converge vers 0, alors la série Y ay est convergente. De plus :

+oo n
Sa - a
k=0 k=0

Exemple : la série Z k
k=1
Preuve : On va le montrer dans le cas ou as, > 0 > ag,,1. L’autre cas

est similaire.
Soit S, la somme partielle de rang n. On montre que les suites (Sa,), et
(Son+1)n sont des suites adjacentes. Plus précisément, comme 0 < ag,10 <

< lany1l-

est convergente.

—@2p41 < A2y, ON & :
Sont1 = Son—1 + G2y + A2p1 > Sop—1

et
Sont2 = Sop + Aopy1 + G2ng2 < Sop.

De plus :
—_ = _—
Sont1 — San = Gany1 o 0.

Comme les suites sont adjacentes, elles convergent vers la méme limite S (qui
est la somme de la série). De plus, pour tout n > 0, on a :

1S = Sul < [Sps1 = Sal = [ansa]-
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1.1.7 Séries absolument convergentes

Définition 4 On dit que la série > a; est absolument convergente si la série
> |ag| est convergente.

Proposition 8 5i la série > ai est absolument convergente, alors elle est
convergente.

Preuve : on applique le critere de Cauchy dans les deux sens. La série
> |ag| converge. Donc, étant donné £ > 0, il existe ng tel que pour n > ng
et p>0,ona:

|anp1] + |ango| + -+ [ansp| < e

Alors, d’apres 'inégalité triangulaire :
lani1 + Qnig + -+ angp| < €.

O

Attention, il y a des séries qui sont convergentes sans étre absolument

© (_1 k

convergente, par exemple la série Z ( k:) .
k=1
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Exercices

Exercice 1

1. Donner les développements limités a 'ordre n en 0 des fonctions suiv-
antes:

1
(a) 1_r
(b) In(1 — z)

(c) In(1 + z?)
(d) sinhz

2. Donner les développements limités a l'ordre 3 en O des fonctions suiv-
antes:

(a) V1+x
(b) (1-x)>
(c) In(1 + sinz)

(d) —

cos(x)

Exercice 2
Calculer les limites des suites suivantes :

1. cosh <a_> (discuter suivant que a < —1, =1 <a<1loul <a)

vn

n2+n+1
n2+n-—1

1 1\"
S — 1+ —
2"(+n)

4. V/nb+2nt —V/n3 +n

2. In

In (1 + %) + e
In (1 + %)
(n+ 1)
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7. tan —

8.
n" + 2n + In(n)

nln n

9.

nn

Indication: Pensez a calculer un équivalent.

Exercice 3

1. Déterminer pour chaque suite de [’exercice précédent si c’est le terme
général d’une série convergente ou non.

2. En utilisant le critére de d’Alembert, déterminer la nature des séries
de terme général suivant:

a

n *
(Cl) E,QGR_’_

n!
(b) J’ aGRi

(c) (nil)n

n

(d) =

3n

Exercice 4 .

n(n+1)’
décomposant u,, en éléments simples. En déduire que cette série converge et
donner la valeur de sa somme.

Soit la série de terme général u, = n > 1. Calculer Y7;_, uj, en

De la méme maniere, démontrer que les séries de terme général v, =
n+2 (n+1)2

m (n>2)etw, =In m convergent et calculer leur somme.

Exercice 53

, n
Soit z, = —, n > 0.
n!

a N b +£
(n—=2)! (n—1)! nl

1. Déterminer les réels a, b, c tels que z, =
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2. En dédwire que la série de terme général z, converge et calculer sa
somme.

Exercice 6

Soient les suites (u,) et (v,) telles que, pour tout entier naturel n, u, > 0

et v, = +n , > 0. Démontrer que les séries de terme général u, et v,
o+ uy,

sont de méme nature.

Exercice 7
. o (=" (="
On considere les suites équivalentes u,, = ——————— et v, =
vn

Vi + (-1

trer que Y. v, est convergente. En faisant un développement limité de u,,
montrer que Y u, est divergente.

. Mon-

Exercice 8
On rappelle le résultat sutvant pour deux séries Y. uy, > vx a termes positifs
équivalents:

o Siles séries divergent, leurs sommes partielles de rang N, Sy et S,
sont équivalentes.

o Si les séries convergent, les restes partiels de rang N, Ry et Ry, sont
équivalents.

2

n
) ,n >0 con-

1. Démontrer que la série de terme général u, = ( |
n
verge puis donner un équivalent de son reste Ry.

n nln(n)
2. Démontrer que la série de terme général v, = n 1> ,n >0
n
diverge puis donner un équivalent de la somme partielle Sy .

Exercice 9 (Séries de Bertrand)

Soit u,, = n > 2, ou « est un réel différent de 1 et B est un réel

n(Inn)s’
quelconque.

1. Montrer que si o > 1 la série converge et si o < 1, elle diverge.

(14 1) 4 ne»
nflnn

2. Donner la nature de la série de terme général u, =

en fonction du réel (3.
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Exercice 10
Etudier la convergence absolue et la convergence des séries de terme général
susvant:

1 (0 (tan s )

4 ny/n
1
9. cosn - sin—
n
(=1)"
0. W’ a € R.

Exercice 11

1. Montrer que u, = (H <1+¥>> Zn_

2. En déduire la nature de la série de terme général u,.
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Test 1

Exercice 1 Déterminer la nature des séries suivantes :

2+sinn
[ pmt-ily

n>1
n®
2. Zm ot o > 0,

4
3 Zlnn+n

et nl 4+ 27

)

2

4 Z(ni?))n

n>1

1)
Exercice 2 Soit a, = In (1—1—( ) ), n > 2.
n

1. Pour tout p > 1, calculer agy, + agpy1-

2. En déduire pour tout n > 1 la valeur de Sy, 1 et de Sonio 04 Sy =

N
Z Ap-
p=2

3. Montrer alors que Z a, est convergente et donner sa valeur.
n>2

Corrigé du test 1

. 2+sinn
Exercice 1 1. Posons u, = ————. Alors, pour toutn > 1 :
n
3
n

1
On a une série a termes positifs. Comme la série Z — esl convergente
n>1
(critére de Riemann), le théoreme de comparaison implique que la série
> u, est convergente.
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07

n

2. Posons u, = —- Soit k un entier tel que k > a+ 1. Pourn >k, on
a: G

0<u, <— " L

un S T ™~

- (n—k+1k nf

a

n
avec 0 = k —a > 1. La série ———— est donc convergente
s Z (n—Fk+1)* g
ainst que la série Y u,.
Inn + n*
3. Posons u, = T+2 Une magoration brutale donne, pour n > 6 :
n! n
ont 2
0<u, < —~—.

- T (n—=5)5 n?

On en déduit que la série Y- u, est convergente.

2

) . Alors :

n

4. Posons u,, = (—
n+3

2

n
Comme 5 5
—n?ln (1 + —> ~ —n?. = = —3n,
n n
pour n suffisamment grand, on a
2 3
—n‘In(l+—-)<-2n
n

et donc
(0 Duy, < e,

La suite (e™®") est une suite géométrique de raison e > < 1. La série

e~ est donc une série convergente. Par conséquent, la série a termes

positifs Y u, est convergente.

Exercice 2 1. On a :

1 1 2p+1 2p
=In({l+—]|+In|l1-— =1 . =0
Q2pta2pi1 Tl( + 2p>+ n( o+ 1) n( 2 o+ 1)

2. On a donc Sony1 =0 et Sopyo = Aopia.
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3. Notons que :

Par conséquent :

52n+1 — 0 et 52n+2 — 0.
n— 00 n

——+00

Cela montre que la suite (S,) des sommes partielles tend vers 0 et donc
que la série est convergente de somme égale a 0.
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Suites de fonctions

On s’intéresse aux fonctions définies par des limites : f(z) = lirE ful(z).
n—-+0oo

Par exemple :
. T\"
e’ = lim (1 + —) )
n— 00 n

Les questions que 'on se pose :
o f est-elle bien définie ?

e quelles propriétés de f, implique quelles propriétés de f ? En partic-
ulier :

— si pour tout n, f, est continue, est ce que f est continue ?

— si pour tout n, f, est C1, est ce que f est C! ?

b
— si on sait calculer / Uy (z) dz, a-t-on
a

/abf(x) dz = lim /ab fol(z) da.

n—-+o00

2.0.8 Convergence simple

Définition 1 Une suite de fonctions (f, : X — R) converge simplement
vers f: X — R sur X si:

Vee X, fulr) — f(z).

n—-4o0o

Exemple : f,(z) = " pour z € [0,1]. Siz =1, alors f,(z) = 1 pour tout
n et f,(z) - 1. Siz €10,1], fo(z) — 0. Par conséquent, la suite (f,)

n——+0o00
converge simplement vers f sr [0, 1] avec :

fx)=0siz€]0,1]
f) =1

Dans 'exemple précédent, les fonctions f,, sont continues mais la limite
f ne l'est pas.
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2.0.9 Convergence uniforme

Définition 2 Une suite de fonctions (f, : X — R) converge uniformément
vers f: X — R sur X si:

supl/u(#) — f(x)| — 0.

reX n—+oo

Dans I'exemple précédent, la suite (f,) ne converge pas uniformément

vers f sur [0,1] (ni sur [0,1]). En effet, pour tout n, sup ’fn(x) — f(x)’ =1
z€[0,1]
En revanche, la méme suite ( f,,) converge uniformément vers f sur [0, 1/2].

En effet,
1
sup ’fn(:p) —f(x)’ =— — 0.

1'6[0,1/2] o 2” n—-+00

Proposition 1 (Critére de Cauchy pour la convergence uniforme) Si
(fn: X — R) est une suite de fonctions telle que :

Ve >0, dng, Yn > ng, Vp >0, Vo € X, ‘fnﬂ?(x) — fn(x)’ <e

alors la suite (f, : X — R) converge uniformément sur X vers une limite

f: X —=R.

2.0.10 Continuité

Proposition 2 Supposons que la suite (f, : X — R) converge uniformément
sur X vers f: X — R.

Si toutes les fonctions f,, sont continues en xq € X, alors f est continue
en xg € X.

e Si toutes les fonctions f,, sont continues sur X, alors f est continue
sur X.

Preuve. Etant donné & > 0,on a:

@)= fwo)| < [F@) = fal@)] + | fal@) = falwo)| + |fulxo) = f(w0)]
< 2suplfuy) = S)|+ [£ule) = fulao)|

IN

AN

On voit donc qu’il existe ng tel que :

Vo€ X, [ @) = f(w0)] < [Fao(w) = fuolo0)| +€/2
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On utilise alors la continuité de f,, en zy ce qui montre 'existence de n > 0
tel que pour tout x € X vérifiant |z — zo| <7, on a :

| fro (@) = fuo(0)| < £/2.
Alors, pour tou x € X vérifiant |z — x¢| <7, on a:

|£(2) — flzo)| <ef2+e/2=c.

Cela montre la continuité de f en xg. OJ

2.0.11 Intégrabilité

Proposition 3 Soit (f, : [a,b] — R) une suite de fonctions continues. Si
(fn) converge uniformément sur [a,b] vers f, alors :

/abf(x) dr = lim /ab fn(z) dz.

n—-+o0o

Preuve. La fonction f est continue sur [a,b], donc intégrable sur [a, b].
Pour tout € > 0, si n est suffisamment grand, on a :

Vo € [a,b], f(r)—¢e < fulz) < f(z) +e.
Donc :
</abf(:c) dx) —e-(b—a) S/abf"(x) dz < </abf(:c) diL‘) +e-(b—a).

Autrement dit :

/abfn(:c) dr — /ab f(z) dx

<e-(b—a).

2.0.12 Dérivabilité

Proposition 4 Soit I C R un intervalle. Supposons que (f, : I — R) est
une suite de fonctions telles que :

o f, est C surl,

o f.(xg) — € pour un certain xy € I,
o

n—+
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o la suite des dérivées (f]) converge uniformément sur I vers une fonc-
tion g.

Alors,
1. (fn) converge simplement sur I vers une fonction f,

2. f est de classe C' sur I,
3 flwo) =1L, f' =g et f(z) :e+/ g(t) dt.

Si de plus I est un intervalle borné, alors (f,) converge uniformément vers
fosurl.

Preuve. On applique le résultat d’intégrabilité sur [xg, 2] :

xT

Fal@) = fulzo) = /x:f;(t) at — [ g ar.

n—+00 Jyq

Donc : -

folz) — 04 g(t) dt.

n—-400 0

La limite

f(t):£+/mjg(t) dt

est donc une primitive de g. C’est donc une fonction C! de dérivée f' = g.
Si I C [a,b] est un intervalle borné :

) = F@)] = [fulen) = e+ [ (70— 9(0) at

< |falwo) = + (0= a) -supf1(8) = 9(8)] =, 0.

n—-4o0o

La convergence de (f,,) vers f est donc uniforme sur 1. O
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Séries de fonctions

On s’intéresse aux fonctions définies par des séries :
flx) =3 fi(2).
&

Deux exemples :

+o00
1. les séries entitres : f(z) = Y apa” avec (ay) une suite de nombres réels
k=0
+o0 l‘k
ou complexes. Par exemple : exp(x) = Z R
k=0 "

+oo +oo
2. les séries de Fourier : f(z) = ao + Y ai cos(kz) + > bysin(kz).
k=1 k=1

2.0.1 Convergence simple, absolue, uniforme et nor-
male

Dans tout ce qui suit, (fx : X — R) est une suite de fonctions.

Définition 1 (Convergence simple)
La série de fonctions Y fr converge simplement sur X si pour tout x € X,

+oo
la série numérique Y fi(x) converge. On note alors : f(z) = > fu(x) la
k=0

somme de la série.

+oo .k
Exemple : le critere de d’Alembert montre que la série de fonctions Z T
k=0 "

est convergente. On appelle exp sa somme.

Définition 2 (Convergence absolue)
La série de fonctions Y fr converge absolument sur X si pour tout x € X,
la série numérique Z’fk(x) est convergente.

Proposition 1 5i la série de fonctions Y fi. est absolument convergente,
alors elle est convergente.

Exemple : la série 3" 2*/k! est absolument convergente.

Définition 3 (Convergence uniforme)
La série de fonctions Y. fi converge uniformément sur X wvers f si la suite
n

des sommes partielles S, : T +— Z fr(x), converge uniformément sur X.
k=0
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Proposition 2 5i la série de fonctions > fi est uniformément convergente,
alors elle est convergente.

Proposition 3 (Critere de Cauchy)
La série de fonctions Y fr converge uniformément sur X wvers f si, et seule-
ment si,

Ve >0, dng, Yn > ng, Vp > 1, Vo € X, ’un+1(x) + .- -un+p(x)’ <e.

Définition 4 (Convergence normale)

La série Y fr converge normalement sur X si la série Z sup’fk(x)‘ est con-
zeX
vergente.

Exemple : pour tout M > 0, lasérie - 2% /k! est normalement convergente
sur [—M, M].

Proposition 4 Si la série de fonctions Y fr est normalement convergente,
alors elle est uniformément convergente et absolument convergente.
Preuve. Critere de Cauchy et inégalité triangulaire. 0

On voit donc que pour tout M > 0, la série 3 2*/k! est uniformément
convergente sur [—M, M].

2.0.2 Continuité

La limite uniforme d’une série de fonctions continues est continue.

Proposition 5 5i les fonctions fr : X — R sont continues et si la série
> fr converge uniformément sur X, alors Y. fi est une fonction continue.

Preuve. Les sommes partielles S, sont continues. La suite (S,,) converge
uniformément sur X. Sa limite est donc continue (théoreme de continuité
pour les suites de fonctions. O

La fonction exp est donc continue sur R.

2.0.3 Intégration sur un segment

S’il y a convergence uniforme sur un segment, on peut permuter série et
intégrale.
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Proposition 6 Si les fonctions fi : [a,b] — R sont continues et si la série
> fr converge uniformément sur [a,bl], alors :

[(Zn) ar= 5 ([ e as).

Preuve. On applique le théoreme d’échange de limite et intégrale pour la
suite des sommes partielles S,, qui converge uniformément vers la somme de
la série :

b +00 b n
/ > Ji = / 3 i
b n
k=0

échange limite et intégrale n—+o0 J,

n b
linéarité de l'intégrale n—+400 im0’
+oo  p
o -
def 1;0 a

Pour tout b € R, on a :

b 400 bl’k 400 bk—f—l
dz = /—d =3 T ep(b) — 1.
/oeXp(x) g kzzo o kY kzzo(kﬂ)! exp(h)

La fonction exp est donc sa propre primitive. On voit donc que exp est une
fonction dérivable et que exp’ = exp.

2.0.4 Dérivabilité

Si la série des dérivées converge uniformément, alors on peut dériver terme
a terme.

Proposition 7 5i
o fi: I — R estC! sur un intervalle I C R,
o X fi(xg) converge pour un xo € I et

e > fi converge uniformément sur I,
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+00
alors la série Y. fi converge sur I, la somme Z fr est une fonction de classe
k=0

~+00 ! —+00
<Z fk) =>_ fi
k=0 k=0

De plus, si I est borné, la série > fi converge uniformément sur 1.

Cl sur I et :

Preuve. Appliquer le théoreme de dérivabilité pour la limite d’une suite
de fonctions a la suite des sommes partielles. ]

2.0.5 Séries alternées

Proposition 8 Soit (fi, : X — [0,+00]) une suite de fonctions qui con-
verge simplement (respectivement uniformément) sur X wvers 0, avec pour
tout v € X, fri1(x) < fulx). Alors, la série S(—1)*fi. converge simplement
(respectivement uniformément) vers une fonction f sur X.

Preuve. On applique le théoreme sur les séries alternées en observant
que :

Vi€ X, §<—1>'ffk<x>—§<—1>’ffk<x> < frnn(a).
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Exercices
Exercice 1 (Etude de domaine de convergence de suites de fonctions)

Etudier la convergence des suites de fonctions suivantes sur le domaine I:

1. ay(z) = sin (;—n), I=1[-1,1]
2. by(z) =sin <2x—n>, I=R
9 en(z) = m I=10,7]

4. dp(z) =2, [ =R,
5. fo(x) =na"In(x), I =|0,1]

S

gn(z) = n*(1 — z)"sin (g:p), I=10,2]
Exercice 2 (Suite de fonctions C' convergeant vers la valeur absolue)

Soit la suite (f, : R — R) définie par

-z st < ——
nx? 1 1 1
fn<x>: — t+— s ——<zT<—
2 2n nl n

T stx > —.

n

1. Montrer que toutes les fonctions f, sont C*.

2. Montrer que la suite (f,) converge uniformément sur R vers la fonction
(= [x]).

Exercice 3 (Etude de convergence)

Soit f,(x) n

) 1+ n2a?
FEtudier la convergence simple, puis uniforme sur Ry et enfin sur [a, +oo],
avec o > 0.

Exercice 4 (Convergence de f,(z,))
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1. Soit (f,) une suite de fonctions continues convergeant uniformément
vers une fonction f. Soit (x,) une suite convergeant vers x. Montrer
que la suite (f,(z,)) converge vers f(x).

On définit maintenant la suite (g, : [0,1] — R) par

nx si0§x<%
1 2
gn(x) = 2 —nx sz§§x<g
0 st —<zx<1.
n

2. Etudier la convergence simple de la suite (g,).

3. Etudier la convergence de la suite (gn(l/n)) Que peut-on en conclure
sur la convergence uniforme de la suite (g,) ¢

Exercice 5 (Suite de fonctions C?)

Soit (f,) une suite de fonctions de classe CP sur un intervalle I telle que
f(zo), f'(x0), ..., fPV(xg) convergent pour un xq € I et telle que la suite
f®) converge uniformément sur I. Montrer (f,) converge uniformément sur
I et que la limite est une fonction de classe CP.

Exercice 6 (Suite de fonctions définies par des intégrales)
Soit g : [0,1] — R une fonction continue. Pour x € [0,1], on pose f,(x) =

g(t")dt. Etudier la convergence de la suite (f,) sur[0,a] avec 0 < a < 1.

Exercice 7 (Non inversion limite—intégrale)
Soit fn(x) = ncos™(z)sin(x).

1. Déterminer la limite simple de la suite (f,).

w/2

2. Calculer lim Ja(t)dt.

n—00 Ji=0

Exercice 8 (Convergence uniforme de polynémes)
Soit (P,) une suite de polynomes convergeant uniformément sur R vers une
fonction f.

1. En utilisant le critere de Cauchy, montrer qu’il existe ng € N tel que
pour tout n > nyg, le polynome (P, — P,,) est constant.
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On note u,, = P,(0) — P,,(0).

2. Montrer que la suite u,, converge.

3. Montrer que f est un polynome.
Exercice 9 (Etude de domaine de convergence de séries de fonctions)

Etudier la convergence des séries de fonctions suivantes sur le domaine I :

1. Y a, avec a,(z) = %, I=R
24+n

2. 3 b, avec by(x) = e V¥ I = la,+00], a >0

1
3. > ¢, avee ¢y (x) = T I =11,400]
—1\ne—n=
4. > dy avec d,(x) = %, I =R,
n
cos(nx)

5. fn avec fo(z) = . , =R

6. 3 gn avec gy(x) =na"™(1—2z), I =[0,1], a €R
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Exercice 10 (Un calcul de série numérique)

Soit up(z) = (—=1)" 1= et v, (z) = (=1)"1a" 1,
n

1. Montrer que la série Zun converge normalement sur tout intervalle
n>1
[—a,a], avec 0 < a < 1. La limite, notée f, de cette série est-elle
continue sur | — 1,1[ ¢

2. Montrer que la série Zvn converge normalement sur tout intervalle
n>1
[—a,al, avec 0 < a < 1.

3. En déduire que la fonction f est dérivable sur | — 1,1[ et donner une
expression simple
de f'. En déduire une expression de f sur ] —1,1].

o0

4. En majorant le reste Zun(a:), montrer que la série converge uni-
n=N
formément sur [0,1]. En déduire que f est continue sur [0, 1].

o] -1 n+1
5. Déduire de tout ce qui précéde la valeur de z:L

n=1 n

Exercice 11 (Un équivalent de ( au voisinage de 1)
> 1

Soit ((z) =Y —.
n:lnw

1. Montrer que la série définissant la fonction { converge normalement sur
[a, +00[ pour tout a > 1. En déduire que ( est continue sur |1, +ool.

2. Montrer que la fonction ¢ est C' sur |1, +ool.
3. Tracer le graphe de la fonction ¢ sur |1, +o0].

oo (_ 1\n+1
Soit a(z) = Z¢
n=1 n®

4. Montrer que la série définissant la fonction a converge uniformément
sur [1, +ool.
En déduire que a est continue sur [1,+00].

1
5. Montrer que l'on a : a(x) = (1 — 23:1) ¢(x).

6. En déduire un équivalent de C lorsque x tend vers 17.
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Corrigé de la feuille 2

Exercice 12 (Etude de domaine de convergence de suites de fonctions)

1. an(x) = sin(5r) sur [-1,1] -
o Convergence simple : Pour tout x € [—1,1], 5% tend vers 0 lorsque
n tend vers l'infini, donc, par continuité de la fonction sinus, (a,)

converge simplement vers la fonction nulle.

o Convergence uniforme : Pour tout x € [—1,1], |sin(5;) — 0] <
| sin(5)| qui tend vers 0 lorsque n tend vers Uinfini. Il y a donc
convergence uniforme.

2. by(r) =sin(55) sur R :

e Convergence simple : Idem.

e Convergence uniforme : Pour tout n € N, on a, pour v = 2",

16,(2") — 0| = sin(1). 1l ne peut donc pas y avoir convergence
uniforme.
3. cp(x) = ﬁosm sur [0, 7] :

o Convergence simple : Pour tout x € [0,7] \ {5}, |1 + ncos(x)]
tend vers l'infini quand n augmente et c,(x) converge alors vers
0. Pour x = 3, la suite est constante égale a 1. Il y a donc
convergence simple vers la fonction constante égale a zéro sauf en
1, ou elle vaut 1.

o Convergence uniforme : Une suite de fonctions continues con-
verge vers une fonction discontinue, la convergence ne peut donc
pas étre uniforme.

4. dp(z) = 2™ sur Ry :

e Convergence simple : D’une part, pour tout x € R, e™"* tend
vers 0 lorsque n tend vers l'infini. D’autre part, pour x = 0,
la suite (d,(0)) est constante égale a 0. Il y a donc convergence
simple vers la fonction nulle.
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e Convergence uniforme : En étudiant les variations de f(x) =
|lze™™* — 0] = xe ™, on observe que pour tout x € Ry, on a
_ _m2 _m2 . _mn2 . —
0< xze™ < npe ™ < n2e ™. Or limn?e™ = limme™ =0
n—oo m—0o0

avec le changement de variable m = n?. Il y a donc convergence
uniforme.

5. fu(x) = nz™In(x) sur]0,1] :

e Convergence simple : D’une part, pour tout x €]0,1[, nx™ tend
vers 0 lorsque n tend vers l'infini. D’autre part, pour x = 0,
la suite (f,(0)) est constante égale a 0. Il y a donc convergence

simple vers la fonction nulle.

: 1
o (Convergence uniforme : Pour tout n € N, on a, pour x = e =»,

| fu(z)—0] = é Il ne peut donc pas y avoir convergence uniforme.

6. gn(x) =n*(1 —z)"sin(3x) sur[0,2] :

e Convergence simple : D’une part, pour tout x €0, 2], JingonQ(l —

x)" = lim n*(y)" = 0 avec le changement de variable y = 1 —x €

| = 1,1[. D’autre part, pour x = 0 et x = 2, la suite (gn(x))
est constante égale a 0. Il y a donc convergence simple vers la
fonction nulle.

o (Convergence uniforme : Considérons la suite x,, = % D’apres les
nombreux exercices traitant cela dans la feuille de TD n°1, on a

1
lim (1 —,)" = —. De plus, on a également sin(5x,) ~ 5-. On a
e

n—oo
nm

donc, au final, g,(zn) ~ 5=, ce qui, notamment, empéche la suite

m[zg}§1|gn(:p) — 0| de tendre vers 0 (comparez avec lexercice 4). 1l
xe|0,

n’y a donc pas convergence uniforme.
Exercice 13 (Suite de fonctions C'!' convergeant vers la valeur absolue)

Avant de commencer, un petit dessin du graphe de f, ne fera pas de mal

1. La continuité et la dérivabilité sont claires sur les intervalles | — oo, — % [,
= 1 l[ et ]%, oo[. Il suffit donc de vérifier pour tout n € N* :

n’n
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2
nT 1
2. En étudiant les variations du polynome — + —, on observe que pour

2 2n
= [_l %]’ on a0 < f.(z) < |z|, ce qui donne immédiatement pour

n’

toutn € N* et tout x € R,

n augmente. La suite de fonctions (f,) converge donc uniformément
vers la valeur absolue.

fulz)— |x|’ < L qui tend bien vers 0 lorsque

Exercice 14 (Etude de convergence)

nx
Commengons par étudier la convergence simple de fp(vr) = ——— =
- 1+ n22?
————— D’une part, pour tout x € R*, (1/n + na?) tend vers l'infini
Tt na? part, p L1/ ) fi

lorsque n tend vers l'infini. La suite (f,(z)) tend donc, alors, vers 0. D’autre
part, pour x =0, la suite (f,(0)) est constante égale a 0. Il y a donc conver-
gence simple vers la fonction nulle.
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Pour tout n € N, on a, pour x, = 1/n, |f.(z) — 0] = 3. Il ne peut donc
pas y avoir convergence uniforme sur R .
Cet argument, cependant, ne peut pas étre utilisé sur [a,+oo[ pour a > 0, la
suite (x,,) sortant de cet intervalle pour n assez grand. Et pour cause, [’étude
des variations de la fonction f, montre, justement, qu’elle est décroissante
tendant vers 0 pour r > % On a done, pour x € [a,+00[ et n assez grand,
|fn(z) — 0| < fula), qui, comme, on l'a vu, tend vers 0 lorsque n augmente.
Pour tout a > 0, il y a donc convergence uniforme sur |a, +00].

Exercice 15 (Convergence de f,(z,))

1. Pour commencer, remarquons qu’en tant que limite uniforme de fonc-
tions continues, la fonction f est, elle-méme continue. Revenons main-
tenant a la définition d’une suite convergente en posant € > 0.

La suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f, il existe donc
ny € N tel que, pour tout n > ny et tout z, on ait | f,(z) — f(z)] < 5.
De plus, la fonction f étant continue, il existe également n > 0 tel que
pour tout y vérifiant |y — x| <n, on ait |f(y) — f(x)] < 5. Or, la suite
() convergeant vers x, il existe un rang ny a partir duquel on a bien
|z, — x| <n.

On pose maintenant ng = max(ny, ny). On a alors, pour tout n > ny,

[fnlxn) = ()] < [ fulan) = f(@n)| 4+ [f(20) = f(2)]

e, €
2 2

IN

= E.

La suite (f,(x,)) converge donc bien vers f(x).

Ici, un petit dessin du graphe de g, stmpose :

2. D’une part, pour tout x €0, 1], il existe un rang a partir duquel on a
2 <z et donc a partir duquel la suite (g,(x)) devient constante égale
a 0. D’autre part, pour x =0, la suite (g,(0)) est constante égale a 0.
Il y a donc convergence simple vers la fonction nulle.

3. La suite (gn(%)) étant constante égale a 1, elle ne peut pas converger
vers 0 = f(0). D’apreés la question (1), il ne peut donc pas y avoir
convergence uniforme.

Remarque : La suite de fonction de [’exercice 8 donne un autre contre-exemple.
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Exercice 16 (Suite de fonctions CP?)

Démontrons par récurrence sur p la propriété :
Soit (f,) une suite de fonctions de classe CP sur un intervalle I telle que
f(xo), f'(x0), ..., fPV(20) convergent pour un xo € I et telle que la suite
%) converge uniformeément sur I vers une fonction g. Alors (f,) converge
uniformeément sur I et la limite est une fonction de classe CP, de dérivée

ieme

P égale a g.

e Le cas p =1 n’est autre que le théoreme de dérivabilité.

e Supposons le résultat vrai au rang (p — 1).
Soit (f,) une suite de fonctions telle que décrite dans I’énoncé. Con-
sidérons la suite de fonctions (fP=1)

— toutes les fonctions fP~Y) sont dérivables ;
— la suite fP~V(zq) converge ;

— la suite de fonctions ((fgp—1>)’) = (fP)) converge uniformement
vers une fonction g.

D’apreé le théoreme de dérivabilité, (fP~) converge uniformément vers
une fonction h de classe C' de dérivée égale a g. On utilise alors
Uhypothése de récurrence sur la suite (f,). On en conclut qu’elle con-
verge uniformément vers une fonction de classe CP~1, de dérivée (p —
1)%me égale a h. Mais d’aprés ce que lon a dit de h, la limite de la
suite (f,,) est donc méme de classe CP, de dérivée p™ égale a g.
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e D’apres le principe de raisonnement par récurrence, la propriété est
vraie pour tout p € N*.

Remarque : La propriété est méme vraie pour p = 0, il ne s’agit que de la continuité
d’umne limite uniforme de fonctions continues.

Exercice 17 (Suite de fonctions définies par des intégrales)

Commengons par définir la suite de fonctions (g,) sur [0, a] par g,(x) =

g(x™). Par continuité de g en 0, cette suite converge simplement vers la
fonction constante égale a g(0). Montrons que cette convergence est méme
uniforme. Pour cela, le mieux est encore de revenir a la définition.
Soit € > 0. Toujours par continuité de g en 0, il existe n > 0 tel que pour
tout y € [0,n], on ait |g(y) — g(0)| < e. Or, il existe un certain rang ng
partir duquel on a également, pour tout x € [0,a], 0 < z™ < o™ <1 et donc
lgn(x) — g(0)| < €. La convergence est donc uniforme sur [0, ], ainsi que
sur tout sous—intervalle.

D’apres le théoreme d’intégrabilité, a x fixé, la suite (f,(z)) converge vers
Iy 9(0)dt = 2g(0). L’uniformité de cette convergence découle de l’étude par
e précédente. On a, en effet, pour tout x € [0,q] :

Fule) =2g@) < [ lg(t") = g(0)] e
< /ggz—:dt pour n > ng
0
< ex<Le.

Exercice 18 (Non inversion limite—intégrale)

1. Fizony x € R\ {§ +kn}. On a alors —1 < cos(z) < 1, et ncos™(x)
tend vers 0 lorsque n augmente. D’autre part, pour v = 5 + km, la
suite est constante égale a 0. La suite (f,) converge donc simplement
vers la fonction nulle.
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2. Le calcul se fait directemet :

w/2 w/2
/ fa®)dt = / n cos™ (t)sin(t)dt
0 0
w/2
— _ n n+1
= { e (t) .
B n
N n+1
w/2
1+ / 0 dt.
n—oo 0

Il ne peut donc pas y avoir convergence uniforme.

Exercice 19 (Convergence uniforme de polynémes)

1. D’apres le critere de Cauchy, il existe un rang ng € N a partir duquel

on a pour tout x € R et tout n > ng, |P,(z)— Po,(x)| < 1. Le polynome
(P, — P,,) est donc borné sur R, donc constant. Autrement dit, P, =
P,, + cst ot la constante peut étre calculée en évaluant (P, — P,,) en
n’importe quel réel, 0 par exemple.

. La convergence uniforme impliquant la convergence simple, la suite

(P.(0)) converge vers une limite . La suite (u,) converge donc, elle
ausst, vers une limite I' = (I — P,,(0)).

. Pour tout n > ng, on a P, = P,, + u,. Or cette derniére expression

converge vers P, = P,, + ' lorsque n augmente. La limite f est donc
un polynome.
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Exercice 20 (Etude de domaine de convergence de séries de fonctions)

1. Y ap(x) =Y e sur Ry ¢

o Convergence normale : Une étude des variations de la fonction
|a,| montre que son mazimum est atteint pour xr = n et vaut ﬁ
Or, la série %Z% étant divergente, > a, n’est pas normalement
convergente.

x x

o (Convergence simple : On fire x € Ry, on a alors 0 < e S s
Par le théoréme de comparaison, la série est convergente. Il y a
donc convergence simple.

o (Convergence uniforme : Pour tout x € R, et tout n € N*, on

n

T

a4 s < % Notamment, pour x = 4n, cela donne » ay(4n) <
k=1
11
—an 4
De plus, pour tout x € Ry, la suite (an(x)) est décroissante en
n. On a donc, pour k < 4n, ai(4n) > as,(4n) = 5=, et donc
el dn 1
> ap(dn) > — = -.
—1 8n 2
4n n
Au final, pour tout n € Ny, on a |> ar(4n) — > ax(4n)| > 1 ou
encore = =
4n n 1
sup | Y _ay(r) — D ax(x)| > 1
T€R |k=1 k=1

Le critére de Cauchy n’est donc pas verifié et la convergence ne
peut pas étre uniforme.

2. Ybp(z) =X e V™ sur [a, +00] :

e Convergence normale : Ona sup |by(z)| = e"V™. Or lim n?e” V" =
z€[a,+oo| n—oo

4 = 0 avec le changement de variable m = \/n. La

lim m e "
m—00

série Y e~ W est donc convergente, et la série de fonctions > b,
converge normalement.

3. Yen(x) =Xtz sur [1,+o0] -
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1 1
e Convergence normale : On a sup |cq(z)| = — < —. Ce
z€[1,4o00| 14+n n

dernier majorant étant le terme général d’une série convergente,
la série de fonctions Y ¢, converge normalement.

4o Ydy(x) =2 L qur Ry

o
e Convergence normale : On a sup |d,(z)| = — qui est, malheureuse-
$€R+ n

ment, le terme général d’une série divergente.

e (Convergence simple : Commengons par fizer x € R.. On a alors

e—nw

n

— pour tout n € N¥, >0,

—nT

— la suite (eT) décroit vers 0.

On peut donc appliquer le critere des séries alternées et en déduire
que la série converge simplement.

e Convergence uniforme : Le critere des séries alternées cité ci-
, . —(n+1)x
e
dessus permet également de magjorer le reste de rangn par < —— <
L ce qui tend bien uniformeément vers 0 lorsque n augmente. Il
n+1’

y a donc convergence uniforme sur R .

5.3 fulz) = ZCOS?E—;”C) sur R :

1
e Convergence normale : On a sup|f,(z)| = —;. La série de fonc-
z€R n

tions Y. f, converge donc normalement.

6. > gn(z) =X n%"(1 —x) sur[0,1]

e (Convergence normale : L’étude des variations de g, donne

n 1 n nafl
i«lelg‘g (@)l n—+1 ( n+1) e

Il y a donc convergence normale si et seulement si a < 0.
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e Convergence simple : On five x €]0,1[. Soit y > 1 tel que vy < 1.
On a, pour n assez grand, n® < y" et donc n*a™(1 —x) < (1 —
x)(zy)". Ce dernier majorant étant le terme général d’une série
géométrique convergente, on en déduit que > g,(x) converge. De
plus, pour x =0 ou v = 1, la suite (g,(x)) est constante égale a
0. Il y a donc convergence simple vers une fonction g.

o (Convergence uniforme : La série étant déja normalement conver-
gente lorsque a < 0, considérons seulement le cas n > 0. On a
alors pour tout x € [O 1] et tout n > 1, g,(x ) z"(1—x) et donc

ng (1—x Zx > 2(1 —2"t) > 5 pour n assez grand.

Mazs cela interdit la contmuzte de g en 1 puisque g(1) =0. Il n’y
a donc pas convergence uniforme.

Exercice 21 (Un calcul de série numérique)

1. Pour tout n € N*, on a sup |u,(x)| = a_ < a". Or ce dernier

z€[—a,a)
magjorant est le terme général d’'une série geometmque convergente. La
série Y- u, converge ainsi normalement sur [—a, a|, donc uniformément
sur le méme intervalle.
Toutes les fonctions u, étant continues, la limite f est continue sur
[—a,a] pour tout a € [0,1[. Elle est donc continue sur] —1,1].

2. Idem.

3. On va raisonner sur lintervalle [—a,a]. On a alors convergence uni-
forme de la série Y ul, = > v, d’apres la question (2). De plus, la
série Y- u,(0) = >0 converge. On peut donc appliquer le théoréme de
dérivabilité et en déduire que f est dérivable sur [—a,a| avec

=Y (@) = Y () = S () =

n>1 n>0 L+

Cela est vrai, pour tout a € [0, 1], le résultat reste donc Umz' sur|—1,1].
Sur cet intervalle, la fonction f est donc la primitive de —— qui s ’annule
en 0, a savoir In(1 + x)

4. Commengons par fizer x € [0,1]. On a alors :

e pour tout n € N*, % >0
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e la suite (%) décroit vers 0.
On peut donc appliquer le critére des séries alternées et en déduire que,
non seulement, la série 3 u,(x) converge, mais également qu’au rang
n, le reste peut étre majoré par f:l < n}rl. Le reste converge donc
uniformeément vers 0 et la convergence de la série Y u, est uniforme
sur [0, 1].
La fonction f est donc continue sur [0,1] comme limite uniforme de
fonctions continues.
5. 0n a Yosy EL = f(1) = lim f(2) = lim In(1 4 2) = In(2).

r—1~ r—1—

Exercice 22 (Un équivalent de ( au voisinage de 1)

1. On pose, pour toutn € N*, z,(z) = . Onaalors sup |z,(x)| = —.
na

r€la,+00o
Or, d’apres le critere de Riemann, il s’agit du terme Lc[]éné;al d’une série
convergente. La série S z, converge ainsi normalement sur [a, +00],
donc uniformément sur le méme intervalle.
Toutes les fonctions z, étant continues, la limite ( est continue sur
la, +oo[ pour tout a > 1. Elle est donc continue sur |1, +ool.

. La convergence normale impliquant la convergence simple, de la ques-

tion précédente on peut déduire qu’il existe xoy (ro = 2 par exem-

ple) tel que > z,(xo) converge. De plus, pour tout n € N*, la fonc-

tion z, est dérivable, de dérivée égale a 2! (x) = %z(") On a alors
sup |z (x)| = ln(n). D’aprés le critere des séries de Bertrand, il

x€[a,+oo[ ne

s’agit du terme général d’une série convergente (Rappel : pour n assez

grand, majorer In(n) par naT_l, pULS mn(—f) par 11+Ta qui est convergente

d’apres le critére de Riemann). La série de ?onctions > 2! converge
alors normalement donc uniformément sur [a, +0oo|.

On peut donc appliquer le théoreme de dérivabilité, et en déduire que
la fonction ¢ est dérivable sur [a, +oo[. Cela est vrai pour tout a > 1,
la fonction ¢ est donc C' sur |1, +o0.

3. Remarques sur le tracé du graphe :

o Limite en +o0 : théoreme de la double limite ;

o Limite en 17 : On a la minoration :

> 1 O Al oo dt 1
1 n* 1 Jn tT 1 t* r—1 z—1t




o1

(-1

On a pour x > 1 fizé :

4. Posons pour tout n € N*, a,(x) =

n® :

e pour tout n € N*, n% >0

e la suite (n—lz) décroit vers 0.
On peut donc appliquer le critére des séries alternées et en déduire que,
non seulement, la série Y a,(x) converge, mais également qu’au rang
n, le reste peut étre majoré par m < n+r1 Le reste converge donc
uniformement vers 0 et la convergence de la série Y a, est uniforme
sur [1, +ool.
La fonction a est continue sur [1, +oo[ comme limite uniforme de fonc-

tions continues.

5. On a pour N € N* et x > 1 fizé :

1 Noq N1 N
<1 - 2J:—1> Y Z _x - Z 2x—1nx

n= n=1 n=1
N1 X2
S Zw S

Or, on a

S
=
8
IA
(]

n=|N/2|+1 (2[N/2] +2)*

2N/2

(2N/2)*
1
= — 0.

N T N

IN

Au final, lorsque l’on fait tendre N vers l’infini, on obtient (1 — 21%1) ((x) =
a(x).
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6. D’apres la question précédente, on a, pour tout x > 1 :

a(x)
- 1

2z—1

C(x) =

Or, d’apres Uexercice 10, a(1) = 1n(2). Au final, on a donc

In(2)  2*'.In(2)
1—- -1 9z-1_71"

2z—1

C(z) ~1+

On a, de plus,

2171 -1 = e(mfl) In(2) 1
= 1+ (x—1).In(2) =1 +o(x—1)
~ (r=1).In(2).

Au final, on a donc ((z) ~1+ 2

r—1"
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Test 2

Exercice 1

Donner un équivalent de ] quand x tend vers 0 puis un équivalent de

e —1—=x

- quand x tend vers 0.
sinr —x

Exercice 2

1
Donner le développement limité a l'ordre k en 0 de In(1+4x), et (14x)~.
x

Exercice 3 .
(0
+(=1)»

Déterminer la nature de la série de terme général

Exercice 4

On considere la suite u, = 2r", n > 1?2 Pour quelles valeurs de v la série

de terme général u, converge-t-elle? Quand la série converge, que vaut sa
o

somme? Que vaut alors Z 2rk 2
k=p
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3.1 Intégrales généralisées

3.1.1 Définitions, Exemples

Définition 1 a,b € [—00, +00].
b
. / f(t)dt est une intégrale classique si et seulement si a,b € R et

f:la,b] = R continue.

b
e dans tous les autres cas, / f(t)dt est dite généralisée.
a

400 400 b
Par exemple. / , / , /

11 |
Ou bien, a,b € R et f non continue sur [a, b] : / —dx, / — dz.
1T 0 x
Exemples.

Fonction Gamma d’Euler :
—+o0
[(z) := / t" et de.
0

+o0o
Pour z =2, I'(2) = / te~"dt. L’aire sous la courbe est-elle finie ?
0

Fonction Beta d’Euler :
1
B(r,s) = / 21— z)da

0
p 1/2, 301/2,1/2) = [ ——32 14 la courbe est-ell
ourr =s = s s = —_——, alre Sous la courbe est-elle
0 x(l—x)

finie ?

Définition 2

+o00
e Soit f : [a,+oo] — R continue (a € R). L’intégrale / f(t)dt con-

a
X

verge si et seulement si lim f(t) dt existe. Dans ce cas, on pose :
— 400
“+o0o
t:= 1 /
L f)dt= lim ] f(E)
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1

b
e Soit f :]—o00,b] — R continue (b € R). L’mtégmle/ f(t)dt con-

verge si et seulement si Xlim f(t)dt existe. Dans ce cas, on pose :
——00 JX

/_ boo f(t)dt:= Jim /; £(6) dt.

+oo
f(t)dt converge si et seulement si

0 400
/ f(t)dt et/ f(t)dt convergent. On pose :
—00 0

e 5i f: R — R est continue,

/_+°° FOdt = Jim [ f@)dr

- X —+4oo Y

Y ——oco

e idem pour f:[a,b[— R, f:]a,b] — R et f :]a,b[— R continue.

b
e si fla,b]\ {c} — R est continue, / f(t)dt converge si et seulement si
c b ¢
/ f(t)dt et/ f(t)dt convergent. On pose :

/abf(t) dt == /:f(t) dt + /cbf(t) dt.

Retour aux exemples.
X X X
/ te tdt = [—te‘t] +/ elfdt=1—(X+1)e ™ —, 40l
0 PP 0 0

Arcsiny/1—¢’ 2sinfcosf

/16/ dx
—_— = —df
/ _ =sin2 0 /A i sin @ cos 6
€ z ( 1 x) dz:;siilgcos 6de I‘CSIH\/E

= Q(Arcsin\/ 1—-¢ — Arcsin\/g) —2(n/2-0)=m.
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Proposition 1 Soit f : [a,+o0[— R continue telle que lim,_, ., f(z) = £.
+oo
o Si f(t)dt converge alors £ = 0.

a

+oo
o Sil+#0 alors / f(t)dt diverge.

Proposition 2 Si f : [a, +oo[— R continue, alors f(z) — 4100 0 nimplique

+oo
pas que / f(t)dt converge.
0

+oo
Proposition 3 Si [ : [a,4+o0[— R continue, alors / f(t)dt converge
0
nimplique pas que f(x) — 4100 0.
b
f(t)‘ dt converge, alors/ f(t)de

a

b
Proposition 4 Si f :]a,b[— R continue et/
converge. “

b
Définition 3 Si f :]a,b|— R continue et/
b a

f(t)’dt converge, on dit que

b b
/ f(t) dt est absolument convergente. Si/ f(t) dt converge mais que/ f(t)‘ dt

a a

b
diverge, on dit que / f(t)dt est semi-convergente.
a
+  sint ) s e -
Exemple: / 00—~ dt et semi-convergente. Pour l'utiliser, on utilise
1

une intégration par parties.

Proposition 5 (Changement de variable) Si f :Ja,b[— R est continue

B
et g :]a, B[—]a, b est Ct, croissante et bijective, alors / f(g(x)) - ¢'(z)dz

b

converge si et seulement si / f(t)dt converge. Alors :
a

/ﬁ f(g(x)) ¢ (z)dx = /ab f(t) dt.

o

3.1.2 Nature des intégrales généralisées

Proposition 6 Si f,g : [a, +oo[— R" sont continues positives, si f < g et

+o0 +oo
sz’/ g(t)dt converge, alors/ f(t)dt converge.

+00 +o0
Si/ f(t)dt diverge, alors / g(t) dt diverge.
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Proposition 7 Si f, g : [a, +00[— R sont continues positives et si f(x) ~
T—T00

+o0o +o0o
g(x), alors les intégrales f(t)dt et / g(t) dt sont de méme nature.

too dx
Proposition 8 (Riemann) / — conwverge si et seulement si o > 1.
1 e
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Proposition 9 Si f, g :]0,b] — R sont continues positives. Alors

b b
o sif<get si/ g(t)dt converge, alors/ f(t)dt converge.
0 0
b b
o sif<get si/ f(t) dt diverge, alors/ g(t)dt diverge.
0 0

b b
o si f(x) ~ g(x), alors les intégmles/o f(t)dt et/o g(t)dt sont de

méme nature.

L dz
o Riemann : / —, converge si et seulement siav < 1.
0 x
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Exercices

Exercice 1 Calculer lorsqu’elles convergent les intégrales généralisées suiv-
antes:

+oo 1
L /0 CEREET

P +o00 1 4
/0 e

—+oco
3. / e Fcosxdx
0

4. /O+OO In(1 + x)dx

Exercice 2 Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes:

+oo 1

T A S
1 Va2 +t+1
+o0 1

2/ dt

0o aZ+t2

t

1
3./€—dt
o t

1
/. / Intdt
0

“

1+ ¢2 di

+o0 eft

6. / dt
0 1+t
too cost

A
1 1+¢2

+too cost
g [Tty
1 t

/+°° (1+ V1)

Exercice 3 Déterminer pour quelles valeurs de couple (o, 3) € R? les intégrales
suivantes sont convergentes. (on dessinera dans le plan ’ensemble des cou-
ples (o, B) pour lesquels il y a convergence).
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+oo 1
P A —
o x(1+2°)

+o0 In(1 + a©
2/ In(1+a%) .,
0

B
too (1+1¢
5 | a+o°-t
t8
+oo 1 1
4. / :intégrales de Bertrand, e > 0. En deduzre/ —
o t*(Int)s

Exercice 4 Soit f une fonction décroissante de [a, +o00| dans RT.

+oo
1. Montrer que si l’mtégmle/ f(t)dt converge, alors lim xzf(x) = 0.

o T—+00
2x
(Remarquer que l'on a, si x > «, l'inégalité x f(2z) < / f(t)dt.)
2. Montrer par un contre exemple que la réciproque est fausse.

400 €_t _ 6—2t
Exercice 5 Soit [ = / — dt.
0

1. Montrer que I est convergente.

2. Pour e > 0, établir, en posant x = 2t la relation

too p—t _ =2t % ,—t
/ € 7° q-= / .
e t € t
3. En déduire 1.

Exercice 6 Soit a > 0. On définit sur [a,+oo[ les fonctions f et g par

sinz sin’z sinx

\/E+ . ezﬁg(m):\/E

1. Montrer que f et g sont équivalentes au voisinage de +00.

fx) =

Jr
2. Montrer que les intégrales / x)dz et / x)dx n'ont pas la

a
meme nature.
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Exercice 7 Soit f une fonction de R dans R continue et périodique dont
“+o0o

l’intégmle/ f(z) dz est convergente. Montrer que la fonction f est nulle.
0

(Raisonner par l'absurde: supposer f(c) # 0 pour un certain réel ¢ et montrer
que le critere de Cauchy est alors contredit).

Exercice 8 (Fonction Gamma). Soit n € N.
Considérons la fonction Gamma définie par

_ +eo rx—1 —t
I(z) = t* et dt
0

1. Quel est le domaine de définition de la fonction I'?

[(x+1)

2. Montrer que pour tout x > 0, I'(x) =
N*,I'(n) = (n — 1)L

. En déduire : Yn €

Exercice 9

+oo gin ¢

1. Montrer que/

dx est convergente.
0 x

2. Posons, pour n € N

(n+1D)7 | g
" :/ | sin z| e
nm X

Montrer que pour tout n > 0, on a —2— < u,. En déduire que

(n+)mr —
+oo |sinx ,
/ | | dx diverge.
0 x
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Test 7
Exercice 1 Déterminer la nature des intégrales suivantes :

+oo T+
de’
o x+a+a3

+00 gj
o= [ g,
0 \/5

“+oo 2
3@:/ te™t dt.
0

1. [1:

+o0o
Exercice 2 Soit I'(z) = / t" et dt.
0

1. Quel est le domaine de définition de la fonction T' sur R c’est a dire
I’ensemble des x pour lesquels l'intégrale converge.

2. Montrer que pour tout x > 0, I'(x) = Ca

xT

3. En déduire : ¥n € N\ {0}, I'(n)=(n—-1)L
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Séries entieres

4.0.3 Définition, exemples

Définition 1 Une série entiére est une série de fonctions de la forme :

Z a,x"aveca, € Retx € R.
n>0

Toute série entiere converge au moins en 1 point : x = 0.
Les sommes partielles sont des polynomes.
Exemple 1. Z x". Siz =1, la somme partielle d’ordre N vaut N + 1,

n>0
etsixz#1:
1 — gVt

N
> o=
n=0

Si |x| < 1, la série converge et la somme vaut 1/(1 —z). Si |z| > 1, la série
diverge.

1—=x

xn
Exemple 2. exp(z) = » — - La série converge sur R.

n>0

4.0.4 Rayon de convergence

Proposition 1 Soit Zanx" une série entiere. Il existe un rayon R €
n>0

0, +00] tel que
o pour |z| < R, la série converge,
e pour |x| > R, la série diverge.

Le réel R s’appelle le rayon de convergence de la série entiere.

Attention, on ne dit rien pour |z| = R.
La démonstration de ces résultats s’appuie sur les résultats intermédiaires
suivants.

Proposition 2 Si Z a,x| converge pour un xo € R, alors pour tout x avec
n>0

2| < |zol, la série Y a,a™ convege.
n>0
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Preuve. La série Z a,x{ converge. Le terme général tend vers 0, ce qui
n>0
montre que la suite a,z{ est bornée :

M, Vn >0 |a,a™| < M.

Si |z| < |zol, on a alors :

n

laz™| = |apay—| < M |—| = M\
g T
avec 0 < A\ = |z/zg| < 1. La série > MA"™ est une série géométrique de
raison < 1. Elle est donc convergente. La série Y a,z" est donc absolument
convergente. 0

Le rayon de convergence R est :

R :=sup { |zo|telque > a,af converge
n>0

Ant1
Qn

Proposition 3 Si a une limite £, alors R = 1//.

Proposition 4 Si \/|a,| a une limite £, alors R = 1/.

Attention. Il se peut que les limites précédentes n’existent pas. Cepen-
dant, le rayon de convergence est toujours bien défini.

4.0.5 Continuité de la somme d’une série entiere

Proposition 5 Soit Z apz" une série entieére de rayon de convergence R.
n>0
Pour tout 0 < r < R, la série Z a,x" converge normalement sur le segment
n>0
[—r, 7]

Corollaire 4 Soit Z anz" une série entiere de rayon de convergence R. La
n>0
somme de la série entiére est continue sur |—R, R|.
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4.0.6 Primitive de la somme d’une série entiere

Proposition 6 Les séries entieres :

Z anx’et Z an

n>0 n>0

+1

ont méme rayon de convergence R. Soit f :|-R,R| - Retg:]—R,R[— R
les fonctions définies par :

n+1

Z a,T etg Z an

n>0 n>0

Alors, g est dérivable sur] — R, R| et ¢’ = f.

4.0.7 Dérivées successives de la somme d’une série entiére

Proposition 7 Les séries entieres Z a,x" et Z na,x" ' ont méme rayon
n>0 n>1

de convergence R. Soit f : |—R,R[ — R et g : |-R, R[ — R les fonctions

définies par :
Z a,z"etg(x Z na,z" " .

n>0 n>1

Alors, [ est dérivable sur | — R, R[ et f' =g.

Corollaire 5 La somme d’une série entiere Zanx” de rayon de conver-
n>0

gence R estC® sur]|—R, R[. Les dérivées successives s’obtiennent en dérivant

terme a terme.

4.0.8 Opérations sur les séries entieres

On peut ajouter terme a terme deux séries entieres.

Proposition 8 Soient Z a,x" une série entiére de rayon de convergence
n>0
Ry et Z b,x" une série entiere de rayon de convergence Ry. La série entiere
n>0

> (an + by)z"™ a un rayon de convergence R > min(Ry, Rs) (avec égalité si
n>0

Ry # Rs). Pour tout x € |—R, R[, on a :

Z(aner Zanx +be

n>0 n>0 n>0
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Le produit de deux séries entieres est plus délicat.

Définition 2 Soient Z a,x’ et Z b,x" deux séries entiéres. La série “pro-
n>0 n>0
duit” est la série entiéere Z cpx™ avec :
n>0

Cp = Z apbn—p = agby, + aibp_1 + - a,_10y + a,by.
k=0

Proposition 9 Soient Z anx™ une série entiere de rayon de convergence Ry
n>0

et Z b,z une série entiére de rayon de convergence Ry. La série produit
n>0

cha:" a un rayon de convergence R > Rz := min(Ry, Ry) et pour tout

n>0

xr €]—Rs, R3], on a :

Z a,x” | - Z b,z" | = Z .

n>0 n>0 n>0
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Développement en séries entieres

4.0.9 Définition, premiers exemples

Définition 1 Une fonction [ : Jzg — R,xo+ R]| est développable en série
+oo

entiére en xo sur |vo — R, xo + R[ si et seulement si f(z) = Y an(z — zo)"
n=0

avec rayon de convergence R.

Proposition 1 i f est DSE en xq avec rayon de convergence R alors f est
de classe C*° sur|zg — R, o + R| et

90 () (5,
o) =3 T @y

sur |zg — R, xo + RJ.
Corollaire 6 [l y a unicité du développement en série entiere.
Attention. La fonction f : R — R définie par f(x) = eV gix £ 0 et

f(0) = 0 est C* sur R et toutes ses dérivées en 0 sont nulles. Cependant f
n’est pas développable en série entiere puisque sinon, f serait nulle.

4.0.10 Premiers exemples

1
Z " = T Le rayon de convergence est 1. Donc la fonction f(x) =
—x

n>0

est DSE en 0 avec rayon de convergence 1 et

1 —Zx".

1—=x >0

— X

En remplacant x par —z, on voit que 1/(1 4 z) est DSE en 0 avec rayon

de convergence 1 et
1

T2 = Z(—l)":pn.

En remplagant z par z2, on voit que 1/(1 + 2?) est DSE en 0 avec rayon
de convergence 1 et

1 n n
1+22 Z(_l) z*".

n>0
La fonction exponentielle est développable en série entiere en 0 avec rayon

de convergence 400 et

n
6$: x_

-
o !
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4.0.11 Dérivation, intégration
Proposition 2 5i f Z a,x" sur |—R, R| avec rayon de convergence

n>0
R alors [’ est DSE en 0 avec rayon de convergence R et

= Z na,x" "

n>1

sur ]—R, R|.

Exemple. En dérivant 1/(1 + z), on voit que f(z) =1/(1 + x)? est DSE
en 0 avec rayon de convergence 1 et

1+1:c2 - (i i :c) =2 (1)t =3 (1) (k + D2t

n>1 k>0

Proposition 3 Si f : |—R, R[ — R est dérivable et si sa dérivée est DSE
en 0 avec rayon de convergence R, alors f est DSE en 0 avec rayon de

convergence R et
2

f(x +Zan

n>0

Exemples. La fonction f(z) = In(1 + x) est une primitive de 1/(1 + z).
Elle est donc DSE en 0 avec rayon de convergence 1 et pour z € |—1,1]

xn—i—l

In(l+2z) =0+ (- - =2 (= ’““xk

n>0 n+1 E>1

La fonction f(z) = Arctan(x) est une primitive de 1/(1 + z?). Elle est
donc DSE en 0 avec rayon de convergence 1 et pour x € |—1, 1]

2n+1
n T

Arctanz =0+ > _(— 1
n

n>0

4.0.12 Equations différentielles

Si f est solution d'une équation différentielle et si f est développable en
série entiere, alors I’équation différentielle permet généralement d’établir une
relation de récurrence sur les coefficients de la série entiere.

Par exemple, I'unique solution de I’équation différentielle 4" +y = 0 telle
que f(0) = 1 et f/(0) = 0 est la fonction f(x) = cos(x) (cf cours de I'an
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passé). Or, cette équation admet une solution développable en série entiere
en 0 avec rayon de convergence +00

n>0

En effet, le rayon de convergence est +00, la somme est donc C*° sur R. On
peut dériver deux fois terme a terme. On voit alors que la somme est solution
de I’équation différentielle. De plus f(0) =1 et f'(0) = 1. Donc cette somme
est égale a cos(z). On a donc pour = € R

cos(z) = Z(—l)"(zn)!.

n>0

De méme, ou en dérivant terme a terme la série précédente

$2n+1

sin(x) = Z(—l)”m

n>0

Si l’on cherche une solution développable en série entiere en 0 de I’équation
différentielle (1 4+ z)y’ — ay = 0, on obtient la relation suivante:

(14+2)> na,z" ' —ad az" =0
n>1 n>0
ce qui s’écrit également
> (n+Dagz™ + > (n—a)a,z” = 0.
n>0 n>1

On a donc la relation de récurrence
(n+ 1Days1 + (n — a)a, = 0.
C’est-a-dire
a—n
n+1
Si a € N, les a, sont tous nuls a partir d'un certain rang et le rayon de

convergence ets —+oo.
Si a ¢ Net si ap # 0, les coefficients a,, ne sont jamais nuls et

Api1 = (07

Qp+1
G,

= lim
n—-+o00

lim
n—-400

o
n—+1
Le rayon de convergence est alors égal a 1. Il y a donc une solution développable
en série entiere en 0 avec rayon de convergence 1. La solution qui prend la

valeur 1 en 0, c’est-a-dire pour ag = 1, est la fonction (1 + z)®. Cela montre
que (14 x)* est DSE en 0 avec rayon de convergence 1.
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= x‘n R:
1—=x go
2 3 n
In(l+a) = o=+ %+ (=) R=1
3 2n+1
Arct = r——+.. —1)" . R=1
rctan(z) z——=+ +(-1) 2n+1+
x3 2n+1
Argth = — . . R=1
rgth(x) a:—i-3+ +2n+1+
Siaé¢N,
n termes
—1 —1)(a—2)...(a — 1
Miop - tpaps @D @ D@2 fa-nil),
2! n!
n termes
Arcsin(z) +1 x3+1 3 5+ +1-3-...-(2n—l) x2”“+
resin(z) = v+ - —+-—- - —+... :
2 3 24 5 2-4-...-(2n) 2n+1
—_—————
n termes
Arccos(z) = g—Arcsin(x) R=1
n termes
1 23 1-3 2° 1-3-...-(2n—1) a?!
Argsh = r—— - —+——+...+(=1) .
wesh(z) = w—g gt oyt ST ey
—_———
n termes
. r? "
€ l+24+—=4+—+...+—+... R =400
21 3! n!
2 gt 22
l——4+—=+4+...+ (1" . R =
cos(z) ST + ( >(2n)!+ +00
' UG gt
sin(z) x—§+§+...+(—) GnE) R =400
2 ot 22
ch(x) 1+5+I+'“+(2n)!+" R = +o0
I 2+
h —+=+... . R =
sh(z) x+3!+5!+ +(2n+1)!+ +o0
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Réduction des endomorphismes

5.0.13 Motivations

1. Suites a récurrence linéaire

Exemple : la suite de Fibonacci. ug = w1 = 1, et upi0 = Upyi1 + Up.
Comment faire pour calculer 17000 ?

On introduit un systeme matriciel :

Upyr (O 1 _ Uy ot uw \ (1

Upso ) 11 Upt1 w ) \1)°
En posant X,, = (ty, un41), on doit done calculer X,, = A™- X,. On est
donc ramené au probléeme du calcul de A™ avec A une matrice carrée.

Supposons que 'on puisse trouver une base de vecteurs (vy, v9) tels que
Avy = AMuy et Avyg = Avg. Alors A"y = Afug et A%y = Ajug. De
plus, tout vecteur v € R? s’écrit v = z1v; + 205 €t :

A" = 21 A"y + 29 A" vy = 21 ATV + T2 A5 U,

2. Systemes différentiels

Comment résoudre un systemes différentiel 7 Par exemple :

¥=x+y
Yy = .

On peut I'écrire sous la forme :

\ (11 x

y ) \10 y )
On est donc ramené a résoudre l'équation différentielle X' = A - X.
Nous verrons plus tard que les solutions sont de la forme :

X(t) = exp(tA) - X(0)

avec

1 1 tee g
exp(tAd) = Id + tA + 5(tA)2 + -+ E(M)k tee=> E(tA)’f.
! =k
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Pour le moment, supposons que I'on puisse trouver une base de vecteurs
(v1,v2) tels que Avy = A\ et Avy = Xovy. Les fonctions fi : t — ey,
fo : t — e, sont alors solutions de I'équation différentelle. En effet :

f{(t) = /\16)\1t1)1 = 6>\1t . A?Jl = Afl (t)

et
fo(t) = Aoe 2y, = ™2t Apy = Afo(t).

3. Transformations géométriques Comment peut-on caractériser les trans-
formations linéaires simples, telle qu'une homothétie, une rotation, une
projection ? Que se passse-t-il si on les compose 7

5.0.14 Vecteurs propres, valeurs propres, sous-espaces
propres

Dans toute la suite, K =R ou C, F et F sont des K-espaces vectoriels ( on
peut ajouter deux vecteurs; on peut multiplier un vecteur par un scalaire,
c’est-a-dire par un réel ou un nombre complexe).

Définition 1 Une application f : E — F est une application linéaire si

Vi,y € B, f(x+y) = f(z)+ fy)
VA e K, Ve e B, f(Ax) = \f(z).

Si F'= E, une application linéaire f : E — E est appelée un endomorphisme

de F.

Exemples. Une rotation de R? centrée & 'origine. Une homothétie ou une
similitude de R? centrée & I'origine. Dans R?, une projection sur une droite
passant par l'origine parallelement a une autre droite passant par 1’origine.
Dans R3, une projection sur un plan contenant 'origine parallelement qui
n’est pas contenue dans le plan.

Une translation de vecteur non nul n’est pas une application linéaire.

Définition 2 (endomorphismes) Soit f : E — E un endomorphisme.

e )\ € K est une valeur propre de f si il existe v € E un vecteur non nul,
tel que f(v) = \v.

e un vecteur v € E est un vecteur propre de f siv # 0 et si v et f(v)
sont colinéaires (il existe X € K tel que f(v) = v ; on dit alors que v
est un vecteur propre associé a \).
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e si A € K est une valeur propre de f, le sous-espace propre associé a A
est l'ensemble Ey = {x € E | f(x) = \z}.

Proposition 1 5i f : E — E est un endomorphisme et si A est une valeur
propre de f, alors l'espace propre associé a A est E, = Ker(f — AId).

On a des définitions similaires pour les matrices.

Définition 3 (matrices) Soit A € M, (K) (une matrice carrée de taille
n X n dont les coefficients appartiennent a K ).

e )\ est valeur propre de A s’il existe X € K™ un veteur non nul tel que
A-X = )NX.

o X est un vecteur propre de A si X # (0,0,---,0) et si A- X = AX
pour un A € K. On dit alors que X est un vecteur propre associé a .

e Le sous-espace propre associé a A est By ={X € K" | A- X = \X}.

5.0.15 Exemples.

1. f=Idou A=1,. Il n'y a qu'une seule valeur propre : A = 1. L’espace
propre Fy est égal a E. Tout vecteur non nul est un vecteur propre
associé a 1.

A1
2. matrice diagonale A = 0 . 0 avec \; # Aj si i # j. Les
An
valeurs propres sont les \;. L’espace propre £, sont la droite vectorielle
Ke; = Vect(e;).

10 0
3. matrice diagonale A =] 0 1 0 |. Les valeurs propres de A sont
0 0 —2

1 et —2 (les termes diagonaux). Les epaces propres sont :
E; = Vect(eg,e0) = {(x,y,0) | r € K, y € K}

et
E_5 = Vect(e3) ={(0,0,2) | z € K}.

1 2
0 3

(les termes diagonaux). Les espaces propres sont F; = Vect{(l, 0)} et
Es; = Vect{(—Q, 1)}

4. matrice triangulaire A = ( ) Les valeurs propres sont 1 et 3
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1 2
0 1
1. L’espace propre associé est £y = Vect(eq).

5. matrice triangulaire A = . Il n’y a qu'une seule valeur propre :

6. endomorphisme de polynémes : f : R[X] — R[X] définit par f(P) =
X P'. Les valeurs propres sont les entiers n > 1. Et ’espace propre E,,
est égal a Vect(X™).

7. endomorphisme de suites : soit f l’endomorphisme qui a une suite
(un)n>0 associe la suite (v,),>o définie par vg = 0, v1 = g, V3 = Uy,
...I1 n’y a aucune valeur propre

8. homothéties : il n’y a qu’une seule valeur propre A et E) = F.

9. projecteurs (pop =p) : il y a deux valeurs propres, 0 et 1. On a :
Ey = Ker(p) et FE; =Im(p).
De plus, Ey @ E; = E.
10. symétries (s os =1d) : il y a deux valeurs propres, 1 et —1. De plus,

s est la symétrie par rapport a E; parallelement a E_;.

5.0.16 Cas de la dimension finie
Rappels sur le déterminant

Définition 4 (déterminant d’une matrice 2 x 2)

a b
. d‘.—ad—bc.

Définition 5 (déterminant d’une matrice 3 x 3)

a; a2 a
K by by bi by bi b
b1 b2 b3 = a — a9 + as
Cy C3 Cc1 C C1 Co
Ci1 Co2 C3

Définition 6 (par récurrence) Si A = (a;;), on multiplie chaque terme
ay; de la premiere ligne par (—1)7 puis par le déterminant A; obtenu en
supprimant la premiere ligne et la j-eme colonne. Le déterminant cherché
est égal a la somme des termes (—1)'7 - ay ;- A; ainsi obtenus.

Proposition 2 déf(AB) = dét(A) - déi(B).
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Corollaire 7 A est inversible si et seulement si dét(A) # 0. Dans ce cas,

1
~ déA)

dét(A™)

Attention : dét(A + B) # dét(A) + dét(B).

Proposition 3 5i f : E — E est un endomorphisme, si A est la matrice
de f dans une base € et si A" est la matrice de [ dans une base £, alors

dét(A) = dét(A').

Définition 7 (déterminant d’un endomorphisme) Si f : E — E est
un endomorphisme, le déterminant de f est le déterminant de la matrice de
f dans une base quelconque de E.

Proposition 4 Soit f : E — E un endomorphisme. Alors

[ est un isomorphisme <= dét(f) # 0.

Polynome caractéristique

Proposition 5 Soit f un endomorphisme de E et A la matrice de f dans
une base quelconque de E. Alors,

A est valeur propre de f <= dét(f—Ald) =0 <= dét(A—\I)=0.
Définition 8 On appelle polynome caractéristique de A :
PA(X) = dél(A — XT,,).
On appelle polynome caractéristique de f :
Py(X) = dét(f — X1d).
Les valeurs propres sont donc les racines du polynoéme caractéristique.

Exemple 1

A= PiX)=(1-X)2-X)2%

o O =
o NN O
N OO

Définition 9 Si A est valeur propre de A (ou de f), elle est racine du
polynome caractéristique : P(X) = (X =) Q(X) avec Q(\) # 0. L’entier
ny s’appelle l'ordre de multiplicité de .
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Définition 10 (trace) La trace tr(A) d’une matrice A € M,(R) est la
somme des coefficients de la diagonale.

Proposition 6 Si A’ = P7'AP, alors tr(A’) = tr(A).

Proposition 7 Soit Py le polynéme caractéristique de A € M, (R). Alors
Py est un polynome de degré n. Le terme de plus haut degré est (—1)"X"™. Le
coefficient constant est Pa(0) = dét(A). Le coefficient de X" ' est (—1)""'tr(A).

5.0.17 Sous-espaces propres — Diagonalisabilité
Les sous-espaces propres sont en somme directe

Proposition 8 Si A\, s, ..., A\, sont des valeurs propres deux a deux dis-
tinctes et sivy, va, ..., v, sont des vecteurs propres associés, alors {vy, va,..., vy}
est libre. On a une somme directe

Eyx, @E\, ©---DE,,.
Corollaire 8

dim(E,\l @D E)\Q D---D E)\p) = dimE,\l + diHlE)\2 + -+ dimE)\p.

Diagonalisabilité

Définition 11 Un endomorphisme [ : E — E est diagonalisable s’il existe
une base de E formée de vecteurs propres de f.

Une matrice A € M,(R) est digonalisable s’il existe une base de R"
formée de vecteurs propres de A.

Proposition 9 Une matrice A € M,(R) est diagonalisable si, et seulement
s’il existe une matrice inversible P € M, (R) telle que P"'AP est une matrice
diagonale.

Proposition 10 f est diagonalisable si, et seulement si :

E=E\ 6E,® - ®E,,.

Corollaire 9 Un endomorphisme ou une matrice est diagonalisable si, et
seulement st :

dim £ = dim Ey, + dim E), + - -+ +dim E),,.
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Proposition 11 Soit A\ une valeur propre et ny sa multiplicité. Alors :
1 <dim FE) < n,.
Un polynome P est scindé sur K s’il s’écrit sous la forme :
P(X)=a- J[(X — )™
avec o; € K.

Corollaire 10 Si le polynome caractéristique est scindé sur K alors f (ou
A) est diagonalisable si, et seulement si, dim Ey, = n,, pour tout i.

Corollaire 11 57 le polynome caractéristique n’est pas scindé sur K alors f
(ou A) n’est pas diagonalisable.

Corollaire 12 57 le polynome caractéristique est scindé et n’a que des racines
simples, alors f ou A est diagonalisable.

Matrices symétriques

Définition 12 Une matrice A € M, (R) est symétrique si a;; = a;; pour tout
i ],

Proposition 12 Si A € M,(R) est symétrique, alors A est diagonalisable
dans M,(R).

Nous reparlerons de ce résultat dans le chapitre d’algebre suivant.
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Exercices

Echauffement

Exercice 1 Soit E le R-espace vectoriel des polynomes de degré < 2 a coef-
ficients réels.

— Quelle est la dimension de E 7

— Donner une base B de E.
Soit & : E— E défini par ®(P) = P'.

— & est-elle linéaire ¢

— Quelle est sa matrice dans la base B 7

11 1 10
Exercice 2 Soit la matrice A = etB=10 1 1].
01 0 01

— Calculer A™ pourn =20, 1, 2, 3...
— Que semble valoir A™ ?

— Démontrer cette supposition.

— Faire de méme avec B.

Exercice 3 Soit A, B deux matrices carrées de mémes dimensions.
— Donner un exemple ou AB # BA.
On suppose maintenant que AB = BA.
— Démontrer par récurrence sur n la formule du binome de Newton :

(A+ B)" = kznjo (Z) Ak gk,

— Pourquoi a-t-il fallu demander AB = BA ? Donner un exemple ot la
formule du binome est fausse.

Exercice 4 Soit A € C et

A 1 0 ... O]
0

c=1: 0
: .. S|
0 ... ... 0 A

— On décompose C = X\ + N (ot N est une matrice qu’on précisera).
Calculer N™. En déduire C™.
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Exercice 5 Soient E un espace vectoriel et F', G deux s.e.v. de E.
On rappelle la définition de F +G : F + G = {:L’—l—y‘x eFetye G}.
On rappelle la définition de E = F&G : E=F®G <= pourtoutx € F,
il existe une unique décomposition x =y + z avecy € F et z € G.
— Démontrer que E=F &G < (E=F+G et FNG={0}).

Exercice 6 Soit B la base canonique de R3 : B = (e, ez, e3) avec e; =
(1,0,0) eo = (0,1,0) et e3 = (0,0,1). Soit la famille B' = (v1,ve,v3) avec
v =(1,—1,1), v = (2,1,3), vy = (0,2, 1).

— Montrer que B’ est une base de R3.

— Ecrire la matrice de passage de B a B et de B' a B.
Soit f(x) =(x+y,z—z,x+y+2).

~ Ecrire la matrice My de f dans B et la matrice My de f dans B'.

Exercice 7 Soit P le sous-espace vectoriel de R* d’équation (x,y,z,t) €

P <
r+2y—z+t = 0

20 —y+3z+t = 0
Sr —Hy—8z+2t = 0

Donner une base de P.

Exercice 8 Soit P le sous-espace vectoriel de R* engendré par {vy,vs, v3}
avecv; = (1,1,1,0), vo = (1,2,1,1), v3 = (1,—2,1,—=3). Donner un systéme
d’équations linéaires de P, dont le nombre d’équations soit minimal.

Vecteur propres, valeurs propres, diagonalisation

Exercice 9 Vrai ou faux ?
1. La réunion de deux sous-espaces vectoriels de E en est un.
2. La somme de deuzr sous-espaces vectoriels de E en est un.

3. L’ensemble des vecteurs propres d’un endomorphisme f : E — E est
un sous-espace vectoriel de E.

4. Le noyau d’un endomorphisme est un sous-espace propre.
5. Litmage d’un endomorphisme est un sous-espace propre.

6. Un sous-espace propre n’est jamais réduit a {0}.
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7. Une matrice carrée et sa tansposée ont les mémes valeurs propres.

8. Une matrice carrée et sa tansposée ont les mémes vecteurs propres.

Exercice 10 Soit f un endomorphisme de E. Rappeler la démonstration
des faits suivants :

— Le sous-espace propre associé a la valeur propre A est égal a Ker(f —
Ald).

— X est valeur propre ssi Ker(f — Ald) # 0.

Exercice 11 Soit la matrice

A=

o O =
S =N
S Ot W

Trouver ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

Exercice 12 Soit la matrice

B:: :
1 ... 1

Trouver ses valeurs propres, ses sous-espaces propres, leur dimension. Quel
est son rang ¢ Est-elle diagonalisable ¢

Exercice 13 Soit la suite de Fibonacci :

Fo=0, 1 =1, Fppu=F,+ F, 1.

Soit V,, = an ] pourn > 1.

Fn—l
11
— Montrer que V,y1 = 10 V.
o . 11"
— En déduire une relation entre F,, et 1 ol -
— Diagonaliser 1 ol

— En déduire la formule explicite

U9 2
" V5

-5
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Exercice 14 Soit r la rotation dans R? de centre 0 et d’angle 6. On rappelle
qu’elle est linéaire.

— Donner sa matrice R dans la base canonique (supposée orthonormée
directe).

— Donner le polynome caractéristique de R.

— Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de r.
On considére maintenant la matrice R comme une matrice de Ma(C).

— (C’est la matrice de quel endomorphisme de quel espace vectoriel ?

— Donner son polynome caractéristique, ses valeurs propres et ses vecteurs
propres.
On revient a R? euclidien et aux matrices réelles. Soit s la symétrie orthog-
onale par rapport a la droite “y = x/27.

— Donner la matrice de s dans la base canonique, ses valeurs propres et
ses vecteurs propres.

Exercice 15

— Quelle est la matrice de la projection orthogonale sur le plan d’équation
2¢ + 3y + 4z = 0 dans R® (la base canonique de R étant supposée or-
thonormée).

— Quelle est la matrice de la projection de R? vers F parallélement o G,
ou F et G sont les s.e.v. de R? engendré par les vecteurs respectifs (1,2) et
(2,1). Faire un dessin.

Exercice 16 Soit E un espace vectoriel et F,G deuz s.e.v. de E tels que
FeG=FE. Tout x € E posséde une unique décomposition x = y + z avec
y € F et z € G. On appelle projection sur F parraléelement a G application
qui a x associe Y.

— Vérifier que [ est un endomorphisme de E (en particulier linéaire) et
que fof=f.
On appelle projecteur un endomorphisme p d’un espace vectoriel E vérifiant
pop=p.

- Vérifier que E = Eq @ E.

— Démontrer que p est la projection sur Ey parallelement a Ey.
Ainsi, les projecteurs et les projections sont les mémes choses. On suppose
maintenant E de dimension finie. Soit f la projection sur F' parallélement a
G.

— Démontrer que Tr(f) = dim F'.
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Exercice 17 Trouver valeurs propres et sous-espaces propres de :

0 2 -2 2

21 -1
3 2 -2 0 2 2
a=[ 8] m=o2 o o= 50 0
2 2 =20

Exercice 18 (*) Soit f un endomorphisme du R-e.v. E tel que f3 —3f? +
f—3Ild=0.

— Démontrer que (f?+1d)o (f —3Id) = 0= (f — 3Id) o (f? + 1d).

~ En déduire que Ker(f — 3Id) N Ker(f? 4+ Id) = {0}.

— Montrer qu’il existe des endomorphismes g, h de E tels que Id = (f* +
Id)og+ (f —3Id) o h. (on cherchera g, h comme des combinaisons linéaires

de puissances de f)
— En déduire que Ker(f — 3Id) @ Ker(f? +1d) = E.

Exercice 19 Soit E = R, [X]| lespace vectoriel des polynomes de degré < n.
Soit f(P) = aX?P" +bP.

- Vérifier que f définit un endomorphisme de E.

— Déterminer les espaces propres et valeurs propres de f.

— f est-elle diagonalisable ?
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Géométrie affine et euclidienne

6.0.18 Espaces affines

Définition 1 Un espace affine est la donnée d’un espace de points X non
vide, d’un espace vectoriel E et d’une application

XxX — FE
—
(A,B) — AB
qui vérifie les deux propriétés suivantes :

— —

1. relation de Chasles : pour tous points A, B, C dans X, AB+B—C>’ =A
et

2. pour tout point A € X et tout vecteur i € E, il existe un unique point
—
B e X tel que AB = u.

On notera B = A + « 'unique point B € X tel que AB = 1. Le point B
est I'image de A par la translation de vecteur .
Exemples. L’ensemble des points de R? et I’ensemble des points de R3.

6.0.19 Sous-espaces affines

Définition 2 Un sous-ensemble non vide Y C X est un sous-espace affine
de X dirigé par F si :

1. F est un sous-espace vectoriel de E;
. = . \
2. pour tous points A et B dans Y, le vecteur AB appartient a F;

3. pour tout point A dans Y et tout vecteur u dans F, le point A + u
appartient a Y.

Proposition 1 Les sous-espaces affines de X sont les ensembles de la forme
A+ F avec A € X et F sous-espace vectoriel de E.

Exemple. Dans le plan affine R2, les sous-espaces affines sont les points
et les droites. Dans l'espace affine R3, les sous-espaces affines sont les points,
les droites et les plans.
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6.0.20 Droites de R?

Proposition 2 Une équation cartésienne de la droite D de R? passant par
les points A := (x9,yo) et B := (x1,y1) est :

r Tog T
dét| v yo v | =0.
1 1 1

Proposition 3 Une équation cartésienne de la droite D C R? passant par
le point A := (9, yo) et dirigée par le vecteur u := (a,b) est :

dét| T Y ) .
y—1yo b

6.0.21 Plans de R?

Proposition 4 Une équation cartésienne du plan P contenant les trois points
non alignés A := (xo, Yo, 20), B := (x1,y1,21) et C := (22, Yo, 22) est :

r X9 X1 )

dét Y Yo n Yo —0.
Z 20 R1RZ2
1 1 1 1

Définition 3 Rappelons que si @, U et W sont trois vecteurs de R® alors, le
produit mizte de U, U et W est défini par :

— — —

[@, U, W] := détg(u, U, W)
avec B la base canonique de R3.

Proposition 5 Le produit mixte est nul si et seulement si les trois vecteurs
sont coplanaires.

Par conséquent, si on connait une base de l’espace vectoriel qui dirige
P (par exemple @ := AB et 7 = R*), un point M appartient au plan
P si et seulement si AM , U et U sont coplanaires donc si et seulement si
@7, AM] = 0.
Définition 4 Le produit vectoriel de deux vecteurs U := (ay,by,c1) et ¥ :=
(ag, by, co) est défini par :

a1 a2 bica — c1by
UNTV = bl N b2 = C1a2 — A1Co
C1 Co arby — bray
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Proposition 6 Soit P un plan de R3 contenant le point (xq,yo, 20) et dirigé
par le plan vectoriel engendré par (ay,by,cq) et (ag, by, cy). Une équation
cartésienne de P est :

a; A T — X9
dét| b by y—yo | =0,
Cit C Z—2X2

c’est-a-dire a(x — xo) + b(y — yo) + ¢(z — 29) = 0 avec :

a aq a9 b102 — Clbg
b = bl N bg xr = C1Q9 — A1C2
C C1 Co a1b2 — b1a2

6.0.22 Droites de R?

Attention: pour caractériser une droite de R? il faut un systéme de deux
équations cartésiennes.

6.0.23 Géométrie euclidienne dans R? et R?

Définition 5 Le produit scalaire de deux vecteurs @ := (z1,71) € R? et
T := (29, 1) € R? est (i, 0) := x105 + y19a-
Le produit scalaire de deux vecteurs @ := (r1,91,21) € R3 et ¥ :=

(12,2, 22) € R3 est (U, Uy) 1= 1129 + Y192 + 2122.

Définition 6 Lanorme d’un vecteur @ := (z,y) € R? est : ||| := 22 + y2.
La norme d’un vecteur @ := (x,y,z) € R3 est : ||u]| := a2 + y% + 22.

Proposition 7 Si 4 et ¥ sont deux vecteurs, on a :
1. ||l = (@, 1) ;
2. i+ 9117 = [Jal|* + |92 + 2 (@, 7)

Proposition 8 (Propriétés du produit scalaire)

1. Siu et U sont deux vecteurs, (i, V) = (U, u).

2. Les applications W — (U, w) et W +— (W,v) sont des applications
linéaires.

3. Enfin, (u,d) > 0 avec égalité si et seulement si U = 0.
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Proposition 9 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Siu et v sont deux vecteurs,

on a :
(@, )| <[] - ||9]

avec égalité si et seulement si U et ¥ sont colinéaires.

Proposition 10 (Propriétés de la norme) Pour tous vecteurs i et U et
pour tout A € R, on a les trois propriétés suivantes :

ﬁ
1. ||d]| > 0 et ||ud|| =0 si et seulement si = 0.
2. [[Adl| = [A] - [fal].
3. ||a+ 0| < ||| + ||9]] (inégalité triangulaire).
Définition 7 Deuz vecteurs i et ¥ sont orthogonaux si (i, ¥) = 0. On note
u L

Proposition 11 (Pythagore) Les vecteurs @ et ¢ sont orthogonaux si et
seulement sif :/
@ + 917 = ||@]]* + | |91]".

Définition 8 Une base est orthonormée si les vecteurs de la base sont de
norme 1 et sont deux a deux orthogonauz.

Proposition 12 Si (i, ) est une base orthonormée de R?, alors pour tout
vecteur T de R?, on a :

’172 <171,’I_J'>171 —+ <’172,U>’l72.

Si (1y, 1, U3) est une base orthonormée de R3, alors pour tout vecteur ¥ de
R3, on a :
U = (U, 0)V) + (Us, V) Vs + (U3, V)Us.

Proposition 13 5@ F' est un sous-espace vectoriel de E, l’ensemble :
Ft .= {17 € Etelque(Vu € F) (u,v) = O}
est un sous espace vectoriel de E.

Définition 9 Si F' est un sous-espace vectoriel de E, I'ensemble F* est ap-
pelé l'orthogonal de F. Si @ € F*, @ est orthogonal a F. Si Y C X est un
sous-espace affine dirigé par F et si i € F*, @ est orthogonal ¢ Y. Si Y et
Y’ sont deux sous-espaces affine de X dirigés respectivement par F et F*,
Y et Y’ sont orthogonaux.
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Exemple. Rappelons que si @, ¥ et @ sont trois vecteurs de R? alors :
[@, U, W] = (4 A\ U, W),

ou U A W est le produit vectoriel de 4 et ¢. Si @ et ¢ ne sont pas colinéaires,
@ A U est donc orthogonal au plan engendré par 4 et ¥ (le produit mixte est
nul si @ appartient a ce plan).

Proposition 14 Si D C R? est une droite d’équation ax + by + ¢ = 0,
alors le vecteur (a,b) est orthogonal @ D. Si P C R? est un plan d’équation
ax + by + cz +d = 0, alors le vecteur (a, b, c) est orthogonal a P.

Proposition 15 Les espaces F' et F+ sont supplémentaires.
Définition 10 La distance entre deux points A et B est :
—
d(A, B) .= ||AB]]|.

La distance entre deux points A et B est toujours positive. Elle est nulle
si et seulement si A = B. Si A := (¢, Yo, 20) €t B := (z1,y1, 21), alors :

d(A, B) = \/(z1 — 20)? + (1 — y0)2 + (21 — 20)2.

L’inégalité triangulaire implique que pour tout triplet de points (A, B, C),
on a :

d(A,C) < d(A, B) + d(B,C).

Définition 11 (Distance d’un point & un ensemble) La distance du point
A € X au sous-ensemble Y C X est :
d(AY) = AlﬂIéfyd(A, M).

Exemple. La distance du point (0,0, z) au plan horizontal d’équation
z =0 est |z|.

Définition 12 Si Y est un sous-espace affine de X dirigé par F', la pro-
jection orthogonale sur Y est la projection sur Y parallélement ¢ F+. La
symétrie orthogonale par rapport a Y est la symétrie par rapport a Y par-
allélement o F*+.

Proposition 16 Si A est un point de X et si Y est un sous-espace affine
de X, il existe un unique point B € Y tel que d(A, B) = d(A,Y). Le point
B est le projeté orthogonal de A sur'Y .
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Exercices

Exercice 1

1. Donner une équation de la droite D C R? passant par le point A =
(1,1) et dirigée par le vecteur(2, —3).

2. Donner une équation de la droite D C R? passant par les points A :=
(1,1) et B := (3,—2).

T =2+ 3\

3. Donner une équation cartésienne de la droite D d’équation paramétrique Y= 1—4)

R.

Exercice 2 Donner une équation cartésienne du plan P C R3 contenant les
points A = (1,2,3), B:=(0,1,0) et C :=(0,0,1).

Exercice 3 Soient Ay = (x1,11), As = (x2,y2) et Az = (x3,y3) trois
points de R%2. Montrer que les points sont alignés si et seulement si :

Ty T2 I3
déet| yi y2 ys | =0.
1 1 1

Exercice 4

1. Dans R3, on considére la droite D passant par le point A := (0,1,1)
et dirigée par le vecteur i = (2,—1,0). Soit B := (1,1,-2) € R3.
Déterminer d(B, D).

2. Déterminer d(A, D) si A := (zo,y0) € R? et si D C R? est la droite
d’équation ax + by + ¢ = 0.

3. Déterminer d(A, P) si A := (xg,v0,20) € R3 et si P C R? est le plan
d’équation ax + by + cz +d = 0.

Exercice 5 On munit R?® du produit scalaire canonique.

1. On considere le vecteur u = (2,—3,1), donner une base orthogonale de
R? contenant w.

2. Vérifier que B={(2—1,-1); (1,0,—1);(1,1,0)} est une base de R3.
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3. Donner la base orthonormée de R® obtenue a partir de B en utilisant
le procédé de Graam Schmidt.

Exercice 6 Soit E un espace euclidien et Ey, Ey deux sous espaces Montrer
que

1. si By C E5 alors E2l C Ef;’

2. (By+ E))t = ELNEf et (ByNEy)t = B + B

Exercice 7 On considere R™ muni du produit scalaire canonique. Pour les
différents sous espaces vectoriels ci dessous, trouver une base orthonormée
de E et de son orthogonal E*:

N
1. BE= {(1,2,3)} dans R3;

—

2. E= {(1,2,-1)(0,1,2)} dans R?;
4. E={(z,y,2,t) eRYx —2=0, x+22z+1t=0}.

Exercice 8 Dans R?® muni du produit scalaire canonique, on considére le
plan P = {(z,y,2) € R3/ 2 — 2y + 2 = 0}.

1. Donner dans la base canonique de R?, la matrice M, de p la projection
orthogonale sur P. Donner les valeurs propres, les sous espaces propres
de M,,. M, est elle diagonalisable?

2. Donner dans la base canonique de R3, la matrice M, de s la symétrie
orthogonale par rapport a P. Donner les valeurs propres, les sous es-
paces propres de M. My est elle diagonalisable?

3. Soit le vecteur v = (1, —2,3). Calculer la distance d(u, P) la distance
entre u et P.

Exercice 9 Dans un espace euclidien E, on considére v un vecteur non nul,
un scalaire \ et [’endomorphisme f de E défini par

f(x) =z + Mz, v)v.
1. Pour x € E, calculer || f(z)]|*.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur \ et v pour que f
soit une isométrie.
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3. Lorsque f est une isométrie déterminer ses valeurs propres, ses vecteurs

propres et donner une interprétation géom étrique de f

Exercice 10 Soit R3[X] l’espace vectoriel des polyndmes de degrés inf érieur
ou égal a 3. On considére sur R3[X]| Uapplication bilinéaire définie par

5(P.Q) = POQW) + [ POQ/(0)

pour P, Q) € R3[X].

1.

2.

Montrer que ¢ défini un produit scalaire sur R3[X].
Trouwver une base orthonormale de R3[X]| muni du produit scalaire ¢.

Soit B = {P € R3[X]/P(0) + 2 [, tP'(t) = 0}. Vérifier que E est un
sous espace vectoriel et en déterminer une base orthonormée.

Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur E dans la base
canonique de R3[X].

Exercice 11 On considére E l’espace des fonction continue f|—m, 7] — R
muni du produit scalaire (f, g) = 5= [T f(t) dt.

1.

Pourn € N on note ¢, et s, les fonctions de E respectivement données
par cp,(x) = cos(nx) et s,(x) = sin(nz). Montrer que quelque soit
n € N* la famille {cq, $1,¢1,+* , Sn, Cn} est orthogonale.

On considére pourn € N* le sous espace vectoriel E,, = Vect{co, s1,c1, - - -

Si p,, désigne la projection orthogonale sur E,,, déterminer p,(f) pour
fek.

Pour tout f € E, en déduire I(f) =  inf /ﬂ (f —ap—bysinx —

ap,br,a1€ER J_ 1
ay cos r)* dx.

Exercice 12

. Ecrire la matrice dans la base canonique de R? de la rotation d’angle

™

6

Ecrire la matrice dans la base canonique de R? de la rotation d’angle

% et d’aze le vecteur (1,0,1).

) Sny Cn}-
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Exercice 13

1. Soit f une isométrie de R™ et soit V un sous espace vectoriel de R™.
Montrer que si V est stable par f (i.e. f(V)C V) alors V* est stable

par f.

2. Montrer que si f est une isométrie de R™ alors ses valeurs propres sont
nécessairement de module 1, et son d éterminant est égal a +1.

3. En déduire que si f est une isométrie de R3 alors n écessairement 1 ou
—1 est valeur propres.

4. En admettant que les seules isométrie de R? sont les rotations et les
symeétries orthogonales par rapport a une droite, déterminer toutes les
isométries de R3. Les caractériser en fonction du déterminant, et des
sous espaces propres associé a £1.

Déterminer la nature des transformations de R? dont la matrice dans
la base canonique sont les suivantes

1 —2 —9 9 _9 1 1 —2 9
L R Sl -2 2, 9 1 -9
9 2 _1 3\ 9 1 9 9 2 1
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Espaces Euclidiens

6.0.1 Définition, exemples

Définition 1 E espace vectoriel sur R (dimension finie ou non).

e ¢: EF x E— R est une forme bilinéaire symétrique si :

- ¢(x7y) = qb(va)
- ¢('T + xlv y) = qb(x,y) + ¢(x,7y>;
- QZ)()\ZL‘,y) = /\Qﬁ(l’,y>

e ¢ est positive si ¢(x,x) > 0 pour tout x.

e ¢ est définie positive si ¢p(x,x) > 0 pour tout x avec égalité si et seule-
ment si x = 0.

Définition 2 E ev sur R muni d’une forme ¢ bilinéaire symétrique définie
positive est dir préhilbertien et ¢ est un produit scalaire.
Si E est de dimension finie, E est un espace euclidien.

Exemples.

« E=R"ct 9(a,y) = Xy

o F=R"et ¢(x,y) =X Nizyy; avec \; > 0.

o £ =M,(R) et ¢(A, B) = Trace(*AB) = 3 a; jb; ;.

o B =01 ) et 6(f,9) = [ F(t)glt)

Définition 3 (-,-) produit scalaire sur E.
La norme d’un vecteur x € F est : ||z|| .= \/{(x, x).

Proposition 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) (-, -) produit scalaire sur
E. Alors :

[, )| < [l - [y
avec égalité si et seulement st x et y sont colinéaires.
Preuve. Le polynome P(\) = (x+ Ay, x+ Ay) est un polynome de degré 2

qui soit n’a pas de racine, soit a une racine double. Son discriminant b? — 4ac
est > 0 et ne s’annule que si P a une racine double. ]
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Proposition 2 (Propriétés de la norme) Pour tous vecteurs z et y et
pour tout X\ € R, on a les trois propriétés suivantes :

1. ||z|]| = 0 et ||x|| = 0 si et seulement si x = 0.
2. [[Axl[ = [A[- ][]
3. e +yll < ||lz|| + |[yl| (inégalité triangulaire).

Preuve de I'inégalité triangulaire. On a ||z 4 y||* = [|z||* + ||y||” + 2(z, y)
et on applique Cauchy-Schwarz. O

6.0.2 Orthogonalité

Définition 4 Deux vecteurs x et y sont orthogonaux si (z,y) = 0. On note
r Ly.

Proposition 3 (Pythagore) Les vecteurs x et y sont orthogonauz si et
seulement sif :/
2 2 2
[z +yll™ = l]]” + [yl]”

Définition 5 Une base est orthonormée si les vecteurs de la base sont de
norme 1 et sont deux a deux orthogonauz.

Proposition 4 Si (e, e, ...,¢€,) est une base orthonormée de E, alors pour
tout vecteur x de E, on a :

x = (ey,x)e; + (eg, xyes + -+ + (en, T)ep.

Proposition 5 (Procédé d’orthgonalisation de Schmidt) Si(ey,...,e,)

est une base de F, il existe une base orthonormée (e}, ..., e.) telle que pour

tout k < n, Vect(el,...,e) = Vect(ey,...,ex). o

Proposition 6 5i F' est un sous-espace vectoriel de E, [’ensemble :
Ft .= {:c € Etelque(Vz € F) (z,y) = O}

est un sous espace vectoriel de E.

Définition 6 Si I est un sous-espace vectoriel de E, I'ensemble F* est ap-
pelé l'orthogonal de F. Six € F*, x est orthogonal a F.

Proposition 7 Les espaces F et F+ sont supplémentaires.
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Définition 7 Si F' est un sev de E, la projection orthogonale sur F' est la
projection orthogonale sur F parallélement o F~+.

Proposition 8 Si (eq,...,er) est une base de F', sev de E, et si pr est la
projection orthogonale sur F', alors :

pr(z) = (er,x)er + - - + (ex, )ex.
Proposition 9 Si F sev de E et si pr est la projection orthogonale sur F,
alors pour tout x dans E, pp(z) est Uunique vecteur de F qui minimise la
fonction y — |ly — x| :

vy e F,lpr(r) —af] <ly — ]

avec égalité si et seulement siy = pp(x).

6.0.3 Isométries et matrices orthogonales

Définition 8 Une application f : E — E est une isométrie sur || f(z)|| =
|-

Exemple. Rotation dans R2.

Proposition 10 f est un isométrie si et seulement si (f(x), f(y)) = (x,y).
En particulier, si x Ly, alors f(z) L f(y).

Proposition 11 Soit (eq,...,e,) est une base orthonormée. Alors, f est
une isométrie si et seulement si (f(el), e f(en)) est une base orthonormée.

Définition 9 Une matrice Q € M,,(R) est orthogonale si'Q - Q = I,,.

cos(f) —sin(6)
Exemple. (sin(@) cos(6) )

Proposition 12 Si(ey,...,e,) est une base orthonormée, f est une isométrie
si et seulement si la matrice de f dans la base (eq, ..., e,) est orthogonale.

Proposition 13 Si Q) est une matrice orthogonale, alors dét(Q) = +1.
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6.0.4 Endomorphismes symétriques et matrices symétriques

Définition 10 f: E — E est symétrique si pour tout x,y, on a :
(f(@),y) = (2, [(y)).
Définition 11 A € M, (R) est une matrice symétrique si *A = A.

Proposition 14 (ey,...,e,) est une base orthonormée, f est symétrique si
et seulement si la matrice de f dans la base (eq, ..., e,) est symétrique.

Proposition 15 Si f est un endomorphisme symétrique, alors [ est diago-
nalisable dans une base orthonormée.

Corollaire 13 57 A est une matrice symétrique, alors A est diagonalisable
dans une base orthonormée : il existe une matrice () orthogonale telle que :

'QAQ(= Q'AQ) = D

avec D diagonale.
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Devoir a la maison a rendre le 11 septembre

6.0.1 Annales 2003, Partie I, Exercice 1.

Il y avait 3 exercices. Temps estimé pour celui-ci: 45mn maximum.

"1
Un développement asymptotique de H, = Z =
k=1
1. Un équivalent de H,
"1
Soit n un entier naturel non nul, on pose H, = T
k=1
Sik 1 ! il d 1
i k est ti , mont < / Sdt< -
(a) Sik est un entier non nul, montrer que 1) A=
1
(b) En déduire 'encadrement suivant : Inn+ — < H, <Ilnn +1
n

(c) Donner un équivalent de H,, en +o0.

2. Suites adjacentes

Soit deux suites de réels (v,) et (w,) adjacentes c¢’est-a-dire que :
(v,) est croissante, (w,) est décroissante et liIE (v, — wy) = 0.
n—-0o0
(a) Montrer qu’il existe un entier naturel ng tel que, pour tout entier
n > ng, v, < w, + 1. En déduire que la suite (v,) est majorée.

(b) Montrer que la suite (w,) est minorée.

(c) En déduire que les suites (v,,) et (w,) sont convergentes et con-
vergent vers une meéme limite réelle.

3. Constante d’Euler

1
On pose, pourn >1,¢,=H, —Innetd, =c¢, — —.
n

1 1
(a) Montrer que, pour n > 1, ] <In(n+1)—1In(n) < -

(b) Montrer que les suite (c,) et (d,) convergent vers une méme limite.
On note alors 7 cette limite (v est appelée constante d’Euler).

(c) Montrer que : H, =1Inn + v+ o(1).
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Corrigé de ’exercice I, Partie I, Annales 2003
1. Un équivalent de H,

(a) Sik est un entier non nul et si k <t <k+1,ona:

1 1
— < - < -
k+1—t k

| =

En intégrant ces deux inégalités de k a k + 1, on obtient :

k41 1 1 k+11 k+1 1 1
—dt:—</ dt</ —dt
/k k+1 k+1 = Jk k

(b) SiI'on somme les inégalités précédentes de k =1ak=n—1, on

obtient :
1 1 1
o444 -=H, -1
Zk 2+3+ Jrn
1 1
< / — /— =1Inn
t t
| 1 1 1
< _ = — — :Hn——
- Zk 1 2 +n—l n
On a donc :

1
H,<Inn+1 e Inn+-<H,.
n

(c) D’apres la question précédente :

1 H, 1
<Im 14—

1+ < <
nlnn — Inn Inn
N———

— 1 — 1
n—oo n—oo

D’apres le théoreme des gendarmes, H,/Inn tend donc vers 1
quand n tend vers 4+o00. Cela montre que H,, ~ Inn.

2. Suites adjacentes

(a) Revenons a la définition de liIJIrl (v, —wy,) = 0. Pour tout £ > 0,
n—-roo

il existe ng € N tel que pour tout entier n > ng, |v, — w,| < e.
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En particulier, pour ¢ = 1, il existe un entier ng tel que pour tout
n > ng, v, — w, <1 (et donc v, < w, + 1).

La suite (w,,) est décroissante. Par conséquent, pour n > ng on
av, <w,+1 < w, +1. La suite (v,) est croissante. Par
conséquent, pour tout n < ng, on a v, < v,, < wy,, + 1. La suite
(v,) est donc majorée par wy, + 1.

(b) La suite (w,) est décroissante. Par conséquent, pour tout n < n,
on a w, > Wy, > U, — 1. La suite (v,) est croissante. Par
conséquent, pour tout n > ng, on a w, > v, —1 > v,, — 1. La
suite (w,) est donc minorée par v,, — 1.

(c) La suite v, est croissante et majorée. Elle converge donc vers une
limite ¢; € R. La suite (w,) est décroissante et minorée. Elle
converge donc vers une limite ¢, € R. La suite (v,, —w,) converge
vers 0. On a donc ¢; — 5 = 0. Pa conséquent, les deux suites
convergent vers la méme limite ¢ = /5.

3. Constante d’Euler

(a) Pour n > 1, la fonction f : x — Inz est continue sur [n,n + 1] et
dérivable sur |n,n + 1[. D’apres le théoréme des accroissements
finis, il existe ¢ € |n,n + 1] tel que

fin+1) = fn)

1 1)—Ilnn= = f'(c).
-t 1)~ = HEERST0) g
Comme ¢ € |n,n+ 1], on a :
1 11
TES A

(b) Montrons que les suites (¢, ) et (d,,) sont adjacentes. Tout d’abord, :

Cna1—Cn = (Hn+1—ln(n+1))—<Hn—lnn) = —(ln(n+1)—lnn) <0.

n+
La suite (c,) est donc décroissante. Ensuite :
1 1
n+1_ (CnJrl — o 1) <Cn — g) = ﬁ—(ln(n—i—l)—ln n) > 0.
La suite (d,,) est donc croissante. Enfin :
¢, —d,=— — 0.
n n—-+oo

Les suites (c,) et (d,) sont adjacentes. Elles ont donc la méme
limite.
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(¢) Nous venons de montrer que :

lim ¢, = lim H,—Inn=".
n—-4oo n—-4oo

Autrement dit :

lim H,—Inn—~=0,

n—-—+00
ce qui s’écrit également H,, — Inn — v = o(1) ou encore :

H,=Inn+~vy+o(1).
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Devoir a la maison a rendre le 18 septembre

6.0.1 Annales 2003, Partie I, Exercice III.

Il y avait 3 exercices. Temps estimé pour celui-ci: 45mn maximum.

Regle de Raabe-Duhamel.

1. Soit > u, et Y v, deux séries a termes strictement positifs telle qu’il
Un+1 < Un+1

existe ng € N vérifiant : Vn > ny, , montrer que : si Y. v,
v
n n

converge alors > u,, converge.

2. Soit ( un réel non nul et (u,) une suite de réels strictement positifs

1
satisfaisant & : -l — 1 _ p +o0 (—)
U, n n

(a) Montrer que, si 'on pose, pour n > 1 et a réel a > 0, v, = —,

na
Upal Upp1 (O —« 1
ona: L Al —i—o(— )
Up, Uy, n n

(b) Si > 1, montrer que la série Y u,, converge. (On pourra choisir
le réel a € |1, A]).

(c) Sif < 1, montrer que la série Y- u, diverge.

3. Déterminer, en utilisant la regle de Raabe-Duhamel (résultats 2b et 2¢
ci-dessus), la nature des séries de terme général u,, :

(2n)!
(a) u, = EIEIIER

1)--- -1
(b) u, = CZL)((Zi 1; — ((Zi:_ 1)) ol a et b sont deux réels qui ne sont

pas des entiers négatifs. (On discutera selon la valeur de b — a)
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Corrigé de I’exercice 111, Partie I, Annales 2003

1. Notons que pour n > ng, on a :

Unp, Up—1 unoJrl Un Up—1 UnoJrl uno
Uy, = . .unog . .unozvn.
Up—1 Up—2 uno Up—1 Un—2 Uno Uno

Si la série Y v, converge, alors la série Y v, - —> converge. Comme
no
pour n > ng, le terme de cette série convergente majore u,, et comme

u, > 0, la série > u,, est convergente.

2. (a) On a:

. a 1\ @ 1\ 1
Ung1 _ _ 1 :(n+) :(1+_) :1_g+0(_).
Up, (n+ 1)« n n n n

Par conséquent :

n n 1 - 1
v+1_u+1:_g_1+é+0<_):5 a+0<_>.
n

Up, Up, n n n n

(b) Si > 1etsil<a< f,alors dapres le critere de Riemann, la

série > v, est convergente. De plus, f — a > 0 et donc, pour n
Un+1  Untl NET

T >0, clest a dire :

Un, Unp,

suffisamment,,

Unp+1 Up+1

Unp, Un

D’apres la question 1, la série > u,, est convergente.

(c) Si B < a < 1, alors la série v, diverge et pour n suffisamment
grand :

un—i—l

vn—i—l <

Un, Unp,

D’apres la question 1, si Y u,, était convergente, alors )" v, serait
convergente, ce qui n’est pas le cas. Par conséquent, > u, est
divergente.
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(a) On a:
Uni1 (2n + 2)! . 221 (n!)?
U, 92n+2 ((n + 1)!)2 (2n)!
(2n+2)(2n+1)
4(n+1)?

() () ()

1 1 2 1 1/2 1
R T ES e ES)
n 2n n n n

Par conséquent, on peut appliquer la regle de Raabe-Duhamel
avec :

1
=—-<1
& 2

La série > u,, diverge.

(b) On a:

n b 1 b— 1
u+1:a+n:<1+ﬁ>_<1__>+0<_):1_ a+0<_>.
Uy, b+n n n n n n
Sib—a <1, la série est divergente et si b —a > 1, la série est

convergente.

Enfin,sib—a=1,0n a:

w ala+1)---(a+n—1) _ @

(a+1)(a+2)---(a+n) a+n

Comme a # 0 (ce n'est pas un entier négatif), u, ~ a/n qui est
de signe constant. La série Y u,, est donc de méme nature que la
série > 1/n qui diverge.
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Devoir a la maison a rendre le 27 septembre

6.0.1 Annales 2004, Partie I, Exercice III.

Il y avait 2 exercices. Temps estimé pour celui-ci: 1h15 maximum.

Etude de séries dont le terme général est le reste d’une série con-
vergente.

Soit ng un entier naturel fixé. Soit Z a, une série convergente. On

n>ng
définit pour n entier naturel supérieur ou égal a ng, r, son reste de rang n :
+oo
Ty, = Z ap. Le but de 'exercice est d’étudier la convergence de la série
k=n-+1
Z r, dans trois exemples différents.
n>ng
1. On pose pour n > 0, a,, = o
Calculer r,, puis montrer que Z r, converge et calculer sa somme.
n>0
2. On pose pour n > 1, a,, = —.
n

Nous allons chercher un équivalent de (r},).
Soit k un entier supérieur ou égal a 1.

(a) Montrer que Vt € [k, k + 1], ﬁ < t% < %
(b) En déduire que pour tout entier naturel non nul n et pour tout en-
. PIPSNIEN . al 1 N+l dt
tier IV supérieur a2 et an-+1,on a: k%lm < /n+1 ) <
Yol

(¢) En déduire que pour tout entier naturel non nul n, on a :

1 < < 1 n 1
rn < :
n+1 7~ n+1 (n+1)2

(d) Donner alors un équivalent de (r,) lorsque n est au voisinage de

+00. Que peut-on conclure sur la nature de la série Z T 7
n>1
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(-1

n

3. On pose pour n > 1, a, =

(a) Justifier la convergence de Y ay.
n>1

(b) Expression intégrale de r,.
Soit n un entier naturel non nul. On définit la suite (,,) par

1 n
[n:(—l)”/o T da.

1+z

i. Montrer que lim [, = 0.
n—-—+00

(-1)* S
o On pourra calculer » _ (—z)".

ii. Montrer que I,, = In 2+Z
k=1

= k=0
+o00 (_1>n
iii. En déduire la valeur de Z ——— puis exprimer r, en fonc-
n=1
tion de 1,,.

(c¢) Conclusion

i. En utilisant une intégration par parties, montrer que l'on a :

(=" ( 1 )
L,=——+0(—
a(n+1) * ne
oua € R et a>1sont & déterminer.

ii. En déduire la nature de la série Z T
n>1
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Corrigé de I’exercice I, Partie I, Annales 2004

1. On a: N
X1 1 1
= D g TR o
k=n+1 _/

La suite (r,) est une suite géométrique de raison 1/2 < 1. La série

Z r, est donc convergente, de somme :
n>0

1 1
227:1—1/2:2

n>0

2. (a) Sik > 1, lafonction 1/t* est décroissante sur [k, k+1]. Donc pour
tout t € [k,k+ 1], on a:

1 < 1

(k+1)2 — 2

1
<

(b) En intégrant 'encadrement précédent sur Uintervalle [k, k4 1], on
obtient :

1 k+1 1 dt < k+1 dt < k+1 1 dt 1
(MHP_A (k+1)2 —A F—A 2

En sommant de k =n+1a k = N, on obtient :

N 1 N /k+1 dt N+1 J¢ N o
k

2 GTiES t2:LH'§§ 2 @

k=n+1 k=n+1 k=n-+1

(c) Par conséquent :
1 ol 1 1 1 QRS
i < - < —.
I S e i o

j=n+2 k=n+1 k=n-+1

En passant a la limite quand N — +o00, on obtient :
Tt < —— <1y,
1SS
Autrement dit :
1 < N 1 < 1 N 1
Tn =T < .
n+1- T 1?2 T n+1l ) (n+1)?
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(d) On a donc 'encadrement :

1/(n+1) <™ oo 1/(n+1) 1/(n+1)2.

_'_
I/n  —1/n= 1/n 1/n
—_———
— 1 — 1 — 0
n—-+4o0o n—-4oo n—+oo

D’apres le théoreme des gendarmes :
Tn_ - 1.
1/n n—-4oo
1 " 1
Cela montre que r, ~ —. Comme 1/n > 0 et comme la série Z —
n
diverge, on voit que la série > r, diverge.
(="

n

(a) La série Z est une série alternée. Elle est donc conver-

n>1
gente.

(b) i Pour tout z € [0,1], on a :

x
0< < x"
S172°
Par conséquent :
1 1
0<I, < / 2" dx = —_—
0 n+ 1 notoo
Cela montre que I, - 0.
ii. Notons que pour z € [0,1] :
n—1
1—(=2)" 1 , "
> (—a)" = 1—(—x) T 14z (=1) 1+
k=0

I, = /Ollixdx—/()l(:Z;(—x)k) dz

, n-l (_l,)k-f—l 1
= In(1+z)| +> lil
[ }0 P kE+1 0
n—1 k+1
(1)
= ln2—|—z
= kt+1
no(—1 k
= ln2+z( ) )
-k
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iii. En passant a la limite quand n tend vers 400, on obtient :
+o00 (_1>k
0= lim [, =1n2 —.
N

Par conséquent :

y= (= = —In2.
-k
De plus
400 (—l)k (_1)k
Tn= k -3 k =—In2- (I, —In2)=—1,.
k=1 k=1

(c¢) Conclusion

i. On va faire une intégration par parties en primitivant z™ (de
sorte a faire apparaitre le terme 1/(n + 1)) et en dérivant
1/(1+ z). On obtient :

n+1 1 1 1 ,n+l -1
o= (F) | [ g
n+1 1+z], on+1 (1+x

G A G A A
T 2(n+1) L /0 (1+x)? da

Sur l'intervalle [0, 1], on a 'encadrement :

n+1
z anrl

0< <
T (14x)? — ’

ce qui conduit a :

1 ol 1 1
Og/idxg/x”“dx: )
0o (1+xz)? 0 n+2

Par conséquent :
—1)" 1 n+1 1
(=1) / ’ der =0 (—)
n+1Jo (1+42)2 n?

R — +O<i>.

" 2(n+1)

et :
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_1\n
ii. La série Z Q est une série alternée, donc convergente.
n>1 2(n + 1)

Posons
(="

2(n+1)

Comme u,, = O(1/n?), il existe une constante C' telle que :

Up = Iy —

1

un| < C - )

n

La série 3°1/n? est convergente, la série 3 |u,| est donc con-

vergente. En d’autre termes, la série Y u, est absolument
convergente, donc convergente.

La série Z Ty = Z —1,, est donc convergente, car somme de
n>1 n>1
deux séries convergentes :

(="
D Tn= —Zm — D tn.
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Devoir a la maison a rendre le 4 octobre

6.0.1 Annales 2006, Partie I, Exercice 1.

Il y avait 3 exercices. Temps estimé pour celui-ci: 45mn maximum.

Etude d’une suite récurrente.

On note I 'intervalle ]0; l Soit (u,) la suite définie pour tout entier

1
NG
non nul 1 par U, 1 = u, — 2ud et u; = o
On note f la fonction définie sur I par f(z) =z — 223,

1. Etude de la convergence

(a) Déterminer les variations de f sur I puis comparer f([) et I.
(b) Déterminer la monotonie de la suite (u,).

(c) Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

2. Théoreme de Cesaro
Soit (v,) une suite définie pour tout entier naturel non nul n, qui con-
verge vers un réel /.
On définit alors la suite (M,,) pour tout entier naturel non nul n, par

1
ang(vl+v2+‘-‘+vn).

M,, est la moyenne arithmétique des n premiers termes de la suite (vy,).

(a) Traduire a l'aide de quantificateurs le fait que la suite (v,,) con-
verge vers /.

(b) Soit n un entier naturel non nul, et p un entier tel que 1 < p < n.
Montrer que

1p
M, — ) < = — — /.
M =l < 5 2 Joe =€+ max o — 4

(c¢) Conclure avec soint que si la suite (v,,) converge vers ¢, alors (M,)

converge aussi vers ¢ (ce résultat porte le nom de théoreme de
Cesaro).

3. Applications a la recherche d’un équivalent de (u,,)
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1 1
a) Déterminer la limite de ———— — — lorsque z tend vers 0.
(&) (x —223)2 a2 q
1 1
En déduire la limite de la suite (v,) définie par v, = — — —.
Up U2

(b) Utiliser tous les résultats précédents pour donner un équivalent au
n

voisinage de +oco de la suite (u,) (on pourra simplifier Y vy).
k=1



120 CHAPTER 6. GEOMETRIE AFFINE

Corrigé de ’exercice I, Partie I, Annales 2006

1. Etude de la convergence

(a) On a
fl(x)=1-62" >0

sur I. Par conséquent, la fonction f est strictement croissante sur
I. De plus, f(0) =0 et

f<L>IL_L:L<L_

Par conséquent :

(b) On voit par récurrence que pour tout n > 1, u,, € I. En effet,
uy = 1/10 € I et si u, € I, alors u,11 = f(u,) € f(I) C I. De
plus, pour tout xz € I :

flx) =2 —22% <.

Par conséquent, pour tout n > 1, u,y1 = f(u,) < u,. La suite
(uy) est décroissante.

(c¢) La suite (u,) est décroissante et minorée paar 0. Elle converge
donc. Soit ¢ la limite. Quand n — +o0, u,, — ¢ et u,.1 — £. Or,
Upy1 = U, — 2u3 converge vers £ — 2(% (la fonction f est continue
sur R). Par unicité de la limite d’une suite, on a donc £ = ¢ — 2(3,
ce qui montre que ¢ = 0. La suite (u,) converge donc vers 0.

2. Théoreme de Cesaro

(a)

Ve >0, dng € N, Yn >ng, |v, — /(] <e.

(b) D’apres l'inégalité triangulaire, on a :
1 1
|M,, — ] = E(vl+vg+~~+vn) —é‘ = ﬁ‘(v1+vz+~~+vn) —nf‘

1 n
— Z |Uk —£|
oy

IN
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Pour n > p, on peut majorer v, — ¢ par max |up — £|. On a alors,
p<k<n

1 [p p
M, -/t < = v, — b+ (n— max |v, — £
M, 1] < n(z| Fp) 2 |)
1 & n
= = | —{]+ max |vy — /|
n, n  p<k<n
1 p
< = —/ — 1.
_REW%|+£QM |

(c) Pour tout € > 0, il existe un entier p tel que pour tout k > p,

1.p
lup, — ] < e/2. Quand n — +oo, — Y _ |v, — ¢| tend vers 0. Par
[}
conséquent, il existe un entier ng tel que pour tout n > ng :

1p
— > o =] <
n,5

[N Q)

Posons n; = max(p, ng). Alors, pour tout n > ny, on a :

1 & e €
_y < = _ <4+ =c¢
|M,, — ] < nkz:;\vk 14 +pI£/?§Xn|,Uk /< 5T =¢
3. Applications a la recherche d’un équivalent de (u,,)
(a) Observons que
1 1 2 —(x—22%2 dat—4ab 4 —4a?
(r—223)2 22 22(x—223)2  24(1 —222)2 (1 —222)%
On a donc :
li L L _ 4
Iy ey
Comme la suite (u,,) converge vers 0, on a donc :
1 1 1 1
U= — =~ — 4.

2 2 — 9,32 2
upy our o (uy —2ud) u?
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(b) Nous allons utiliser le théoréeme de Cesaro. Pour cela, observons
que :

Mn = _ka

Ez/ )%z/ HE

D’apres le théoreme de Cesaro,

)

lim M, = 4.

n—-+o0o

Cela montre que :

D’ou :
nEToo Upi1 - 20 = 1.

Par conséquent, u,; est équivalent a 1/(2y/n) quand n tend vers +oo,
ou encore :

1
Un —2\/5.
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Devoir a la maison a rendre le 20 octobre

6.0.1 Annales 2005, Partie I, Exercice 1I.

Il y avait 3 exercices. Temps estimé pour celui-ci: 60mn maximum.
Quelques propriétés des endomorphismes nilpotents.

Soit n un entier naturel non nul. On note M, (R) le R-espace vectoriel
des matrices carrés réelles d’ordre n.

On dit qu'un endomorphisme de R™ (respectivement une matrice M de
M,,(R)) est nilpotent (respectivement nilpotente) s’il existe un entier & tel
que f¥ =0 (respectivement M* = 0).

1. Etude d’un exemple

On considere la matrice A =

N OO
LW O Ot
o O O

(a) Montrer que A est nilpotente.
(b) Déterminer la dimension du noyau de A.

(c) Calculer le polynéme caractéristique de A. A est-elle diagonalis-
able ?

2. Etude d’endomorphismes nilpotents particuliers

Les deux questions suivantes sont indépendantes.

(a) Soit f un endomorphisme nilpotent de R3 tel que f2 =0 et f # 0.
Comparer Kerf et Imf, puis calculer la dimensionde Kerf.

(b) Soit f un endomorphisme nilpotent de R™ tel que f™ = 0 et f*~! #
0. Soit & un vecteur de R” tel que f"~1(z) # 0.

Montrer que la famille B = {x, f(x), f3(x),..., f"fl(x)} est une
base de R™ puis écrire la matrice de f dans cette base.

3. Diagonalisation des matrices nilpotentes.

(a) Déterminer les matrices nilpotentes de M, (R) qui sont diagonal-
isables.

(b) Application : Déterminer les matrices symétriques de M, (R) qui
sont nilpotentes.
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Corrigé de I’exercice 11, Partie I, Annales 2005

1. (a)
(b)

0 0 0 000
A2=10 0 0 |etA®=|0 0 0
0 10 0 000

Les deux premieres colonnes de la matrice A sont indépendantes.
Le rang de la matrice est donc au moins 2. D’apres le théoreme
du rang, la dimension du noyau est donc au plus 1. Comme la
troisieme colonne de A est nulle, le vecteur (0,0,1) est dans le
noyau. La dimension du noyau est donc égale a 1 (et le noyau est
la droite engendrée par (0,0,1)).

Le polynome caractéristique de A est :

-X 5 0
PyX)=dét(A—-XI;)=dét| 0 —-X 0 |=-X°
2 3 -X

Il n’y a donc qu’une seule valeur propre : A = 0. La dimension de
'espace propre associé (c’est-a-dire le noyau de A) est égale a 1.
La somme des dimensions des espaces propres est égale a 1. Elle
n'est pas égale 3 (la dimension de I'espace). Par conséquent, A
n’est pas diagonalisable.

Comme f? =0, si y € Imf, c’est-a-dire si y = f(x), alors f(y) =
f?(x) = 0. Donc y est dans Kerf. Autrement dit, Imf C Kerf.
La dimension de I'image est au moins 1 car f # 0. D’apres le
théoreme du rang, si la dimension de I'image est > 2, alors la
dimension du noyau est < 1, ce qui n’est pas possible puisque
Imf C Kerf. Par conséquent, la dimension de 'image est 1 est
d’apres le théoreme du rang, la dimension du noyau est 2.

Supposons que a1« + asf(z) + ... a,_1f"(x) = 0. On montre
alors par récurrence sur k que pour tout k € {1,2,...,n — 1}
ap=ay=...=a; =0.

En effet, I'hypothese de récurrence est vrai au rang k =1 :

0 = f"_l(aliragf(x) +...+an_1f"_1(:p))
= ayf" @) +asf(x) + .. Fan_1 3 (2).
=0 =0
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Sia; =ay=...=a,_; =0, alors

0 = " af@) +. . +an 1" (@)

= apf" N @) F aper (X)) F o an ).
=0 =0

Donc a; = 0.

On a donc a1 =as = ... = a,_1 = 0, ce qui montre que la famille
B est libre. Comme elle contient n vecteurs de R™, ¢’est une base
de R™. La matrice de f dans cette base est :

0 0 0
1 0
0 1

0O ... 0 1 O

Soit A une matrice nilpotente et soit A une valeur propre de A. 11
existe un entier n tel que A™ = 0. Il existe un vecteur v non nul
tel que A-v = Av. Alors, A"v = X"v =0. Donc A" =0et A =0.
Il n’y a donc qu'une seule valeur propre : 0.

Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice P inversible
telle que D = P71AP avec D diagonale. Comme la seule valeur
propre est 0, les termes diagonaux de D sont tous nuls. Donc
D=0. Et A= PDP 1 =0.

La seule matrice nilpotente diagonalisable est la matrice nulle.

Si A est une matrice symétrique, alors A est diagonalisable. Si de
plus A est nilpotente, alors A = 0. La seule matrice symétrique
et nilpotente est donc la matrice nulle.
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Devoir a la maison a rendre le 27 octobre

6.0.1 Annales 2004, Partie I, Exercice 1I.

Il y avait 2 exercices. Temps estimé pour celui-ci: 1h15 maximum.

Racines carrées de matrices

On rappelle que M, [3](R) désigne 'ensemble des matrices carrées de taille
3 a coefficients réels. Soit A € M,[3](R), on dit qu'une matrice R € M, [3](R)
est une racine carrée de A si R? = A. Le but de I'exercice est de chercher
les racines carrées de la matrice A dans les deux exemples suivants qui sont
indépendants.

1 =5 5
Exemple 1 Casou A=| -5 3 -3
5 -3 3

1. Réduction de A
Déterminer le polynéme caractéristique de A puis justifier 1'existence
d’une matrice P € M,,[3](R) inversible telle que A = PDP~! ou D =

0 0 0
01 0
0 0 16

2. Montrer que R est une racine carrée de A, si et seulement si la matrice
S = P7'RP est une racine carrée de D.

3. Racines carrées de D
Soit S une racine carrée de D.
(a) Montrer que DS = SD.
(b) Montrer que la matrice S est diagonale.

(c¢) Pour i € {1,2,3}, on note respectivement s; et d; les coefficients
diagonaux des matrices S et D. Exprimer s; en fonction de d; puis
en déduire les racines carrées de la matrice D.

4. Ecrire toutes les racines carrées de A a l'aide de la matrice P. (On ne
demande pas de calculer P.)

Exemple 2 Cas ou A =

O = O
_ o O
o OO
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. Question préliminaire : Endomorphismes nilpotent

Soit f un endomorphisme non nul de R? nilpotent, c¢’est-a-dire vérifiant
fN =0 pour un certain entier naturel N.

Il existe alors un entier non nul k tel que f*~1 #£0et f*¥ = 0.

Le but de la question est de montrer que k£ < 3.

Soit x un vecteur de R? tel que f*~!(x) # 0.

(a) Montrer que pour i € {0,1,...,k — 1}, le vecteur f*(z) est non
nul. (on rappelle que f°(z) = x)
(b) Montrer que les vecteurs ( fl(x))ogz‘gkq forment une famille libre.

(c) Que peut-on en déduire pour k ? Justifier votre réponse.

Remarque Si une matrice M représente dans une base un endomor-
phisme f niltpotent, on dit que M est nilpotente.

. Supposons qu’il existe R une racine carrée de A.

(a) Calculer A%, A3. En déduire que R est nilpotente.

(b) Calculer alors R*. Comparer avec A% puis conclure.
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Corrigé de ’exercice 11, Partie I, Annales 2004

1.

3.

Le polynome caractéristique de A est :

Pa(X) = dét(A — XT)

11-X =5 )
= dét -5 3—-X =3
d -3 3-X

=(11-X)B3-X)B3-X)+75+75—25(3 - X)—9(11 — X) — 25(3 — X)
= X3 H17X2 16X = —X(X? — 17X +16) = —X (X — 1)(X — 16).

La matrice A a donc 3 valeurs propres distinctes : 0, 1 et 16. Si v
est un vecteur propre associé a 0, v un vecteur propre associé a 1 et
vg un vecteur propre associé a 16, et si P est la matrice de passage
de la base canonique & la base (v1, v2,v3), alors D = P71AP et donc,
A=PDP™

Si S = P'RP est une racine carrée de D, alors R = PSP~ ! et
R? = PSP=PSP ' = PSP~ ' = PDP ' = A
Réciproquement, si R? = A, alors

52 = P 'RPPTRP = P 'R’P =P 'AP = D.

(a) Si S est une racine carrée de D, alors DS = S25 = 5% = §5% =

SD.
a b c
(by SiS=1|d e f |, alors
g h 1
0 0 0 0 b 16¢
DS = d e f |etSD=1]1 0 e 16f
16g 16h 161 0 h 16¢

L’égalité des deux matrices montre que les coefficients a, b, ¢, d, f, g, h
sont nuls :

S:

o OO
o 0o O
<. O O

est une matrice diagonale.
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(c) La mtrice S? est une matrice diagonale dont les coefficients di-
agonaux sont égaux a s?. Si S? = D, on a alors s? = d;. Par
conséquent, s = 0et sy =0; s5 =1et sp = +1; s2 = 16 et
s3 = £4. La matrice D a donc 4 racines carrées :

0 00 0 0 0
S5=10101], S=[0-10/],
00 4 0 0 4
00 O 0 0 0
S3=1 01 0 [|etSy=[0 —1 0
00 —4 0 0 —4

(d) La matrice A a donc 4 racines carrées qui sont :

PSlpil, PSQPil, PSgPiletPSélpfl.

(a) Supposons par I'absurde que fi(z) =0 avec 1 € {0,1,...,k — 1}.
Alors =k —-1—7>0c¢et:

7M@) = F(f@) = f(0) = 0.

On a une contradiction puisque f*~1(z) # 0.

(b) Supposons par I'absurde que la famille ( fi(a:))0<,<k_1 n’est pas

libre. On peut alors trouver une combinaison linéaire :
0 1 k=10, _
aof () +arf (z) +... a1 f" " (x)=0

avec les a; non tous nuls. Soit p > 0 le plus petit entier tel que

a, # 0. Alors :
ap fP(x) + apa [P (@) + o e [ (@) = 0.,

Par conséquent :

0= fkilip(apfp(x) +ap fPH(2) akflf]%l(l’))
= a, [ 7H(2) + aper @) + - a T,
Il reste donc a, f*~1(z) = 0 avec f*~!(x) # 0. Donc a, = 0, ce qui
conterdit le fait d’avoir pris le plus petit p tel que a, # 0.

(c) On a une famille libre de k veteurs dans R3 qui est de dimension
3. Donc k < 3.
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000 000
5 (a) A= 0 0 0 [etA>=| 0 0 0 |. Par conséquent :
1 00 000

RC=R? R*> R2=A%3=0.

La matrice R est nilpotente.
(b) On a R* = R?- R? = A% # 0. Par conséquent, le plus petit
entier k pour lequel A¥ = 0 est supérieur ou égal & 4. Cela est

en contradiction avec la question 5 dans laquelle on montre que
k < 3. Donc, A n’a pas de racine carrée.
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Devoir a la maison a rendre le 17 novembre

6.0.1 Annales 2003, Partie I, Exercice 1I.

Il y avait 3 exercices. Temps estimé pour celui-ci: 1h.
Endomorphismes f vérifiant : Kerf = Imf.
A. Propriétés

1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et soit f un endomor-
phisme de F vérifiant : Kerf = Imf.

(a) Montrer que nécessairement n est un entier pair et déterminer le
rang de f en fonction de n.

(b) Montrer que, pour tout vecteur x de E, (f o f)(x) = 0.
2. Soit f un endomorphisme de F vérifiant fo f = 0 et dim £ = 2rang(f).

(a) Montrer que Imf C Kerf.
(b) En déduire que Kerf = Imf.

B. Cas général
Soit n € N*, soit £ un R-espace vectoriel de dimension n et soit f un
endomorphisme de F de rang p vérifiant Kerf = Imf.

3. Donner p en fonction de n.

4. Soit F' un supplémentaire de Ker f dans E, soit (ey, eg, ..., €,) une base
de F et soit (e}, e5,...,€)) une base de Kerf.
(a) Que peut-on dire de la famille (eq, eq,...,€,,€],€5,...,¢) 7

(b) Montrer que la famille (f<€1>,f(€2), . .,f(ep)) est une base de
Imf.

(c) Posons, pour tout entier i compris entre 1 et p, e,y; = f(e;) ;
calculer f(epi).

(d) montrer que la famille (eq, es, ..., €p, €pt1, ..., €9,) est une base de
E' et écrire la matrice de f dans cette base.

C. Application
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Soit F un R-espace vectoriel de dimension 4 de base B = (e, ey, €3, e4) et
soit f un endomorphisme de F dont la matrice dans la base B est :

0 -1 -1 0
-1 0 0 -1
A= 1 0 0 1
0o 1 1 0

5. Déterminer, en fonction des vecteurs de la base B, une base de Kerf
et une base delmf et, sans aucun calcul, déterminer A2

6. Montrer qu’il existe une base B’ de F dans laquelle la matrice de f est
triangulaire.

7. Déterminer les vecteurs d’une telle base B’ en fonction des vecteurs de

la base B.
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Endomorphismes f vérifiant : Kerf = Imf.
A. Propriétés
1. (a) D’apres le théoréeme du rang, on a :
dim F = dim Kerf + dimImf = 2dim Im f

car Kerf = Imf. Or le rang de f est rang(f) = dimImf. Donc,
la dimension n de E est paire et rang(f) = n/2.

(b) Siz € E, alors f(z) € Imf = Kerf. Donc f(f(:p)) = 0.
2. (a) Siy € Imf, alors il existe x € F tel que y = f(z). Alors

Fy) = F(f(@) = (fo f)(x) =0,

Donc y € Kerf. Cela montre que Imf C Kerf.
(b) Par hypothese, on a :

1
rang(f) = dimImf = 3 dim FE.
Par conséquent :
1
dimKerf =dim F — dimImf = édimE = dim Imf.

Comme Imf C Kerf et dimImf = dim Kerf, on a égalité des
sous-espaces vectoriels :

Kerf =Imf.

B. Cas général
3. D’apres la question l.a, on a p = n/2.
4. (a) Comme les espaces F' et Kerf sont supplémentaires, la famille
(€1,€2,...,ep €1, €5, ..., e;)

est une base de F.



134

(b)

CHAPTER 6. GEOMETRIE AFFINE

Soit x € E. On peut écrire :
= Aep+ - Ape, + Ne] + 4 el
Comme les e} appartiennent au noyau de f, on a :

f(@) = Auf(er) + - A flep) + Af(eh) + -+ A f(e).
0 i

On voit donc que f(x) est combinaison linéaire des f(e;). La

famille
(f(el)7 f(€2>7 R f(€p>)

est génératrice de Im f. De plus, elle contient p vecteurs et dim Imf =
p. C’est donc une base de Imf.

On a e,y = f(e;) € Imf = Kerf et donc f(epy) = 0.
La famille (epy1, ..., e2,) est une base de Imf d’apres la question
4.b. C’est donc une base de Kerf = Imf. D’apres la question 4.a,
la famille

(617 €25 €py Eptly- -,y 62p)
est une base de E. La matrice de f dans cette base est la matrice
dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs f(e;) dans la
base (e1,...,e9,). Pouri € [1,p], on a f(e;) = e,y et f(eps) = 0.
La matrice de f dans cette base est donc :

0O --- 00 --- 0
0 00 - 0
0 0

I, :

0 0

C. Application

5. On voit que I'image de f est engendrée par les vecteurs f(e1) = f(eq) ==

—ey + e3 et f(ea) = f(es) = —e; + e4. Une base de Imf est donc
(—ey + e3,—e; + e4). En particulier dimImf = 2. La dimension du
noyau est 2 et elle contient les vecteurs e; — ey et e; — e3. Une base de
Kerf est donc (e; — ey, 2 — e3). On voit donc que Imf = Kerf. On a
donc fo f =0, ce qui montre que A% = 0.
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6. D’apres la question 4.d, il existe une base B’ de E dans laquelle la
matrice de f est triangulaire inférieure.

7. 1l suffit de prendre (vi,v9) une base d'un supplémentaire de Kerf et
de poser v3 = f(v1) et vy = f(vy). On peut par exemple prendre
v = e1 et vy = ey, v3 = —e2+ e3 et vy = —el + e4. En effet, montrons
que l'espace vectoriel F' engendré par vy et vy est un supplémentaire
de Kerf. Notons d’abord que dim ' = 2. De plus, si A\jv; + \gvo €
FnKerf alors f(Ae; + Ages) = 0 = A\ovs + Avyg = 0. Or, (vs,v4) est
une famille libre, donc Ay + A3 = 0. Donc F N Kerf = {0} et F et
Kerf sont en somme directe. Comme chacun est de dimension 2 dans
un espace de dimension 4, on a bien F' @ Kerf = F.
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Devoir a la maison a rendre le 24 Novembre

6.0.1 Annales 2005, Partie I, Exercice 1.

Il y avait 3 exercices. Temps estimé pour celui-ci: 1h.

+o0 gin ¢

Calcul de l’intégrale de Dirichlet I = / —dt.

1.

0 t

Existence de [

On définit sur [0, +oo[ la fonction f par f(z) = el

et f(0) = 1. Justifier que f est continue sur [0,4o0[ puis montrer

pour z > 0

+  sint L
que [ = / OOT dt est convergente. On pourra intégrer par partes
0

Agint
'intégrale / % dt (A>1).
1

. Pour tout entier naturel non nul n, on définit I, et J, par : I, =

/(2n+1)% sint /% sin(2n + 1)t G
0 0 '

—dtet J, = -
t sint

3 2n+ 1)t

(a) Montrer que I,, = /5 sin( ; dt.
0

(b) Soient z € }O; g] etk un entier natruel non nul.

Ecrire sinz cos(2kz) a l'aide d'une différence de deux “sinus” et

in(2 1 “
sin(2n + L)z et > cos(2kz).

en déduire une relation entre -
sin x =

(c) Calculer J,.

Lemme de Lebesgue

Soit g une fonction de classe C' sur un intervalle [a,b] oul a et b sont

des réels avec a < b. On pose, pour tout entier naturel n, L, =
b

g(t) sin(nt) dt. Montrer en utilisant une intégration par parties que

la suite (L) tend vers 0 lorsque n tend vers +oc.

1
On définit la fonction ¢ sur [0, g} par ¢(z) = ——

r sinx
et ¢(0) = 0.

pour x €€ }0, %}

(a) Donner le développement limité a 'ordre 1 en 0 de ¢.

(b) Montrer que ¢ est dérivable sur {O; g]



137

On admet pour la fin de I'exercice que ¢ est en fait de classe C* sur

{O; g] (cela se démontre avec des claculs de développements limités).

5. Conclusion

Montrer que nli@m(]" — Jn) = 0 et en déduire la valeur de 'intégrale

I
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Corrigé de ’exercice I, Partie I, Annales 2005

. . . +oo sint
Calcul de l’intégrale de Dirichlet [ = / — dt.
0

1. Existence de |

La fonction f est continue sur |0, +oo[ car sinx et x sont continue sur
R et que = ne s’annule pas sur |0, +oo[. De plus, f est continue en 0

car :
sinx ~ x
z—0
et donc )
. . sinzx
lim f(z) = lim —— = 1= f(0).

lsint

On en déduit que I'intégrale / — dt est convergente (car f est con-
0

tinue sur [0, 1]). De plus, une intégration par parties donne :

Agint —cost14 A cost cos A A cost
/ —dt:[ —/ dt = cos1 — —/ dt.
1 1 1 1

t t 12 A 12
Notons que
cost 1
2=
400 ] ) . T2 cost
et / 7 dt est convergente. On voit donc que l'intégrale / 2 dt
1 1
cOS
est absolument convergente. Enfin Ahg} cos1 — = cos 1. Par
conséquent, la limite suivante existe :
Agint +o00 t
lim ﬂdt:cosl—/ 05T 4.
A—+o0 1 t2
e oo sint
Cela montre que l'intégrale / —— dt est convergente.
1
2. (a) Ona:
I, = / i
0 t
2 sin(2n + 1)u
t=2n+1)u Jo  (2n+ 1)u

2 sin(2 1
:/ sin(2n + 1)u du
0

u
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(b) En utilisant la formule :

sin(b + a) — sin(b — a)
2

sinacosb =

on obtient :
1
sin x cos(2ka¢)§ (sin(Qk: + 1)z — sin(2k — 1):10)

Par conséquent :

Z sin x cos(2kx) % > sin(2k + 1)z % > sin(2k — 1)z
k=1 k=1 k=1

1

§(sm (2n+ 1)z — smx)

Autrement dit :

" 1 (sin(2n+ 1)z
kglcos(Qk:m) =3 <— — 1) :

sin
(¢) On a donc :

. /% sin(2n + 1)t &t
0

sint

/0 ’ (2 S cos(2kt) + 1) dt

k=1
3 T
:22</ cos(2kt) dt)
=1 \Jo 2
. (sin(2k3)  sin0 T oow
;( 2k >+2 2

3. Lemme de Lebesgue

On a:

+ — /ab g'(t) cos(nt) dt.

n

L= " () sin(nt) dt l—g(t)

Or,

cos(nt)‘ < 1. Donc :

g )] dt —n 100 0.
n n

< SO0 L
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4. (a) Pour z >0, 0n a:

3
sinx =z — ry + ¢(z?)

et done

1 1 1 x? 9 1 =
= =— |1+ —+9o(27) | = —+-+0(x).
sin x x<1 — x2/6+(25(m2)) T 6 T

Par conséquent :

T
(b) La fonction ¢ est continue et dérivable sur ]0; —} comme différence
de deux inverses de fonctions dérivables ne s’annulant pas. pour
la dérivabilité en 0, on voit donc d’une part que ¢(x) —,_o 0.
Par conséquent, ¢ est continue en 0. D’autre part :

¢(x) = 0(0) _ ¢(x) 1

= —2 0 .
z—0 T * 6

Par conséquent, ¢ est dérivable en 0 et ¢'(0) = —1/6.

5. Conclusion

On admet que ¢ est C! sur [0, 7/2] et on peut donc appliquer le lemme
de Lebesgue. On a donc :

w/2
lirf é(t)sin(2n + 1)t dt = 0.
n—-+o00 /o
Donc :
7/2 gin(2 1)t 7/2 sin(2 1)t
lim (I, —J,) = lim Mdt_/ sin(2n + 1t |,
n—-+00 n—+o00 Jq t 0 sint

/2

= lim ¢(t)sin(2n + 1)tdt = 0.

n—-+4o00 Jq

De plus, quand n — 400, on a I,, — I. Par conséquent :

[:/+mydt:£
0 t 2
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Devoir a la maison a rendre le 11 septembre

6.0.1 Annales 2003, Partie I, Exercice 1.

Il y avait 3 exercices. Temps estimé pour celui-ci: 45mn maximum.

"1
Un développement asymptotique de H, = Z =
k=1
1. Un équivalent de H,
"1
Soit n un entier naturel non nul, on pose H, = T
k=1
Sik 1 ! il d 1
i k est ti , mont < / Sdt< -
(a) Sik est un entier non nul, montrer que 1) A=
1
(b) En déduire 'encadrement suivant : Inn+ — < H, <Ilnn +1
n

(c) Donner un équivalent de H,, en +o0.

2. Suites adjacentes

Soit deux suites de réels (v,) et (w,) adjacentes c¢’est-a-dire que :
(v,) est croissante, (w,) est décroissante et liIE (v, — wy) = 0.
n—-0o0
(a) Montrer qu’il existe un entier naturel ng tel que, pour tout entier
n > ng, v, < w, + 1. En déduire que la suite (v,) est majorée.

(b) Montrer que la suite (w,) est minorée.

(c) En déduire que les suites (v,,) et (w,) sont convergentes et con-
vergent vers une meéme limite réelle.

3. Constante d’Euler

1
On pose, pourn >1,¢,=H, —Innetd, =c¢, — —.
n

1 1
(a) Montrer que, pour n > 1, ] <In(n+1)—1In(n) < -

(b) Montrer que les suite (c,) et (d,) convergent vers une méme limite.
On note alors 7 cette limite (v est appelée constante d’Euler).

(c) Montrer que : H, =1Inn + v+ o(1).
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Corrigé de ’exercice I, Partie I, Annales 2003
1. Un équivalent de H,

(a) Sik est un entier non nul et si k <t <k+1,ona:

1 1
— < - < -
k+1—t k

| =

En intégrant ces deux inégalités de k a k + 1, on obtient :

k41 1 1 k+11 k+1 1 1
—dt:—</ dt</ —dt
/k k+1 k+1 = Jk k

(b) SiI'on somme les inégalités précédentes de k =1ak=n—1, on

obtient :
1 1 1
o444 -=H, -1
Zk 2+3+ Jrn
1 1
< / — /— =1Inn
t t
| 1 1 1
< _ = — — :Hn——
- Zk 1 2 +n—l n
On a donc :

1
H,<Inn+1 e Inn+-<H,.
n

(c) D’apres la question précédente :

1 H, 1
<Im 14—

1+ < <
nlnn — Inn Inn
N———

— 1 — 1
n—oo n—oo

D’apres le théoreme des gendarmes, H,/Inn tend donc vers 1
quand n tend vers 4+o00. Cela montre que H,, ~ Inn.

2. Suites adjacentes

(a) Revenons a la définition de liIJIrl (v, —wy,) = 0. Pour tout £ > 0,
n—-roo

il existe ng € N tel que pour tout entier n > ng, |v, — w,| < e.
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En particulier, pour ¢ = 1, il existe un entier ng tel que pour tout
n > ng, v, — w, <1 (et donc v, < w, + 1).

La suite (w,,) est décroissante. Par conséquent, pour n > ng on
av, <w,+1 < w, +1. La suite (v,) est croissante. Par
conséquent, pour tout n < ng, on a v, < v,, < wy,, + 1. La suite
(v,) est donc majorée par wy, + 1.

(b) La suite (w,) est décroissante. Par conséquent, pour tout n < n,
on a w, > Wy, > U, — 1. La suite (v,) est croissante. Par
conséquent, pour tout n > ng, on a w, > v, —1 > v,, — 1. La
suite (w,) est donc minorée par v,, — 1.

(c) La suite v, est croissante et majorée. Elle converge donc vers une
limite ¢; € R. La suite (w,) est décroissante et minorée. Elle
converge donc vers une limite ¢, € R. La suite (v,, —w,) converge
vers 0. On a donc ¢; — 5 = 0. Pa conséquent, les deux suites
convergent vers la méme limite ¢ = /5.

3. Constante d’Euler

(a) Pour n > 1, la fonction f : x — Inz est continue sur [n,n + 1] et
dérivable sur |n,n + 1[. D’apres le théoréme des accroissements
finis, il existe ¢ € |n,n + 1] tel que

fin+1) = fn)

1 1)—Ilnn= = f'(c).
-t 1)~ = HEERST0) g
Comme ¢ € |n,n+ 1], on a :
1 11
TES A

(b) Montrons que les suites (¢, ) et (d,,) sont adjacentes. Tout d’abord, :

Cna1—Cn = (Hn+1—ln(n+1))—<Hn—lnn) = —(ln(n+1)—lnn) <0.

n+
La suite (c,) est donc décroissante. Ensuite :
1 1
n+1_ (CnJrl — o 1) <Cn — g) = ﬁ—(ln(n—i—l)—ln n) > 0.
La suite (d,,) est donc croissante. Enfin :
¢, —d,=— — 0.
n n—-+oo

Les suites (c,) et (d,) sont adjacentes. Elles ont donc la méme
limite.
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(¢) Nous venons de montrer que :

lim ¢, = lim H,—Inn=".
n—-4oo n—-4oo

Autrement dit :

lim H,—Inn—~=0,

n—-—+00
ce qui s’écrit également H,, — Inn — v = o(1) ou encore :

H,=Inn+~vy+o(1).
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Devoir a la maison a rendre le 1 décembre

6.0.1 Annales 2004, Partie II.
Durée : 2 heures.

“+o0o
Un calcul de l'intégrale de Gauss, I = / e~ dx
0

+oo

Le but de ce probleme est de calculer I'intégrale de Gauss, I = / e du

0
.1 . . . _ 2

en utilisant une suite de fonctions qui converge vers = +— e~ *".

Les deux premiers paragraphes sont indépendants, le troisieme para-

graphe utilise les résultats démontrés dans les deux paragraphes précédents.

Questions préliminaires

1. Montrer que l'intégrale I est bien définie.
2. On définit sur [0, 1] la fonction ¥ par U(t) =t + In(1 —¢).
(a) Etudier les variations et le signe de W.

(b) Donner le développement limité a 'ordre 2 en 0 de .

I. Un équivalent des intégrales de Wallis et une application

Pour tout entier naturel n, on définit la suite des intégrales de Wallis (1,,)

™

par: I, = /5 sin” x dzx.
0

3. Une relation de récurrence
(a) Calculer I et I;.
(b) Justifier que (1,,) est une suite de réels strictement positifs.

"
n-+1

(c) Montrer que pour n > 1, on a I,,;1 =

4. Pour tout entier naturel non nul n, on définit la suite (u,) par u, =

n]n_lln.
™

Montrer que (u,,) est une suite constante et en déduire que I,,_11,, = o
n
5. Equivalent de [,

(a) Montrer que pour n > 1,ona I,,1 < I, < I, ;.
(b) En déduire que I, foR St
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(c) Donner alors un équivalent de (1,,) a I'infini.

6. Application :

Pour tout entier naturel n non nul, on définit la suite (.J,) par

2

\/ﬁ n
%:/ G—£>dm
0 n

(a) Montrer que pour n > 1, J, = \/5/5 sin? ™ (z) d.
0

(b) En déduire la limite de (J,,) en +oo.

II. Intégration sur un intervalle non borné de la limite d’une suite de fonctions

Si (f,) est une suite convergente de fonctions définies sur lintervalle
non borné [0, +oo[, on souhaite trouver une condition suffisante pour pou-

+o0
voir permuter limite et intégrale, c’est-a-dire avoir lim folz)dr =

n—+o0 Jo
+o0
/ lim f,(x)dz. Le but de ce paragraphe est donc de donner cette con-
0

n—-+oo
dition suffisante.

A. La convergence uniforme est insuffisante. ..

7. Pour tout entier naturel n non nul, on définit sur [0, +oo[ la suite de
fonctions (g,) par :

3 siz € [0,n]
2
gn(@) = —% +— siz € [n,2n]
n? n
0 si x € [2n, +oof.

(a) Représenter le graphe de gs.
(b) Soit n > 1, montrer que g, est continue sur [0, +oo[ et calculer

+o00
/ gn(x) dz en utilisant des conditions géométriques.
0

(c) Montrer que la suite (g,) converge uniformément sur [0, +oo[ vers

+oo +oo
la fonction nulle. A-t-on lir+n / gn(x) dx :/ lirf folz)dx?
n—+oo Jq 0 n—-+00
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B. Une condition suffisante : convergence uniforme sur tout seg-
ment et domination

Soit (fn)n>1 une suite de fonctions continues sur [0, +o0o[ qui converge
uniformément sur tout segment [0, a] inclus dans [0, +oo[ avec a > 0 vers une
fonction f.

On suppose en plus que la suite (f,,) est dominée, c’est-a-dire qu'il existe une

400
fonction g continue sur [0, +o00] telle que / g(z) dz converge et telle que
Vn > 1, |fal <g.
+oo
8. Montrer que f est continue sur [0, +oo[ et que (x) dx converge.
0

9. Soit € > 0.

+o0
(a) On définit sur [0, +oo[ la fonction ¢ par ¢(t) = / g(x)da.
t
Déterminer la limite de ¢ en +o0o puis justifier l'exsitence d’un

400
réel A > 0 tel que / g(x)dz < Z.
A
(b) En déduire que pour tout n > 1,

€

/0+°°}fn(£17) - f(x)}d:c < /OA‘fn(:c) — f(;c)‘ do + 5

—+00 —+00

(c) En déduire que lim fo(z)de = f(z)dz.
0

n—+oo Jo
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I11. Application au calcul de l’intégrale de Gauss

Pour tout en tier naturel n non nul, on définit sur [0, +oo] la suite de
fonctions (f,,) par :

(-2) srepi
0 siz € [y/n,+o0].

On note aussi f la fonction définie sur [0, +oo[ par f(z) = e *".

10. Soit x un réel strictement positif.
(a) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, on a f,(z) < f(x)
(on pourra utiliser la fonction ¥).

(b) Montrer que pour tout entier n vérifiant n > 22, on a
n¥ 22
[ful) = f@)] = (1_e (n)>.

(¢) En déduire que la suite de fonctions ( f,,) converge simplement vers
la fonction f sur [0, +o0].

11. Soit a un réel strictement positif.
Montrer que la suite (f,) converge uniformément sur [0, a] vers f.

+o0

£ s —z2 . v z?\" .
12. En déduire que / e dr= lim 1 — — ] dx puis conclure
0 0

n—-—+00 n

quant a la valeur de I.
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Corrigé de la Partie II, Annales 2004

Questions préliminaires

1.

2.

22

La fonction = +— e~ est continue sur [0,4+o0c0[. Il n’y a donc un

probleme qu’en +oo. Or, liIJP e = 0. Donc, il existe A > 0

tel que pour z > A, on a 0 < z2¢7* < 1. Sur [A, +o0[, on a donc

+oo ]
0<e® <1 /2% Comme Dintégrale / — dx est convergente, on en
A

+oo
déduit que l'intégrale / e da est convergente. Comme la fonction
A

A
T — e % est continue sur [0, A, l'intégrale / e da est également
0

—+00

convergente. Cela montre que l'intégrale / e~ da est convergente.
0

(a) Sit € [0,1], alors 1 —¢ € ]0,1]. Or x — Inx est continue et
dérivable sur ]0,1]. La fonction ¥ est donc continue et dérivable
sur [0, 1] comme composée et somme de fonctions continues et
dérivables. Notons que :

1 t
1t 1t
On voit donc que ¥'(t) < 0 pour ¢ € ]0,1]. La fonction ¥ est
donc strictement décroissante sur [0,1[. Notons également que
U(0) = 0+ In(l) = 0. La fonction ¥ est donc négative sur |0, 1]
et nulle en 0.

U'(t)=1

(b) Rappelons que In(1 + u) = u — u?/2 + u?c(u). Par conséquent :
2 t2

U(t)=t+ <—t - %) + t%e(t) = —5 t’e(t).

I. Un équivalent des intégrales de Wallis et une application

3. Une relation de récurrence

(a) On a

2 70
[0:/021(137:5

et - p
:| ™

11:/25inxdx:[—cosm =1.
0 0
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(b) Notons que sinz est continue et positive sur [0,7/2]. Il est est
de méme de sin" x pour tout n > 1. Par conséquent, I, > 0.
Pour tout n, sin”(7/2) = 1. Comme la fonction x +— sin" x est
continue, il existe d, > 0 tel que sin" xz > 1/2 sur [7/2 — 0, 7/2].
On voit alors que

w/2 ) w/2 ) w/2 1 571
/ sm"xd:pZ/ sin” x dx > —dx=—>0.
0 7/2—6, T/2—6n 2 2

La suite ([,,) est donc une suite de réels strictement positifs.

(c¢) Une intégration par parties montre que
w/2
I, = / sinx - sin” x dx
0

. 17/2 /2 1
= |:—COS.T'Sln ZL':|O -+ COS T - N S1n r-cosxdr
0

0

w/2
= / nsin” 'z (1—sin®x)dz =nl, 1 — nl, .
0

Par conséquent,

n
Vil =nl, qetl,y, = ——1, 1.
(n+ 1)L =nl, yetl, i

4. D’apres la question précédente, pour tout n > 1, on a

n
il = H., 1,1 = Hi, —»>~,_1=nl,1, 1 = u,.
Un41 (n+ ) +1 (n+ ) n+ 1 1 n 1 u

La suite (u,) est donc une suite constante. On a donc pour tout n > 1

n]n_lln:un:ulzl-lo-h:g.

Autrement dit -

Iy 11, = —.
! 2n
5. Equivalent de [,
(a) pour x € [0,7/2], on a sinz € [0,1]. Par conséquent, pour n > 1
1

sin"tr <sin"z < sin® .

Les inégalités sont préservées lorsque 1'on integre entre 0 et 7/2,
ce qui montre que I,,1 < [, < I, 1.
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(b) Rappelons que 1I,, # 0 pour tout n > 0. On a donc, pour n > 1,

I I
n+1 < n <1
Infl o [nfl -
D’apres la question 3.c., on a donc
I
Dot
n+17" I,1~
1

" — 1. Cela montre

D’apres le théoreme des gendarmes, lim

n—-+o00 n—1

que Ly ~ Iy 1.
+oo

(c) En utilisant le résultat de la question précédente et celui de la
question 4, on obtient :

2~ I I, =2
+o0 2n

Par conséquent :
i

I, ~ .
+oo V 2n

6. Application :

(a) Faisons le changement de variable © = /n - cost. L’application
t — y/n-cos z est une bijection dérivable et décroissante de [0, 7/2]
dans [0, y/n]. On a donc :

2

Vn " 0 n /2
/ (1 — x—) dz = // (1—0052 t) (—v/n-sint) dt = \/ﬁ/ sin®"*!(z) du.
0 /2 0

n

(b) On a donc

G nm NZS
= n-I ~ f— .

2n+1

II. Intégration sur un intervalle non borné de la limite d’une suite de fonctions

A. La convergence uniforme est insuffisante. ..
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7. (a)

(b) La fonction g, est continue sur chaque intervalle [0, n[, |n,2n[ et
|2n, +00[ car sur chacun de ces intervalles, g, est un polynome
(de degré 1). Le probleme de la continuité de g, ne se pose donc
qu'en n et en 2n. On vérifie facilement que

1

r—n r—n
x<n xz>n

et
lim gn(z) = 0= lim g,(z).
x<2n r>2n

La fonction g, est donc continue en ces deux points. L’intégrale
+oo

/ gn(x) dx est égale a laire sous le graphe de g, c’est-a-dire
0

'aire d'un triangle de base 2n et de hauteur 1/n. On a donc

+oo
/ gn(z)dr=—--2n-—=1.
0

1
Ve>0 0<gu(x) < — —5.150.
n

Par conséquent, la suite (g,) converge uniformément sur [0, +00]
vers la fonction nulle. Cependant

+o0 +oo
lim gn(x)dr =1 # O/ lim f,(z)dz.
0

n—+o Jo n—-4o0o

B. Une condition suffisante : convergence uniforme sur tout seg-
ment et domination
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8. La fonction f est continue sur tout segment [0, a] avec a > 0, comme
limite uniforme d’une suite de fonctions continues. Elle est donc con-
tinue sur [0, +ool.

En passant a la limite sur la majoration |f,| < g, on obtient |f| < g.

+oo +oo
Comme / g(x) dx converge, on en déduit que / |f(x)| dz con-
0 0

+oo
verge. Par conséquent, f(z) dz est absolument convergente (donc
0

convergente).

9. (a) On a

/O+OO g(x)der = /Ot g(x) dz+o(t)et tiigrnoo /Ot g(x)dx = /O+OO g(x)dz.

Par conséquent,
lim ¢(t) = 0.

t——+o0
Comme £/4 > 0, cela implique 'existence d'un réel A tel que pour
tout t > A, gb(t)’ < ¢/4. En particulier, pour t = A, on a

+o0 q e
/A g(x)dx < 7

(b) Pour tout n > 1, on a alors

[Nt~ s@) e = [ - £@)de [ - r)]de
OA d:c+/;oo’fn(x)’dx+/;oo‘f(:c)‘dx

400
dz + 2 / g(z)dx
A

<

";—;
~—~
=
|
=
SN— §/

< ["lnto) - s

< [M15u@) ~ @) ar 5.

(c) Comme A est fixé et comme f, — f uniformément sur [0, A], on
sait que pour n suffisamment grand,

sup |fu(@) = f(x)| <

£
z€[0,A] 2A°

On a alors
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Donc, pour n suffisamment grand, on a

’/OJFOO fo(x)de — /OJ”O f(x) dx‘ < /0+°°‘fn(:c)—f(;z;)‘ dr < %+% — -

Comme cela est vrai pour tout € > 0, on en déduit que

+

[e8) 400
lim folz)de = /0 f(x)dx.

n—-+4o0o Jq

II1. Application au calcul de l’intégrale de Gauss

10. (a)

Si /n <z, alors f,(z) =0 < f(x). Si/n > x, alors n > 22 et
0 <z?/n < 1. On a alors ¥(2?/n) < 0. Notons que

2

Fulz) = exp (nln (1 - ‘%)) = exp (n(W(a2/n) —2%/n)) .
Comme ¥(22/n) < 0, on a
fulx) < exp(—nz®/n) = f(z).

En reprenant le calcul précédent, on voit que si n > 2, alors
| Fa(@) = f(@)] = f(@)= fulz) = exp(—2?)—exp (n(¥(2?/n) — 2*/n)) = (1 —

Quand n — +oo, 2?/n — 0 et

2 1 2\ 2 4
o) o () __ a2t
n | no+too 2\ n 2n?2

Par conséquent,

2

x? x? nT(%)
n¥ | — ~  —— —, 1 Oete —ntoo L.
n | n—+too  2n

Au final,

’fn(x) - f(x)’ = e_xQ (1 - 6"‘1’(%)> —n—+o00 0.

Cela montre que f,(r) —n—t00 f(z) pour tout z > 0. Notons
que pour z = 0, f,(0) =1 — f(0) = 1. On a montré que la
suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction f sur
[0, +o0].
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. siw < a,alors 22 /n < a?/n et U(x?/n) > ¥(a?/n). Par conséquent
1— 6n\If(acQ/n) <1-— en\I/(QQ/n)'

De plus,

Par conséquent
’fn(l') - f(l')’ S 1- en\I/(a2/n) —7n—+4o0 0.
Cela montre que la suite (f,) converge uniformément sur [0, a] vers f.

. On a donc convergence uniforme sur tout segment et domination par

+oo
f avec / f(z)dz qui converge. Par conséquent
0

N 22\ " +o0 +00 +o0 )
lim (1 - —) dr = lim fo(z)de = / flz)dz = / e " du.
0 0 0

n—-4o00 n n—-+oo Jo

~—

Cela donne



EPCM. Controle continu n°1.
Lundi 9 octobre 2006. Durée 2 heures.

N.B. Les calculatrices et les documents sont interdits.

Baréme indicatif: Exercice 1: 2 pts; Exercice 2: 2 pts; Exercice 3: 4 pts;
Exercice 4: 6 pts; Exercice 5: 6 pts.

Exercice 1 Déterminer la nature des séries suivante :

(-1

1. > u, avec u, =

nl/3 + (_1)11
3
n
2. Z'Un avec v, = m

Exercice 2 Etudier la convergence (simple et uniforme) des suites de fonc-
tions suivantes sur le domaine 1:

1. ap(x) =sin <2x—n), I =[-1,1]

2. by(z) =sin <2x—n>, I =R.

Exercice 3

1. Etudier la convergence (simple et uniforme) sur Uintervalle [0,1] de la

suite de fonctions (f,) définie par : fn(x) =

)

1+ nx

nr six € [0,1/n]

2. Soit gn(x) = {1 six € 1/n,1].

(a) Montrer que la suite (g,) converge simplement sur [0, 1].

(b) La convergence est-elle uniforme sur [0,1] ¢

Exercice 4 Pour n > 1 on note f,(z) = (—1)"—.
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1. Pour quelles valeurs de x € R la série numérique Z(—l)”2— converge-
n
n>1

t-elle ?
Lorsque cette série converge, on note f(x) la valeur la somme :
x2n

fla) = S 0" = Y ful)

n>1 n>1

2. La série Z fn converge-t-elle normalement sur [—1,1] ¢
n>1

3. La série Y fn converge-t-elle normalement sur [—a, a] avec a €]0,1[ ?
n>1

4. Montrer que la série Z fn converge uniformément sur [—1,1].
n>1

5. En déduire que f est continue sur [—1,1].

Exercice 5 Regle de Raabe-Duhamel.

1. Soit > u, et Y v, deuxr séries a termes strictement positifs telle qu’il
Unp41 < Un+1

n Un

existe ng € N vérifiant : Yn > ng, , montrer que : st Y. v,

converge alors Y u, converge.

2. Soit B un réel non nul et (u,) une suite de réels strictement positifs
U 1

satisfaisant a : AR - é +o0 (—)
Up n n
- , 1

(a) Montrer que, si l'on pose, pour n > 1 et a réel « > 0, v,, = —,
n

Unt1  Unt1 5—04+0<1>‘

n

on a: — =
Up, Uy, n

(b) Si B> 1, montrer que la série . u, converge. (On pourra choisir
le réel a € 11, 0]).

(c) Si B <1, montrer que la série . u, diverge.

3. Déterminer, en utilisant la régle de Raabe-Duhamel (résultats 2b et 2¢
ci-dessus), la nature des séries de terme général u,, :
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2n)!
(@) un = 22<n<n>!)2'

ala+1)---(a+n—-1)
(b) un = bb+1)---(b+n—1)

pas des entiers négatifs. (On discutera selon la valeur de b — a)

ou a et b sont deux réels qui ne sont
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Corrigé du controle continu n°1.

Exercice 1 1. Attention, la suite |u,| n’est pas une suite décroissante.
On ne peut donc pas appliquer le théoreme des séries alternées. On va
faire un développement limité :

(=1)" 1 (-1 1 1
Un = : = - +o :
nt/3 14+ (_1)n/n1/3 nl/3 n2/3 <n2/3>

On a donc :

(=n"

1
Up = Uy — W avec v, =-——+— €t w,=——s+ol|—3]).
n n n n nl/3 T 2/3 <n2/3 >

La série Y v, converge car c’est une série alternée. De plus, w, est
équivalent a 1/n?/3. C’est le terme général d’une série a termes positifs
qui diverge (d’apres le critere de Riemann). La série > w, est donc
divergente.

Par conséquent, > u, est la différence d’une série convergente et d’une
série divergente. Donc > u, est une série divergente.

2. On va appliquer le critére de d’Alembert. Notons que :

Onsa| _ Unpr (P24 1)-27 (n+1)3 [ S
A n? ((n+ 1) + 1) contl 2pP nodeo 200

Par conséquent, la série Y v, est convergente.

Exercice 2 (Fait en T.D.)

1. ay(x) = sin(55) sur [-1,1] :

o Convergence simple : Pour tout x € [—1,1], 5 tend vers 0 lorsque

n tend vers l'infini, donc, par continuité de la fonction sinus, (a,,)
converge simplement vers la fonction nulle.

o Convergence uniforme : Pour tout v € [~1,1], |sin(5;) — 0] <
| sin(55)| qui tend vers 0 lorsque n tend vers Uinfini. Il y a donc
convergence uniforme.

2. by(z) = sin(gr) sur R :
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Convergence simple : Idem.

Convergence uniforme : Pour tout n € N, on a, pour x = 2",
16,(2") — 0| = sin(1). 1l ne peut donc pas y avoir convergence
uniforme.

Exercice 3

Convergence simple : pour tout x > 0, 1 + nx tend vers l'infini
quand n tend vers l'infini. Donc, 1/(1 + nz) tend vers 0 quand n
tend vers Uinfini. Pour v = 0, la suite 1/(1 4+ nx) est constante
égale a 1. La suite f, converge donc simplement sur [0, 1] vers la
fonction f:]0,1] — R définie par :

1 siz=0
f(x):{O six €10,1].

Convergence uniforme : les fonctions f, sont continues sur [0, 1]
mais la limite f n’est pas continue sur [0, 1] (elle n’est pas continue
en 0). La convergence ne peut donc pas étre uniforme sur [0, 1].

2. Commencons par tracer le graphe de g, :

1/n

(a) Six €]0,1] et si n est un entier supérieur a 1/x, alors x > 1/n

et donc, gn(x) = 1. Pour tout x € |0, 1], la suite (gn(x)) est donc

stationnaire (elle finit par étre constante) et la limite vaut 1. De
plus, 9,(0) = 0 pour tout n > 0. La suite (g,) converge donc
simplement vers la fonction g : [0,1] — R définie par :

0 stx=0
f(x):{l six €]0,1].
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(b) Les fonctions g, sont continues sur [0,1]. La limite simple g n’est
pas continue en 0. La convergence ne peut donc pas étre uniforme.

Exercice 4

1. Silz| > 1, la suite f,(x) de converge pas vers 0. La série Y f,(x) ne
converge donc pas si |x| > 1. Si|x| <1, la suite | f,(x)| est décroissante
et tend vers 0. La série Y f,(x) est alors une série alternée. La série
> falz) est donc convergente si, et seulement si, |x| < 1.

2. La série Z fn me converge pas normalement sur [—1,1]. En effet,
n>1

1
le supremum de |f,(z)| sur [—1,1] est 1/(2n) et la série >  — est
n>1
divergente (critére de Riemann).

3. La série Z fn converge normalement sur [—a,a] avec a €]0,1[. En
n>1

effet, le supremum de |fn(x)| sur [—a,a] est a®/(2n). Le critére de

a
d’Alembert permet de conclure que Z — est convergente puisque :
n>1

2n+2 2 2 1
a4 /(n+):a2i — a < 1.
a®/2n n  netoo

4. Comme mentionné plus haut, la série Z fn est une série alternées de
n>1
fonctions sur [—1,1] avec |fni1| < |fn| et |ful| qui tend uniformément
vers 0 sur [0,1]. En effet,

sup |fu(z)]=— — 0
s @l =g

D’apres le théoréeme des séries de fonctions alternées, la série de fonc-
tion Y fn est uniformément convergente sur [—1,1].

5. Les fonctions f, sont continues car ce sont des polynomes. La série
> fn converge uniformément sur [—1,1]. la somme est donc continue.

Exercice 5 Voir Corrigé du devoir a la maison 2.



EPCM. Controle continu n°2.

Lundi 6 novembre 2006. Durée 2 heures.
N.B. Les calculatrices et les documents sont interdits.

Baréme indicatif: Exercice 1: 5 pts; Exercice 2: 4 pts; Exercice 3: 4 pts;
Exercice 4: 3 pts; Exercice 5: 5 pts; Exercice 6: 7 pts.

Attention. Le sujet est long mais le bareme est sur 28. Vous
pouvez traiter les exercices dans 1’ordre que vous voulez.

+oo 1
Exercice 1 (5pts) On pose pourn > 1, r, = kz 1 L
=n+

1. Soit k un entier supérieur ou égal a 1. Montrer que ¥Vt € [k, k + 1],
1 1 1

—_— < =< —,
k+1p3 =~ &

2. En déduire que pour tout entier N >n >1, on a :

N 1 N+1 d¢ Noq
> 3 S/ g > k3
k=n+1 (k+1) ntl 1 k=n+1 k

3. En déduire que pour tout entier naturel non nuln, on a :
1 < < 1
—<r, < —.
2(n+1)2 — 2n?
4. Donner alors un équivalent de (r,) lorsque n tend vers 4+o00.

5. Que peut-on conclure sur la nature de la série Z T ¢
n>1

—nx

Exercice 2 (4pts) Soit f,(z) = 3T i
n’x

1. Etant donné xo # 0, donner un équivalent de f,(xg) quand n tend vers
+00.

2. En déduire que que la suite (f,) converge simplement et déterminer la
limite f.

3. Dresser le tableau de variations de f,.

4. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,) sur R.
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Exercice 3 (4pts) On considére les séries de fonctions » | fo(z) €t gn()

n>0 n>0
avec : ) -
2" 2t

falz) = (2n)!etgn(:c) “nsr

1. Montrer que les séries Z fn et Zgn convergent normalement sur
n>0 n>0
[—a,a] pour tout a > 0.

On appelle F(z) = fu(z) et G(z) = > galz) les sommes.

n>0 n>0

2. Montrer que les fonctions F' et G sont continues sur R.

3. Montrer que les fonctions F' et G sont dérivables, que F' = G et que
G' =F.



Exercice 4 (3pts) Soit F' le sous-espace vectoriel de R* d’équation

r+y+z=0
(x,y,z,t) e F <— 20—y+3t=0
r—y+z—1t=0.

Donner une base de F. Quelle est la dimension de F' 7

3 —1 1
Exercice 5 (5pts) Soit A=| 7 =5 1
6 —6 3

1. Déterminer le polynome caractéristique de A.

2. Quelle est l'image du vecteur vy = (1,1,1) ¢ En déduire que 3 est
valeur propre.

3. Déterminer les autres valeurs propres de A.
4. Détermainer les sous-espaces propres associés a chaque valeur propre.

5. La matrice A est-elle diagonalisable ?

Exercice 6 (7Tpts) On considére l'endomorphisme f de R* défini par f(x,y) =
(3z +y,z + 3y). On note (e, e3) la base canonique de R?.

1. Déterminer la matrice A de f dans la base (eq,es).

2. (a) Trouver les valeurs propres de f.
(b) Pour chaque valeur propre, déterminer un vecteur propre associé.

On notera vy et vy les deuzr vecteurs propres ainsi choisis.

3. (a) Ecrire la matrice A’ de f dans la base (vq,vs).

(b) Ecrire la matrice de passage P de la base (e1,es) a la base (vq,vs).

4. Calculer A™ pourn > 1.



EPCM. Corrigé du Controle continu n°2.

Exercice 1 1. Si k > 1, la fonction 1/t> est décroissante sur [k, k + 1].

Donc pour tout t € [k, k+ 1], on a :
1 1
3

— < =<
(k4+1)2 =3

L
3

2. En intégrant l'encadrement précédent sur lintervalle [k, k + 1], on ob-

tient :

1 k+1 1 gt < k+1 dt< k+1 1dt 1
(k+1)3_/k (k+1)3 —/k 73—4 Bk

En sommant de k =n+1 a k= N, on obtient :

N k+1 dt N+1 (¢t N o
> G P Z / = / 55 2 @
pomtr ( T Sk
. Par conséquent :
f%l I ZN: 11 1 < i 1
o ik A (R 1) T 2+ 1)2 0 2N +1)2 T Ak

En passant a la limite quand N — +o00, on obtient :

1

< <rr,.

Tn-i—l >~ 2(’[’L+ 1)2 ST

Autrement dit : |
—— < rpetr, < —.
o(n+1)2 = = gpe

. On a donc Uencadrement :
2

1/2(n+1) « M q

1/2n?2  — 1/2n% —
—_————

—s 1
n—-—+oo

D’apres le théoreme des gendarmes :

Tn
—_
1/2n2 n—+too

Cela montre que r, ~ —.
2n?
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1
5. Comme 1/2n? > 0 et comme la série Z 52 COMUETge, on voit que la
n

série Y. T, converge.
Exercice 2 1. Sixg#0, ona :
3+4n*z} ~ 4n’x}
n—-400

et donc
—nxg 1

fa(zo) ~ =

n—+oo 4n2x3 dnxzy




2. On wvoit donc que pour zo # 0, on a fo(xg) —n_100 0. De plus,
fn(0) = 0 pour tout n. On voit donc que pour tout x € R, f,(x) —n—ioo
0. Cela signifie que la suite (f,) converge simplement vers la fonction
tdentiquement nulle.

3. Pour tout x # 0, on a 3 + 4nx®> > 0 et donc, la fonction f, est
définie sur R. Elle y est continue et dérivable comme quotient de
deuz fonctions (polynomiales) continues et dérivables (la fonction au
dénominateur ne s’annulant pas). La fonction f, est impaire. On a :

() = —n(3 +4n?z?) — x - (8n’z) _ 3 — 4dn?z?
(3 + 4n2a?)? (3 + 4n2a?)?

qui est de méme signe que 4n’z* — 3. La dérivée s’annule pour x =
+/3/(2n). Elle est négative entre les racines et positive en dehors. On
a:

(B (LAY
"\on) 127"\ 2n) 127

Quand x — oo, fu(x) ~ —1/(4nx). Par conséquent f,(r) — s 100

0. On a donc le tableau de variations suivant.

—V3/(2n) V3/(2n)

fh(x) + 0 - 0 +

fulx) [0 /7 V312 N, —VB/12 /0

4. On voit que :

sup| (o) = F@)] = supl )] = L2 4= 0,

z€eR z€eR 12 n—-+oo

La suite (f,) ne converge donc pas uniformément sur R.

Exercice 3 1. Six € [—a,a], alors :

a2n a2n+1
Fal@)| < (2n)!° 9:(@) 2n+1)!
a2n a2n+1

convergent, d’aprés le critere de

Les séries Z 2n)] et Z m
d’Alembert. En effet :
a®2/(2n+2)! a?

= n—atoo 0 < 1
a2/ (2n)! Cn+tD@2nt2) "t
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a3 /(2n + 3)! a?
= ——n—-+o00 0<1.
a1 /2n+ 1)1 (2n+2)(2n + 3)

Les séries Z fn et Zgn sont donc mormalement convergentes sur
n>0 n>0
[—a, al.



2. Les fonctions f, et g, sont continues sur R. Pour tout a € R, les séries

Z fn et Zgn sont normalement convergentes, donc uniformément
n>0 n>0

convergentes sur [—a,a|. Les sommes F' et G sont donc continues sur
[—a, a] pour tout a € R. Elle sont donc continues en tout point de R.

Elles sont continues sur R.

3. Les séries convergent en 0 (on a méme démontré qu’elles convergent
surR). Notons que pourn =0, f(x) = g, (x) =0, et pour toutn > 1 :

fr/z = gnetg;z = fn

D’apres ce que nous avons vu précédemment, les séries des dérivées

Z I et Z g, sont donc uniformément convergentes sur [—a,a] pour
n>0 n>0
tout a € R. On en déduit que pour tout a > 0, les sommes F' et G sont

dérivables sur] — a,al et que :
F'(z) =) fu(z) = G(z)etG'(z) = ) _ g,(z) = F(x).
n>0 n>0
Comme cela est vrai pour tout a > 0, les fonctions F' et G sont
dérivables sur R, F' =G et G' = F.

Exercice 4 On a :

r+y+z2=0 rT=—y—=z
20 —y+3t=0 = —2y—22—y+3t=0 —
r—y+z2—1t=0 —y—z—y+z—t=
rT=—-y—2z rT=—y—2z x—%y
z=-3y+3t = z=-% = z=-%
t=—-2y t=—-2y t=—-2y
On voit donc que :
7
2
F = Vect 9
—4

ce qui montre que F' est de dimension 1.

Exercice 5 1. Le polynome caractéristique de A est :
3—X —1 1
dét(A — X13) = dét 7 -5 —-X 1
6 —6 3—-X
=B-X)(-5-X)B3—-X)—-76—-6—-6(-5—X)+73—-X)+6(3—X)
= —X°+ X?+14X — 24.
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2. Ona:
3 -1 1 1 3
7 51|11 |=]3
6 —6 3 1 3

Par conséquent, le vecteur vy est un vecteur propre associé a la valeur
propre 3.



3. Comme 3 est valeur propre, on peut factoriser (X —3) dans le polynéme
caractéristique Py(X) :

Pi(X) = —(X = 3)(X?+2X —8).

Les racines de X% +2X — 8 sont 2 et —4. Ce sont les autres valeurs
propres de A.

4. Il y a 3 wvaleurs propres distinctes dans un espace de dimension 3 :
R3. Les 3 sous-espaces propres associés sont donc de dimension 1. Le
sous-espace propre associé a 3 et la droite engendrée par vy .

On a :
x x dr—y+z2=2x
Al y | =21y — Tr—by+z=2 —

z z 6z — 6y + 3z = 22
r—y+z=0 r=9y—z vy s
Tr—Ty+2=0 = Ty —T2z—Ty+2=20 = z:g
6x — 6y +2=0 6y — 6z —6y+2=0 -
Le sous-espace propre associé a 2 est donc la droite engendrée par vy =
(1,1,0).

Ona :
x x 3r—y+z2=—4x

Al y | =—41 vy — Tr—>5y+z=-4y —

= z 6:1:—6y—|—32’=—42
Tt—y+2=0
Tv—y+2=0 — 6r — 420 — 62+ T2 =0 — z = 36x.

6r —6y+72=0

Le sous-espace propre associé a —4 est donc la droite engendrée par
Vg (= (1,43,36)

5. La matrice A est diagonalisable car elle a 3 valeurs propres distinctes
dans un espace de dimension 3.

Exercice 6 1. La matrice de f dans la base (e, e3) est :

- (21)
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2. (a) Le polynome caractéristique de A est :
PAX)=3-X)3-X)-1-1=3-X)*—1.

Les racines de Py sont donc les solutions de (3 — X)? =1, c’est-
a-dire 3 — X = £1, clest-a-dire X =3 —-1=2et X =3+1=4.

(b) On a :

T T 3r+y=2x
A~ :2 :0
(P)=2(7) = ZHIh = vy

Le vecteur v; = (1,—1) est un vecteur propre associé a 2.
On a:

x x v +y=4x
A- =4 = = = .
(y) <y> x4+ 3y =4y =Y

Le vecteur vy = (1,1) est un vecteur propre associé a 4.



3. (a) OnaA’z(é 2)

(b) OnaP:(_ll })

4. On commence par rechercher P~1. Pour cela on résoud le systéme :

P ") = X — vry=X —
S\ Y —r+y=Y

Y
2y=X+Y x:%X—%Y
2r=X-Y y:%X+%Y.
Par conséquent :
11 -1
-1 _ 1
P _2<1 1)

On a alors :
1 1 1 2" 0 1 -1
n __ np—1 _ — . .
AT =PATP _2<—1 1) <0 4"> (1 1 )
Par conséquent :

gn_ LA ano2n
T\ 42 4o )



EPCM. Examen final.
Mercredi 20 décembre 2006. Durée 3 heures.

N.B. Les calculatrices et les documents sont interdits.

Baréme indicatif: 4 points pour chaque exercice.

(-1

n

Exercice 1 (4 pts) On pose pourn > 1, a, =
1. Justifier la convergence de Z G, -
n>1

2. Soit n un entier naturel non nul. On définit la suite (I,,) par

I, = (—1)"/01 i

dx
1+2z

n

(a) En majorant la fonction a intégrer, montrer que lim I, = 0.

n—-+o0o
n (_l)k n—1 L
(b) Montrer que I,, =In2+ > o On pourra calculer »_ (—z)".
k=1 k=0
» Sy
(c) En déduire la valeur de »  ~——.
n=1 n

+o0
3. Pourn >0, on pose r, = Z ag.
k=n-+1
(a) Exprimer r, en fonction de I,.

(b) En utilisant une intégration par parties, montrer que l'on a :

[n:%—i—O(%)

ot a €R et > 1 sont a déterminer.

(c) En déduire la nature de la série »  r,.

n>1

Exercice 2 (4 pts) Soit la suite de fonctions (fyn)n>1 avec f, : R — R
définie par
n*x

= m avec « & R.

fn(2)

1. On cherche tout d’abord a étudier la suite (f,)n>1 en fonction de a.



(a) On suppose a > 2. Montrer que la suite (fn(x)) ., e converge

que st x = 0.

(b) On suppose o = 2. Etudier la convergence simple sur R de la
suite de fonctions (f,). Que peut-on dire de la fonction limite f
? Qu’en déduire a propos de la convergence uniforme sur R de la
suite de fonctions (f,) ¢

(¢c) On suppose a < 2. Etudier la convergence simple sur R de la
suite de fonctions (f,). Etudier les variations de la fonction f,.
En déduire les valeurs de o pour lesquelles la suite de fonctions
(fn) converge uniformément sur R vers la fonction nulle.

2. On suppose dorénavant que o < 2. On cherche maintenant a étudier

la série Z fn en fonction de a.
n>1

(a) Déterminer les o < 2 pour lesquels la série Z fn converge nor-
n>1
malement sur R.

(b) En déduire que pour o < 0, la fonction F' : R — R, définie par
F(z) =" fu(x), est continue sur R.

n>1

Exercice 3 (4 pts) On se propose de calculer lintégrale généralisée suiv-
ante :

w/2
I :/ In(sinz) d.
0
1. Soit a > 0. Montrer que l’intégrale généralisée / Inxdx converge et
0
calculer sa valeur.
2. Montrer que l’intégrale qui définit I est convergente.

3. En utilisant la formule sinx = 2sin § cos § , montrer que

In2 w/4 w/4
I= W; 2/ In(sinz) dz + 2/ In(cos z) dz.
0 0
4. A laide du changement de variable u = g — x, donner une autre

/4
expression de / In(cos x) dz et en déduire la valeur de I.
0
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Exercice 4 (4 pts) On consideére la fraction rationnelle

1

1@ =G ras o)

1. Décomposer f en éléments simples.

2. En déduire le développement en série entiére de la fonction f au voisi-
nage de 0.

3. Quel est le rayon de convergence de cette série entiére ¢

Exercice 5 (4 pts) On dit qu’un endomorphisme de R™ (respectivement
une matrice M) est nilpotent (respectivement nilpotente) s’il existe un
entier k tel que f* =0 (respectivement M* = 0).

0 0 0
1. On consideére la matrice A= |1 0 2].
6 0 0
(a) Montrer que A est nilpotente.
(b) Déterminer la dimension du noyau de A.

(c) Calculer le polynome caractéristique de A. A est-elle diagonalis-
able ?

2. Soit f un endomorphisme nilpotent de R" tel que f* =0 et f*1 # 0.
Soit x un vecteur de R™ tel que f"~(z) # 0.

(a) Montrer que la famille B = {x, f(x), f2(x),..., f"_l(x)} est une
base de R".

(b) Ecrire la matrice de f dans cette base.

Exercice 6 (4 pts) On considére E l’espace des fonctions continues f :
[—m, 7] — R. Pour f,g € E, on pose

1 0
rg) =5 [ 1) gt)a.
™ J—7
1. Montrer que (-,-) définit un produit scalaire sur E.

On note || - || la norme associée :

LT = S F)-



2. Pour n € N on note ¢, et s, les fonctions de E définies par
cn(x) = cos(nzx) et s,(z)=sin(nz).

Montrer que pour tout n € N* la famille {co, s1,¢1, ", Sn,Cn} est or-
thonormée.

Si ' C E est un sous-espace vectoriel de dimension finie et si f € E, la
distance de f a F est

d(f, F) = nf [|f —g]|.
3. On pose
Eg = Vect{co} et E; = Vect{co,s1,c1}.
Soit f € E la fonction définie par f(t) =t.
(a) Calculer la projection orthogonale de f sur Eqy (notée pg,(f)) puis
de f sur Ey (notée pg,(f)).
(b) Déterminer d(f, Fy) et d(f, Ey).

(c) Déterminer

inf /7r (x—a—bcosx—csinx)zdx.

(a,b,c)eR3 J—7



