EPCM1 2006-2007 TD math, Feuille n°2
Suites et séries de fonctions

Exercice 1 (Etude de domaine de convergence de suites de fonctions).
Etudier la convergence des suites de fonctions suivantes sur le domaine I :

- an(x) =sin(g%), I = [-1,1] - bp(x) =sin(g5%), I =R
—cn(z):m I=10,7] -dp(x) =2e ™, I =Ry
- fu(x) = na™In(z), I =]0,1] - gn(z) =n*(1 — z)"sin(Zz), I = [0, 2]

Exercice 2 (Suite de fonctions C! convergeant vers la valeur absolue).
Soit la suite (f, : R — R) définie par

—x siz < -1
2
nx 1 1
fn(fﬂ)— 2+% Sl_—<‘7)<ﬁ
T six > =

(1) Montrer que toutes les fonctions f,, sont C*.

(2) Montrer que la suite (f,,) converge uniformément sur R vers la fonction (x — |z]).

Exercice 3 (Etude de convergence).

Etudier la convergence simple, puis uniforme sur Ry et enfin sur [, +00[, avec o > 0.

Exercice 4 (Convergence de f,(zy)).

(1) Soit (f») une suite de fonctions continues convergeant uniformément vers une fonction f.
Soit (x,) une suite convergeant vers z. Montrer que la suite (f,(z,)) converge vers f(z).

On définit maintenant la suite (g, : [0,1] — R) par

n siO§x<%
gn(r)=¢2—nz sit<z<?2
0 si2<z<l

(2) Etudier la convergence simple de la suite (g,).

(3) Etudier la convergence de la suite (gn(%)) Que peut-on en conclure sur la convergence
uniforme de la suite (g,) ?

Exercice 5 (Suite de fonctions CP).
Soit ( f,,) une suite de fonctions de classe C? sur un intervalle I telle que f (o), f'(x0), ..., fP~D (x0)

convergent pour un xo € I et telle que la suite fy 2 converge uniformément sur I. Montrer (f,)
converge uniformément sur I et que la limite est une fonction de classe CP.

Exercice 6 (Suite de fonctions définies par des intégrales).
Soit ¢ : [0,1] — R une fonction continue. Pour x € [0, 1], on pose f,(z fo (t™)dt. Etudier la
convergence de la suite (f,) sur [0,a] avec 0 < o < 1.

Exercice 7 (Non inversion limite-intégrale).

Soit fn(x) = ncos™(z)sin(x).

(1) Déterminer la limite simple de la suite (f,).

w/2
(2) Calculer lim fn(t)dt



Exercice 8 (Convergence uniforme de polynémes).
Soit (P,,) une suite de polynémes convergeant uniformément sur R vers une fonction f.

(1) En utilisant le critere de Cauchy, montrer qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, le
polynéme (P, — P,,) est constant.

On note u,, = P,,(0) — Py, (0).

(2) Montrer que la suite u,, converge.

(3) Montrer que f est un polyndéme.

Exercice 9 (Etude de domaine de convergence de séries de fonctions).
Etudier la convergence des séries de fonctions suivantes sur le domaine I :

- an(z) =3 mhe, [ =R SSb(x) = eV T = [a,+00], a > 0
@) = Yk I = ool - Yda(@) = X L Ry
- fulz) = ) TR “Sgn(@) =S n%"(1—2), I =[0,1,a € R

Exercice 10 (Un calcul de série numérique).

Soit u,(z) = (—1)"1L et v, (z) = (—1)" gL,

(1) Montrer que la série Zun converge normalement sur tout intervalle [—a, al, avec 0 < a < 1.

n>1
La limite, notée f, de cette série est-elle continue sur | — 1,1[7

(2) Montrer que la série Zvn converge normalement sur tout intervalle [—a, a], avec 0 < a < 1.
n>1
(3) En déduire que la fonction f est dérivable sur | — 1,1[ et donner une expression simple
de f'. En déduire une expression de f sur | — 1,1][.

o0
(4) En majorant le reste Z un(x), montrer que la série converge uniformément sur [0, 1]. En
n=N
déduire que f est continue sur [0, 1].

e —1)nt1
(5) Déduire de tout ce qui précéde la valeur de ZL
n
n=1
Exercice 11 (Un équivalent de ¢ au voisinage de 1).
— 1
Soit =) —.
oit () = 3"

n=1
(1) Montrer que la série définissant la fonction ¢ converge normalement sur [a, +oo[ pour tout
a > 1. En déduire que ( est continue sur |1, +ool.

(2) Montrer que la fonction ¢ est C'* sur 1, +o0].
(3) Tracer le graphe de la fonction ¢ sur |1, +oo].

X 1\n+1
Soit a(x) = Z¢
nm
n=1

(4) Montrer que la série définissant la fonction a converge uniformément sur [1, +oo[.
En déduire que a est continue sur [1, +00].

(5) Montrer que l'on a : a(x) = (1 — 211_1) ¢(x).

(6) En déduire un équivalent de ¢ lorsque = tend vers 17.



