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CHAPITRE

1 [ ] [ ]
Calcul des variations

De nombreux problémes de la physique peuvent étre posés sous ce que 1'on appelle une formulation
variationnelle, ’est a dire comme la recherche d’un optimum parmi une famille de solutions possibles.
C’est notamment le cas de la mécanique de Hamilton (principe de moindre action), mais aussi du
principe de Fermat en optique et de multiples autres exemples.

Dans les problémes d’optimisation simples, la solution (I'optimum) est la plupart du temps obtenu
en cherchant les zéros de la dérivée de la fonction a optimiser, ou de son gradient dans les cas de
dimension supérieure. Ceci fournit dans la plupart des cas des optima locaux, parmi lesquels on doit
trouver le vrai optimum.

On va s’intéresser ici a la situation de dimension infinie, dans laquelle on sera amené a étendre la
notion de gradient a ce cadre plus large.

1.1 Calcul différentiel, optimisation

Classiquement, le calcul des variations s’applique pour rechercher des minima ou maxima d’une
fonction. II consiste a partir d'une solution donnée, et examiner les solutions proches pour voir si
elles sont meilleures ou moins bonnes. Ceci se fait a I’aide de la dérivation.

Il est utile de rappeler dans un premier temps les bases du calcul différentiel sur les fonctions de
plusieurs variables.

1.1.1 Dérivées partielles

Soit f : R" — R™, et soit U C R". Soit x, € U.
— f admet une dérivée en x, suivant v € R” si la fonction d"une variable réelle

Pt €ER — @o(t) = f(x0 + tv)

est dérivable en t+ = 0. On note alors

Dof(x0) = lim < (F(xo + 2) — f(x,)) 1)

t—0

la dérivée directionnelle, dans la direction v de f.
— Etant donnée la base canonique B = {ey,...¢,} de R", les dérivées partielles de f en x, sont les
nombres
of

ax, (x9) = De,f(x0) - (1.2)

11



1 Calcul des variations

— Les fonctions

of
X—’aTCl()

sont également appelées fonctions dérivées partielles de f.

DEFINITION 1.1 Soit U C R". f : R" — R™ est de classe C' sur U si les fonctions dérivées
partielles o f / 0x; existent et sont continues sur U.

La base du calcul différentiel est la formule de Taylor au premier ordre, donnée dans la proposition
suivante

PROPOSITION 1.1 (TAYLOR) Soit f : R" — R™, de classe C' sur U C R". Soit x, € U,
notons Uy = {h, xo + h € U}. Alors il existe une application € : Uy — R", telle que

Flaa 410 = fla) + Yl 350 + et 13)

ou |h| = \/h% + h3 + - - - + h2 est la norme Euclidienne de h, et

lim () = 0. (1.4)

Le second terme du développement forme ce que 1'on appelle 'application différentielle de f en xo,
définie plus précisément comme suit.

DEFINITION 1.2 Avec les mémes notations que ci-dessus, I'application

n

dyf: he Uy —dy f(h) =) h ) € R™ (1.5)
j=1

est appelée différentielle de f en x, (ou application tangente a f en x,).

REMARQUE 1.1 On note généralement
leh: (hl,...hn) e R" —>h] e R
I'application “projection” sur la j-iéme composante. Pour tousy € R" eth € R" ,on a xj(y +h) =
yj+ hj, et donc B B
dzx]'(h) = h] ,

de sorte que I’on peut noter dx; = dyx;, et ainsi écrire la différentielle de f sous la forme classique

duf =) == (x0) dx; . (1.6)

12



1.1 Calcul différentiel, optimisation

EXEMPLE 1.1 (LONGUEUR DU GRAPHE D’UNE FONCTION) On considére une fonction continiment
différentiable f : [a,b] — R, etla fonction { = u — ¢(u) qui a u € [a,b] associe la longueur de la
courbe définie par le graphe de f entre a et u. En approximant la courbe par une fonction affine par
morceaux, affine sur des intervalles [xk, X 1] de longueur &, on obtient, par le théoreme de Pythagore,

h—0

2
= %{%;(Xkﬂ — xk)\/l + <f(xk+1) _f(xk)> .

Xk4+1 — Xk

) = fim) V Gesr = 12+ (i) — £ ()2

Le théoreme des accroissements finis montre que pour tout k, il existe 7, € [xx, xx11] tel que f(xg11) —
f(xx) = f'(t) (xk+1 — x¢). En passant & la limite & — 0, on obtient donc (par définition de l'intégrale
de Riemann) I'expression de la fonction ¢ :

o(u) = / 1+ f(x)2dx (1.7)

et la longueur L = ¢(b) de la courbe.
De plus,

2 (x0) = y/1+ Fx)?,

et la différentielle en x( de £ vaut donc

dy, 0 = —(x0)dx .

dx

Ay

Y =

FIG. 1.1: Fonction d"une variable et longueur du graphe

DEFINITION 1.3 Avec les mémes définitions que ci-dessus, la matrice Jacobienne de f en x,
est la matrice

dh A ofi
dxq dx Tt dxy
gﬁ 372 o gfz
Jr(x0) = fl 3:‘2 . x ) (1.8)
u  fu 3
Ox;  0xp T 0y

Lorsque m = n, le déterminant de la matrice Jacobienne est appelé Jacobien de f en x.

13



1 Calcul des variations

La matrice Jacobienne permet une écriture synthétique de la formule de Taylor :
flxo+1) = fx9) + Jp(x0)h + he(h) . (1.9)

La différentielle et la matrice Jacobienne possédent d'importantes propriétés vis a vis de la composi-
tion des fonctions.

THEOREME 1.1 Soient U C R", V C R", f : R" — R™, de classe C! dans U, telle que
f(U) C V,etg:R™ — RF,declasse C' dans V. Alors g o f est de classe C dans U, et on a

dy,(8of) = dpx)80dxf, (1.10)
Joof(x0) = Jg(f(x0))]f(x0) - (1.11)

Les dérivées d’ordre supérieur sont définies récursivement. Par exemple, étant donnée une fonction
de plusieurs variables f : R" — C, on définit

2
TS ) =2 Y (). (1.12)

axiax j ax,‘ ox j
Pour des dérivées d’ordres peu élevés, on utilisera également la notation suivante

of 0 f
! 1 _
fx,»_ axil fxin axiale---

Le résultat essentiel est le théoréme de Schwarz, qui stipule que lorsque toutes les dérivées partielles
considérées sont continues, le résultat d"une dérivation multiple ne dépend pas de 1’ordre dans lequel
les dérivations sont effectuées. Plus précisément :

THEOREME 1.2 (SCHWARZ) Soit U C R", soit x, € U, et soit f : R" — R™. Si f est de
classe C' dans U, si f,’éxj et f;;xi existent et sont continues en x, alors

0% f S
3x09%; 20) = Grax; 20) - (1.13)

REMARQUE 1.2 Ce résultat semble évident. Cependant, il est important de noter qu’il n’est plus va-
lable lorsque les hypotheses sont violées. Par exemple, prenons

flx,y) = {xffyz si (x,y) # (0,0)

0 sinon

Les dérivées partielles premieres sont :

3ﬂ 1 2 3x2+y2 .
%(x,y) — {y W o (x,y) # (0,0) af(x,y) _ {xy 2y S (x,y) # (0,0)

ox 0 sinon ’ d 0 sinon,
de sorte que

0 f 02 f
339y (0,0)=0 alors que T (0,0)=1.

14



1.1 Calcul différentiel, optimisation

DEFINITION 1.4 On dira que f : R" — R™ est de classe C* dans U C R" si toutes les dérivées

partielles
0" 0™ 9%
oxy' 9x3? T oxy"

de degré |a| = a1 +ax + - - - + a,, < k existent et sont continues dans U.

1.1.2 Optimisation

Optimiser une fonction de plusieurs variables équivaut a en chercher les extréma, c’est a dire les
maxima et les minima.

DEFINITION 1.5 Soit f : X C R" — R
— f admet un maximum local (resp. maximum local strict) en x, € X si il existe un voisinage
V de x, telle que pour tout x € V, f(x) < f(xg) (resp. f(x) < f(xg)).
— f admet un minimum local (resp. minimum local strict) en x, € X si il existe un voisinage
V de x, telle que pour tout x € V, f(x) > f(xg) (resp. f(x) > f(xg)).
— f admet un maximum global (vesp. maximum global strict) en xy € X si pour tout x € X,
f(x) < f(xo) (resp. f(x) < f(x0))-

— f admet un minimum global (resp. minimum global strict) en x, € X si pour tout x € X,

f(x) = f(xo) (resp. f(x) > f(xp))-

Une notion centrale pour la recherche d’extréma locaux est la notion de point critique. On dit que
x, est un point critique de la fonction f (supposée de classe C! dans un voisinage de x,) si pour tout
i=1,...n,ona

of

aixl(zo):O’ i:1,...n,

ce que 'on note
Vf(xg) =0.

Les points critiques caractérisent les extréma locaux d'une fonction f a l'ordre 1. Cependant, le gra-
dient Vf de f ne permet pas de décider si un point critique est effectivement un extrémum, ni si il
s’agit d'un minimum ou d’un maximum. Il est nécessaire pour cela d’effectuer une étude a I'ordre
deux. On utilise pour cela le résultat suivant, qui étend la proposition [L.1]

THEOREME 1.3 (TAYLOR-YOUNG) Soient U C R", x; € Uet f : R" — R, de classe C> dans
U. On a alors pour tout h € U tel que xy +h € U,

o +1) = Flao) + 3 m L xo) + £ 3 ht =2 () + [hf2e(h) (1.14)
Xot 1) = j(Xg LMoy, X 2.4 KFrers Xo) + |h|"e(h), :

avec limp, g €(h) = 0.

15



1 Calcul des variations

Le terme de second ordre dans le théoréme ci-dessus fait intervenir la Matrice Hessienne (ou Hes-
sienne) de f en x, :

82 aZ aZ
) mamE) - gm0
?f 2f > f
oo (X 52X B Poups Youll g
He(xo) = | ™™ ) 5 FO) A (1.15)
9? . 02 ' 02 '
axngxl (%) angxz <£0) Tt %(K())

La matrice Hessienne est réelle symétrique, elle est donc diagonalisable. Ses valeurs propres (qui sont
réelles) possedent une interprétation simple.

THEOREME 1.4 Soit f : U C R" — R une fonction de classe C* dans U. Soit x, € U un point
critique de f.
1. Sila Hessienne H(x,) est définie positive (i.e. si ses valeurs propres sont strictement posi-
tives), x est un minimum local de f.
2. Si la Hessienne Hy(x,) est définie négative (i.e. si ses valeurs propres sont strictement
négatives), x, est un maximum local de f.

3. Sila Hessienne Hy(x) est indéfinie (avec des valeurs propres non nulles), x, est un point
selle.

Notons que si certaines valeurs propres de H¢(x) sont nulles, il n’est pas possible de conclure.

EXEMPLE 1.2 Soit f : R> — R, définie par

floy)=x*+y* —dxy+1,

et représentée en FIGURE([L.2}

FIG. 1.2: Graphe de la fonction f(x,y) = x* + y* — 4xy + 1

Ona fy(x,y) = 4x° — 4y et f;(x,y) = 4y> — 4x. Ainsiles points critiques (x, y) satisfont nécessairement
x? = xety’ =y, d’oti les trois solutions (0,0), (1,1) et (—1, —1). La matrice Hessienne est de la forme

12x>  —4
Hf(x/y) - < —4 12y2> .
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1.1 Calcul différentiel, optimisation

On en déduit aisément que (0,0) est un point selle, alors que (1,1) et (=1, —1) sont des minima
locaux.

EXEMPLE 1.3 (LOIS DE SNELL-DESCARTES EN DEUX DIMENSIONS) Un rayon lumineux se propage a
la vitesse v; dans le milieu 1 (demi-plan supérieur dans la FIG.[1.3), et a la vitesse v, dans le milieu 2
(demi-plan inférieur). Le principe de Fermat précise que la lumiére suit le trajet le plus économique
en temps. En notant x 1’abscisse du point ot la trajectoire coupe l'interface, le temps nécessaire pour
aller de (x1,z1) a (xp,z2) en passant par le point d’abscisse x vaut

T = v/ (x = x1)2+ 22 N v/ (2 — x)2 + 23
(%5} U2 ’

Cette quantité est (localement) optimale quand sa dérivée par rapport a x s’annule, c’est a dire lorsque

X —x Xp — X

_ =0,
v“/(x—xl)z%—z% 02\/(x2—x)2+z%

ce qui conduit a la loi de Snell-Descartes

sinf; sinf;

(%1 (%)

On vérifie facilement qu’il s’agit effectivement d’un minimum. On obtient de la méme facon la loi de

A
(%2

FIG. 1.3: Loi de Snell-Descartes

Snell-Descartes a la réflexion.

EXEMPLE 1.4 (LOIS DE SNELL-DESCARTES EN TROIS DIMENSIONS) Dans le cas tridimensionnel, la si-
tuation est similaire. Il s’agit cette fois de déterminer les coordonnées (x, y) dans le plan de l'interface
ol le rayon coupera celui-ci. Le temps de trajet vaut cette fois

e et o e VA Rt et Vs

01 (%)

T(x,y) =

I s’agit cette fois d’optimiser par rapport a x et y simultanément, ce qui revient a annuler simul-
tanément les dérivées de T par rapport a x et y, c’est a dire son gradient bidimensionnel. Ceci conduit

17



1 Calcul des variations

aux équations

X — X1 Xy — X
— = 0,
or/(x= 22+ (Y =312+ 3 oy (2 -2+ (12— )2 + 2
]/_yl . yz_]/ — 0

o /(x— 12+ (=) +23 v/ — 02+ (12— ) + 33

qui impliquent immédiatement

(no)=2a (o)
Ya—y odi \y—wn )’

i.e. le point du plan de coordonnées (x, y) se trouve dans le segment compris entre (x1,y1) et (x2,y2).
On se ramene donc a un probleme bidimensionnel, et le raisonnement ci-dessus s’applique directe-
ment.

1.1.3 Optimisation sous contrainte

I arrive que l'on ait a rechercher des extréma de certaines fonctions de plusieurs variables, aux-
quelles sont imposées un certain nombre de contraintes supplémentaires. On a dans ce cas recours a
la méthode des multiplicateurs de Lagrange, qui est illustrée en FIG. 1.4 dans un exemple bidimen-
sionnel. Dans cet exemple, on cherche a minimiser une certaine fonction F définie sur le plan, dont
les lignes de niveau sont tracées en courbes (presque paralleles sur la figure), sous une contrainte
prenant la forme G(x) = C (une constante), représentée comme le bord d’'un domaine sur la figure).
Il apparait clairement que I'optimum est obtenu lorsque les gradients de F et G sont confondus.

Fla)cg

Fix)=cs
Flaj=cy
Flx}=c;
Flxj=c;

Flx)=q

FIG. 1.4: Optimisation sous contrainte par multiplicateurs de Lagrange : les lignes sont les lignes de
niveau de la fonction a optimiser, et la contrainte est représentée par le bord de la surface
fermée.

Cet exemple peut se généraliser en dimension quelconque, ot il prend une forme tout a fait similaire.
Plus précisément, le résultat général est le suivant :
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1.2 Calcul des variations, équations d’Euler-Lagrange, équation de Beltrami

THEOREME 1.5 Soient f et g deux fonctions différentiables dans Q C RY. Soit x, € Q, tel que
Vg(xg) # 0. Si f admet un extrémum en x, sous la contrainte g(x) = 0, alors il existe A tel
qu’en posant
F(x, M) = f(x) +Ag(x),
on ait
oF

VF<£O, )LO) = 0 ’ et aj(&o, )\0) = 0 .

EXEMPLE 1.5 Cherchons les extréma de la fonction
flx,y,z) =2 +y*+2°

sous la contrainte
g(x,y,z)=x+y+z—-1=0.

Pour cela, on forme la fonction étendue
F(x,y,zA) = x> +y* +22 —A(x +y+z-1),
que 'on optimise. Ceci conduit aux équations
x=y=z=A/2.

En imposant la contrainte x 4y +z = 1, on obtient la valeur de A, qui conduitax =y =z =1/3.

1.2 Calcul des variations, équations d’Euler-Lagrange, équation de
Beltrami

Le calcul des variations constitue une généralisation du probleme de I'optimisation a des fonctions

dépendant non plus d"une ou plusieurs variables réelles, mais aux “fonctions de fonctions” (on parle

alors de fonctionnelles). Dans cette section, on décrit assez rapidement les bases du calcul des varia-

tions, non seulement dans sa formulation la plus usuelle, qui conduit a la mécanique de Hamilton,
mais aussi dans des cadres plus généraux.

1.2.1 Equations d’Euler-Lagrange

Le formalisme d’Euler-Lagrange étend 'approche précédente au cas de fonctionnelles, c’est a dire
d’applications définies sur un espace de fonctions a valeurs dans R (ou C)

CDZf],...fN—>q><f1,...fN) eR (ouC)

c’est a dire d’applications associant une valeur numérique a une ou plusieurs fonctions fi,... fn, et
’on recherche les fonctions qui minimisent cette fonctionnelle.

On part du cas simple d"une fonctionnelle ®, dépendant des valeurs d"une unique fonction recherchée
f et sa dérivée f', sous la forme

Olf] = | F(x, f(x), £/(x)) dx. (1.16)

La variable x est appelée variable indépendante , et les variables f(x), f’(x) sont les variables dépen-
dantes.
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1 Calcul des variations

Le probleme posé est de trouver la fonction f telle que le nombre ®[f] soit minimal (ou maximal),
sous contrainte que les valeurs de f aux bords x; et x; soient fixées. Dans le cas de des fonctions de
plusieurs variables, rechercher les extréma d’une fonction revient a chercher les points ou1 la dérivée
s’annule. C’est cette notion qu’il nous faut généraliser au cas des fonctionnelles. Nous allons recher-
cher les fonctions f telles que @ ne varie pas lorsque l'on varie f de fagon infinitésimale, dans une
“direction” quelconque.

Etudier les variations de f dans une “direction” g (ici, g est donc une fonction) donnée revient a
étudier la quantité (la variation)

d . D[f +eg]—D
Deolf) = (alf+eg) = lim PO,
La quantitée D® porte le nom de dérivée fonctionnelle de ® dans la direction g; I'ensemble des
dérivées fonctionnelles de ® dans “toutes” les directions ¢ (a condition de préciser le sens qu’on
donne a I’expression “toutes”) peut étre vu comme une généralisation de la notion de gradient au cas
des fonctionnelles.
On se limite aux fonctions g telles que

g(x1) = g(x2) =

Un calcul formel montre que ceci revient a écrire

/ (g <x>31;<xlf (x), f'(x)) +g’<x>§]f,<x,f<x>,f'<x>>) dx =0,
et une intégration par parties conduit a
[0 (35 £ 160 + 1 2 3 (2, (21 ) dx =0,

On utilise ici la version unidimensionnelle du Lemme fondamental du calcul variationnel

LEMME 1.1 Soit (O C R" un domaine ouvert de I'espace n-dimensionnel, de bord noté d(), et
soit f € C(Q), telle que

| () dx =0

pour toute fonction h € C2(Q) telle que h(x) = 0 pour tout x € 9Q). Alors f(x) = 0 pour tout
x € Q.

En prenant pour Q) l'intervalle () =|a, b, on en déduit alors le résultat principal :

THEOREME 1.6 Considérons la fonctionnelle ® définie en , et soit f € C2([a,b]) un
extrémum de cette fonctionnelle, avec des conditions aux bords fixées

fx))=fi, f(x2)=rfa.

Alors f satisfait nécessairement I'équation différentielle

oF d oF _

ﬁ_ﬁa?_o’ (1.17)

appelée équation d’Euler-Lagrange associée.
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1.2 Calcul des variations, équations d’Euler-Lagrange, équation de Beltrami

EXEMPLE 1.6 (LA LIGNE DROITE) Etant donné un chemin continu
y:x € [x,x] —y(x)

reliant y; = y(x1) & y2» = y(x2), sa longueur s’écrit

£y = | 1+ (x)2dx,

c’est a dire F(x,y,y') = /1—y'(x)? : pas de dépendance explicite en x et y. L'équation d’Euler-
Lagrange s’écrit donc
doF _d Yy ¥y
dxoy’  dx 1+y(x)2 (1+y/(x)?)3/?

ce qui implique y”(x) = 0 pour tout x, i.e. y(x) = ax + b, ot a et b sont déterminés par les conditions
aux bords. On retrouve donc bien une trajectoire rectiligne entre les deux points.

=0,

Cet exemple était aussi intéressant car il s’agissait d’un cas ot la fonction F ne dépend pas explicite-
ment de f, mais seulement de f’. Alors, I’équation d’Euler-Lagrange prend la forme plus simple

oF .
BTW_C .

1.2.2 Equation de Beltrami

Une autre situation dans laquelle les choses se simplifient est celle ot F ne dépend pas explicitement
de x. Dans ce cas, on peut écrire

d / Y aP / 1! aF !/
P fx) = f (X)g(f(X)/f (x)) + f (x)gp ). f (x)) -
L’équation d’Euler-Lagrange implique alors que
FEOSFFF () = £/ (0) 255 (0, £ () = ZIF P, £ () = £ (0 55 (0, £ ()
d’ou
d , ,, d oF , n, + OF ,
g U@ f(x) = FE) a7 FE)F)) + F(x)75 (), fx)

- & (Fwgsue.re) .

On en déduit I’équation de Beltrami

PROPOSITION 1.2 Si la fonction F ne dépend pas explicitement de la variable indépendante x,
alors I'équation d’Euler-Lagrange se ramene a l'équation de Beltrami

oF

87,(1‘ (x), f'(x)) = C". (1.18)

F(f(x), f'(x)) = f'(x)
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1 Calcul des variations

Yy B

FIG. 1.5: Trajet le plus court (en temps) d'un point a un autre : trois trajectoires possibles, plus ou
moins vraisemblables.

Ce résultat a souvent d'importantes implications lorsqu’il s’applique a un contexte physique. Il tra-
duit le fait que lorsque la fonctionnelle a minimiser ne comporte pas de dépendance explicite dans la
variable indépendante, alors il existe une quantité conservée, ici

oF
af’

Par exemple, dans le cas de 1’application a la mécanique Hamiltonienne, nous verrons que lorsque le
Lagrangien ne dépend pas explicitement du temps (qui est alors la variable indépendante), il existe
une quantité conservée, le Hamiltonien, qui représente en fait 1'énergie du systeme considéré.
EXEMPLE (SUITE). Dans ce cas, on a F(x,y,y') = F(y') = /1 +y’?, et la proposition ci-dessus
s’applique. On écrit

F—f

oF

n o OFW) y2 o1
F(y)_y ay/ - 1+y,2_\/m_\/m‘

Cette quantité est constante si et seulement si ' est constante ce qui nous conduit au méme résultat.

1.3 Quelques exemples... et contre-exemples simples

1.3.1 Le brachistrochrone

On considere un mobile de masse m, asujetti a glisser sans frottement sur une surface inclinée reliant
un point initial A de coordonnées (x1,z1) & un point final B de coordonnées (x7, z), utilisant la seule
force de la pesanteur. On suppose que la vitesse initiale du mobile est nulle, et on cherche la forme de
la surface inclinée (donc la trajectoire du mobile) qui conduira au trajet le plus court en temps.

On note x la variable horizontale, qui sera notre variable indépendante, et z = z(x) la variable verti-
cale (dépendante), orientée vers le bas. On choisit le systéeme de coordonnées de sorte que A soit placé
a l'origine des abscisses et des cotes. L'énergie cinétique et I'énergie potentielle valent respectivement

L o

Tzimv, V=-mgz+C.

La conservation de I'énergie totale implique que

E=T4+V=C
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1.3 Quelques exemples... et contre-exemples simples

de sorte que la vitesse varie avec l'altitude comme
v(z) = /292 .

Le temps total nécessaire pour le trajet x € [x1, x2] — z(x) vaut

Y2 ds(x) \/1+z
CR A Ry Avc

On est bien dans le cas de 1'équation de Beltrami (pas de dépendance explicite de F dans la variable
indépendante x), qui s’écrit donc

Z/(x)? V142 (x)?
Vz(x)(1+2/(x)?) z(x)

Quelques manipulations donnent

=C.

Cz(x) (1+2(x)?) =1,

d’ot1, en posant k = 1/C?,

dz, . [k—z(x)
%(x) N z(x)
Remarquons que C?z < 1,donc 0 < z < k. On peut donc poser z = k sin? ¢, d’ott on déduit
(k —z)/z = cotang.

Pour exprimer x en fonction de ¢, calculons

d dx d .
d:]; = szCd; = 2ksin® ¢ = k[1 — cos(2¢)] .

Ainsi, on en déduit (puisque pour x = 0 on a aussi z = 0)
x =k(¢—sin(2¢)/2) ,

d’ot1 on tire une forme paramétrique de la solution

x = 5(2¢—sin(2¢))
{z — - cos(2p)) (L.19)

ce qui est I’équation paramétrique d’une cycloide. On peut éliminer le parameétre ¢, en posant a =
k/2, et en remarquant que
a—z
2q>zcosl< p ) ,

puis en insérant dans 1"équation de x

a

2
x(Z):acosl(aaZ>—a 1_<a Z> :acosl<aaz>—\/2uz—zz.

La valeur numérique de a est alors déterminée par la condition limite x(zp) = x».
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1 Calcul des variations

FIG. 1.6: La cycloide.

FIG. 1.7: Le phénomeéne du mirage : deux trajectoires de lumiere du ciel (traits pleins) ; 1a trajectoire du
bas est courbée par un gradient de densité (d, par exemple, a un gradient de température);
l'o0eil percoit une image virtuelle au sol, qui est en fait une image du ciel.

PR %
% S-Sl ey R e ]

Fig. 2. Mirage inférieur (encore appelé mirage chaud) dans le désert du Namib, en Afrique australe,

L'appareil photographique a enregistré deux images : celle correspondant & un trajet rectiligne (MO) et celle correspondant & un
trajet avec reflexion totale (MRO).

D'aprés "Physique Chimie 2e " de A. Tomasino , etc. chez Nathan (1997)

FIG. 1.8: Un vrai mirage
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1.3 Quelques exemples... et contre-exemples simples

1.3.2 Le Principe de Fermat

Retour sur les lois de Snell-Descartes, dans un cas ot I'indice (et donc la vitesse de propagation de la
lumiere) dépend de la position : le probleme des mirages, illustré en FIG. [1.7|et FIG.

Le temps de trajet dépend du chemin choisi; en prenant y = y(x), ou alternativement x = x(y), on
obtient pour le temps de trajet de la lumiere entre deux points l’expression suivante

/n% t/f )ds = /f W1+ 2 (y)2dy = /f 1+ (0.

On privilégie ¥ comme variable indépendante, car on n’a ainsi pas de dépendance explicite dans la
variable dépendante x, ce qui simplifie 'équation d’Euler—Lagrangeﬂ Celle-ci donne
x

fly )\/ﬁ =C,
c’est a dire, en supposant x’ > 0 (le cas x” < 0 se traite similairement, et conduit a la méme solution)
x' = < :
fy)? -

Pour aller plus loin, il est temps de faire un choix pour la variation de I'indice en fonction de I’altitude.
Supposons une dépendance linéaire. Le choix particulier f(y) = ny(1 + ay) donne

c dy
~ ang V(y+1/a)2 — (C/ang)?

en posant u =y + 1/a = (C/ang)coshd on obtient dy = a%osinh(? df, d’ou

/

sinh6 d6 :ide,

C\2
o= (lmo) \/ 2cosh2 2 ang
(C/ang)?cosh”8 — (C/any)

et finalement, une simple intégration donne 6 = (any/C)(x — xp), d’ott

1 C
y=-- + a—nocosh((txno/c)(x —x0)) -

I s’agit d’une chainette, ou caténoide, que I'on peut approximer par une parabole au second ordre,
autour de xg. Les constantes d’intégration xg et C peuvent étre déterminées en considérant les condi-
tions aux bords.

1.3.3 La colonne de Cox et Overton...

ou méme les plus grands peuvent se tromper...

Les équations d'Euler-Lagrange que nous avons dérivées plus haut donnent des conditions nécessaires
que doit satisfaire I'optimum de la fonctionnelle considérée, sous I'hypothese que celui-ci soit deux fois
différentiable. 1l existe des problemes pour lesquels cette hypothése n’est pas adaptée, au sens ou il
existe des solutions f ne la satisfaisant pas, mais donnant a la fonctionnelle une valeur meilleure que
la meilleure solution deux fois différentiable.

Un exemple célebre est donné par un probleme étudié par Lagrange en 1783 (initialement formulé
par Euler en 1744 puis Bernoulli) : trouver la forme optimale d’une colonne de hauteur et volume
tixés, pouvant supporter une pression maximale au sommet. Lagrange eut le grand mérite de donner
une formulation mathématique précise au probléme, mais la solution qu’il proposa, et qui le conduit
a une colonne cylindrique, était entdchée d"un certain nombre d’erreur, en particulier une hypothese
de différentiabilité de la solution. Il a en fait fallu attendre 1992 (apres plusieurs tentatives, chacune
marquée par des erreurs dues a des hypotheéses inadaptées) pour que Cox et Overton aboutissent a
une solution rigoureuse a ce probléme, qui s’est ainsi avéré bien plus difficile qu’il n’y paraissait.

10n peut vérifier qu’en prenant x comme variable indépendante, I’équation de Beltrami conduit au méme résultat.
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1 Calcul des variations

FIG. 1.9: Le probleme d’Euler-Bernoulli, la solution de Lagrange (a gauche) et la solution de Cox et
Overton (a droite)

1.4 Extensions a des cadres plus généraux

Le cas que nous avons considéré est en fait le cas le plus simple, qui peut étre généralisé de diverses
manieres. Les cas d'intérét les plus classiques concernent les situations multidimensionnelles, ainsi
que les cas de fonctionnelles dépendant de plusieurs fonctions.

1.4.1 Le cas multidimensionnel ; exemples de I’équation de Laplace et de I'’équation des
ondes

La généralisation la plus immédiate concerne I'extension au cas d’une variable indépendante x €
Q C R¥ vectorielle : 1a fonctionnelle  considérée dépend alors des dérivées partielles de f par rapport
aux différentes composantes de x. Pour simplifier, on notera

of .
fr. = o, i=1,...d

la dérivée partielle de la fonction f par rapport a la variable x;,

0 f
fx axiax]- !

ij=1,...d

et ainsi de suite.
Prenons 1'exemple bidimensionnel : on se donne un domaine du plan QO C R?, dont on note 9Q le
bord, et on recherche les extréma f : (2 — IR de la fonctionnelle ® définie par

Olf] = [ Pl flx), £ (), £, () dx
Comme dans le cas plus simple, on doit étudier les variations de ® dans les “directions” g

Dolf] - (golf+eg) —tmPIEG =2,

e—0 €

en se limitant aux fonctions g telles que ¢(x) = 0 pour tout x € dQ2. En suivant pas a pas le calcul
précédent, on aboutit a

@5 f ) f ), fo )+ [ gl (2)2

57 (0 (), i (2), f (x) dx

af.X1
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1.4 Extensions a des cadres plus généraux

[ $hae) 5 (5 ), £, (5, £ (6) = 0,

et une intégration par parties dans chacun des deux derniers termes, prenant en compte le fait que
g = 0 sur Q) conduit a

50 (S 0 £, S 0) 4 g (o £, £, 00, £ ()

L OF

dxz df,
Il suffit alors d’utiliser le lemme fondamental du calcul des variations (voir le lemme , pour en
déduire

(£ (), £ (), £ (x )>) dx—0.

9F 9 9F 3 OF
of oxiof, o ofl,

Plus généralement, on montre le résultat suivant

THEOREME 1.7 Soit QO C RY, et soit f € C2(Q) un extrémum de la fonctionnelle ® définie par

Olf) = [ F(x f@), fi(2) - oy (@) dx,

avec conditions aux bords f(x) = fo(x) fixé, pour tout x € o). Alors f satisfait nécessairement
I'équation d’Euler-Lagrange correspondante

4 9 OF
f Z;axlafx =0

1

On obtient donc un résultat qui est une généralisation directe du Théoréme

On considere ci-dessous un certain nombre d’exemples d’applications de ce résultat.

Surfaces minimales

Le probléeme de Plateau (ou du film de savon) : que se passe-t-il lorsque I'on plonge un anneau de
forme quelconque dans de I'eau savonneuse ? Un film de savon se forme a l'intérieur de 1’anneau,
représentant une surface. La forme de cette surface peut étre calculée, partant du principe que la
nature cherche a minimiser 1’aire de la surface ainsi créée.

On modélise cela de la fagon suivante. on considére un domaine Q) C R? du plan, de bord dQ) et la
hauteur du film de savon au point x est notée z = u(x), x € Q). L'anneau est modélisé comme une
fonction up : x € 9Q) — up(x) € R, et la surface du film de savon représenté par u s’écrit comme

= [l (0 () (1.20)
Le probleme posé est donc de minimiser @, avec la condition au bord
u=1uy suro().

On a donc

F(x u(x), 4, (2), 1, (1)) = /1 + 14, ()2 + uf, ()2
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1 Calcul des variations

fonction qui ne dépend explicitement ni de la variable indépendante ni de u. Donc Calculons
oF
oul, \/1 +ul, (x)2 +ul, (x)?

7

et une expression similaire pour la dérivée par rapport a u,. Calculons maintenant

9 oF (x) = uf o [+, ()% + uly (x)2] — il () (e, ()1, () + 0, ()0l ) (X))
0x1 ouly [T+l (x)% + utf ( )2]3/2 '

et une expression similaire pour a?c a?f (x).

L’équation d’Euler-Lagrange associée

d OJF d OF
v, aul, (x) + v, ou, (x) =0

prend donc la forme
2 2
(1 + uly, ) Uy — 2Ue U U + <1 + 1, ) Uy =0 (1.21)

Equation de Laplace

On cherche a déterminer le champ électromagnétique a l'intérieur d’un domaine Q0 C RR?, dont les
bords sont fixés a un potentiel ¢9. On note ¢ le potentiel dont dérive le champ électrique E.
L'énergie électromagnétique engendrée par un potentiel ¢ quelconque dans un volume ) C RR? est

de la forme
mwz%AWW@ﬁ@:/h%m¢a>%xﬂ
avec

Flgs, (x), ¢, (), 95, (x)] = [(le( )2+ ¢, (1)7 + 9y ()]

Pour un potentiel aux bords fixé, le potentiel intérieur est celui qui minimise cette énergie.

En variant W[¢| par rapport a ¢, avec conditions aux bords fixées ¢ = ¢ sur 0Q), on obtient I'équation
d’Euler-Lagrange

2

Q)

—€p = —e)Ap =0.

vmw
Q
Fld

Il
—

i X

C’est’équation de Laplace. En 1’absence de conditions aux bords, un potentiel nul (et donc un champ
nul) serait une solution, ce qui n’est évidemment plus le cas en présence de conditions aux bords.

Equation des ondes

Soit ¢ : (x,t) € O C R* — ¢(x,t) € R une fonction de l'espace et du temps, représentant la valeur
d’un champ (scalaire) au point x et a l'instant t. On suppose que l'énergie associée a ce champ ¢
coincide avec I'intégrale de la (pseudo)norme de Minkowsky du quadrivecteur des dérivées spatiales

et temporelle du champ :
d t
uﬂzébvwm> ﬂ(¢§))]wm.

En minimisant cette quantité par rapport a ¢ avec une condition aux bords donnée

p(x,t) = do(x,t), VxeoQ
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1.4 Extensions a des cadres plus généraux

Il est facile de voir, par un calcul similaire au précédent, que I'équation d’Euler-Lagrange correspon-
dante est alors 1’équation des ondes

02 1
ﬁ‘l’(Lf) = C7A4’<£,f) ,

A représentant le Laplacien spatial.

1.4.2 Fonctionnelles dépendant de plusieurs fonctions

Une autre extension possible est celle au cas de fonctionnelles non plus d"une mais de plusieurs va-
riables dépendantes. Contrairement a la section précédente, c’est maintenant la variable dépendante
qui est ici vectorielle, et non plus la variable indépendante.

Par exemple, supposons que ® s’écrive sous la forme

Ol fil = [ Flx i), falx), £ (), B(x)) d

Pour trouver les extréma d’une telle fonctionnelle, c’est a dire les couples (f1, f2) qui la minimisent
ou la maximisent, il faut faire varier simultanément f; et f,, et annuler les dérivées fonctionnelles

lim Of1 + €g1,J;z] — D[f1, fo] , lim O[f1, fo+ 6862] - ®[f1, fol

pour toutes fonctions g1, g» de classe C! s’annulant sur les bords du domaine considéré.
Il est facile de vérifier que dans un tel cas de figure, on obtient non plus une mais deux équations
d’Euler-Lagrange, donc un systeme d’équations de la forme

OF _doF _
ofi _dxaff — Y
oF _ dJE  _
of “axof, — Y-

Dans le cas de dimension quelconque, on montre similairement le résultat suivant

THEOREME 1.8 Soit ® une fonctionnelle de plusieurs fonctions fi, fa, ... fu, de la forme

fr, far - fu] = /F(x,fl(x),fz(x),f{(x),fz/(x)/"'fn(x),fé(x))dx,

ou F est une fonction fixée, continfiment différentiable.

Soit (f1, ... fu) € C2(R") un optimum de cette fonctionnelle, avec des conditions aux bords
fr(x1) et fr(xa) fixées. Alors celui-ci satisfait nécessairement le systeme d’équations d’Euler-
Lagrange

oF d oF

aif.k—ﬁaif,]é— ’ k:].,...n.

EXEMPLE 1.7 La mécanique Hamiltonienne fournit de nombreux exemples de telles situations. No-
tons par exemple q;(t), g2(t), g3(f) les coordonnées d'un point matériel a I'instant ¢, et 4;(t),i = 1,2,3
les dérivées temporelles de ces coordonnées. Si on note L(t,4q1(t),...q3(t)) la densité Lagrangienne
associée, alors les trajectoires entre t; et t, sont données par les minima de 1'intégrale d’action

Alg) = [ L0020, 00,3 (), 2(0), (1))
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1 Calcul des variations

L’équation de Beltrami (Proposition se généralise elle aussi de fagon simple. Supposons que la
fonction F ne dépende pas explicitement de la variable dépendante x, on peut alors écrire (en omet-
tant les variables, pour simplifier les écritures) pour tout

2= 5 (W #3)

Partant des équations d’Euler-Lagrange du THEOREME multipliant la i-iéeme par par f] et som-
mant sur i, on obtient alors

" OF d oF
;fzaifz - Zfz dxaf/

— f ,
i op
d’ou

dF Z v OF  d oF
dx " af T dx of!

d L.
i dx(;ﬁaﬂ).

On a donc montré

PROPOSITION 1.3 Avec les notations du théoreme 1.8 si la fonction F ne dépend pas explicite-
ment de la variable indépendante x, alors I'équation d’Euler-Lagrange se rameéne a I'équation de
Beltrami

F(fuvee fur floe o f1) — iﬂgﬁ(fl,...fmf{,...fm _ct.

Dans ce cadre aussi, I’absence de dépendance dans la variable indépendante se traduit par I'existence
d’une quantité conservée. On verra plus loin une interprétation de cette formule dans le cadre de la
mécanique Hamiltonienne.

1.4.3 Fonctionnelles de dérivées d’ordre supérieur

Nous avons jusqu’a présent considéré uniquement le cas de fonctionnelles ® dépendant d'une va-
riable dépendante y et de sa dérivée i’ (essentiellement motivés par la formulation Hamiltonienne
de la mécanique classique). On peut en fait étendre le formalisme du calcul des variations a des
cadres plus larges, comme par exemple le cadre ot la fonctionnelle ® dépend de dérivées d’ordre
supérieur de la variable dépendante y. On est dans ce cas conduit a des équations différentielles
d’ordre supérieur.

Par exemple, considérons la fonctionnelle @, définie par

olfl = [ FGx f), £/ (), £ () d,

1

et soit f € C*, extrémum de cette fonctionnelle. Alors, pour tout ¢ € C?, telle que g(x1) = g(x2) =
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1.4 Extensions a des cadres plus généraux

¢(x1) = ¢'(x2) = 0,ona

ol esl = [T (05 fw £ (0,1 )

1

Par intégrations par parties successives, et application du lemme fondamental, on obtient I’équation
d’Euler-Lagrange correspondante

oF d oF L > oF

of dxof  dx2of"
On voit bien que cette équation sera généralement une équation différentielle d’ordre supérieur.
REMARQUE 1.3 Dans ce cadre, on voit intervenir des dérivées d’ordres supérieurs des fonctions

considérées. Il est donc nécessaire en toute rigueur, de faire les hypotheses de différentiabilité cor-
respondantes pour pouvoir énoncer un théoréme correct.

1.4.4 Conditions aux bords naturelles

Les calculs que nous avons effectués jusqu’a présent concernaient les situations dans lesquelles les
conditions aux bords sont totalement fixées. Il existe des situations dans lesquelles les conditions aux
bords ne sont pas completement fixées, et il est possible d’étendre 1’analyse faite plus haut a ces cas
de figure.

Prenons par exemple le cas ot f € C2([x1, x2]) extrémum de

Olf] = [ Fx, flx), £ (x)) dx

1

sous la seule condition aux limites
f(x1)=a.

Dans ce cas, la condition nécessaire d’existence d'un extrémum en f s’écrit
T (f +eg] =0
I € —
de 3
pour tout g € C2(]x1, x2[) tel que g(x1) = 0, sans autre condition en x = x, pour g. Ceci implique

70 [3 0 £, 1) = 435 ), £1(0)]
+ g(xn) 25 (e, £ (32), £/ (32)) = 0.

Ceci étant vérifié pour tout g, en particulier pour les g telles que g(x2) = 0, on en déduit que I'équation
d’Euler-Lagrange (1 reste valide. De plus, le cas g(s2) # 0, quelconque, implique une seconde
équation, appelée condltlon aux bords naturelle

oF

o (02 fx2), f(2)) = 0. (1.22)
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1 Calcul des variations

FIG. 1.10: Pendule double

1.5 Formalisme Hamiltonien

La mécanique Hamiltonienne est I'exemple le plus classique d’application du calcul variationnel, et
des théorémes et Elle postule que la trajectoire suivie entre les instants #; et t, par un
systéeme en mouvement dans l’espace est toujours celle qui optimisera la quantité suivante, appelée
action

t
= [ Lat,

t
ou L = T — V est le Lagrangien, égal a la différence entre 'énergie cinétique et I'énergie potentielle.
C’est ce que 'on appelle le principe de moindre action . Le Lagrangien est en fait une fonctionnelle,
qui dépend de la trajectoire suivie.
Supposons par exemple que le systéme dynamique considéré soit décrit par des coordonnées 41,92, . . . g
et leurs dérivées g1, qo, . . . 4, alors le Lagrangien prend la forme

L = L(qquZI e an ‘71/‘72/ e qn) 7
et conduit aux équations du mouvement, appelées ici équations de Lagrange

AL _daL_
aqi dt aql -

i=1,...n.

REMARQUE 1.4 Ces équations du mouvement peuvent aussi étre obtenues a partir des lois de New-
ton (et sont en fait équivalentes). Toutefois, pour des systemes complexes, les équations de Lagrange
sont généralement bien plus faciles a obtenir que ce que 1’on pourrait faire & partir des équations de
Newton.

EXEMPLE 1.8 (PENDULE DOUBLE) On considére le pendule double représenté en FIG.[1.10| et on note
6 et ¢ les coordonnées angulaires décrivant les deux brins.

On choisit pour origine des hauteurs des deux masses leur hauteur d’équilibre. L'énergie potentielle
est alors donnée par

V(6,¢) = mga(1 —cos(0)) + Mg (a(1 —cosf) + b(1 —cos¢)) .
On montre facilement que I'énergie cinétique est quant a elle donnée par

T(0,9,0,¢) = %mazéz + %M (a260% + b*¢* + 2abb¢psin(0 + ¢)) .
Tous calculs faits, les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent

;t((M+M)a29+Mab¢sin(0+¢))+(M—|—m)gasin9 = 0

jt (Mb*¢ + Mabfsin(6 + ¢)) + Mgbsing = 0.
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1.6 Calcul des variations sous contrainte

Le Hamiltonien : Supposons maintenant que le Lagrangien ne dépende pas explicitement du temps.
On peut alors utiliser la variante multidimensionnelle de 1'identité de Beltrami (Proposition et
écrire les équations d’Euler-Lagrange sous la forme

d " oL
" oL
L—;qla—qi—c,

C étant une constante. Cette propriété est appelée loi de conservation. On définit le Hamiltonien du
systeme par

ce qui implique que

" dL
H=Y 42 1L, (1.23)
i:zl 94

et la loi de conservation stipule donc que le Hamiltonien est une quantité conservée.

1.6 Calcul des variations sous contrainte

Il est parfois possible d’utiliser le méme type d’approche pour résoudre des problémes variationnels
lorsque des contraintes supplémentaires sont imposées a la solution. On a alors recours a la méthode
des multiplicateurs de Lagrange, que nous avons déja vu dans la section et a une généralisation

du théoreme
Plus précisément :

THEOREME 1.9 Soit f : QO C R" — R, extrémum de la fonctionnelle
) = [ Flx f(2), VF(x))dz,
avec conditions aux bords f = fo sur 0Q), et sous la contrainte

Y[f] = /Q G(x, f(x),Vf(x))dx=C,

C étant une constante fixée. Alors f est nécessairement solution des équations d’Euler-Lagrange
associées a la fonctionnelle

Iifl = @I = APl —©) = | [F(x f(x), V() = AG(x f(x), Vf())] dx —C.

Notons que C ne joue aucun role dans les équations d’Euler-Lagrange ci-dessus, et peut donc étre
supprimé. Il doit cependant étre pris en compte (naturellement) lorsque la contrainte est imposée, ce
qui permet de déterminer la valeur du multiplicateur A.

On peut mettre ce résultat en application sur 'exemple suivant.

EXEMPLE 1.9 (CORDE PESANTE A L'EQUILIBRE) on se donne une corde pesante de masse linéique y
et de longueur L, dans le plan xOz, attachée a ses extrémités A = (0,0) et B = (a,z1). La corde est
supposée a I’équilibre, donc le probleme se raméne a minimiser 1'énergie potentielle

V= [ ugz(x)y/14 2 (02,
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1 Calcul des variations

sous la contrainte

a
L= / 142/ (x)%dx.
On introduit donc la fonctionnelle
Jlz2l = /ygz 142/ (x 2dx+/\(/ \/1“'7/2‘”— )

= / (ngz(x) +A)y/1+2'(x)2dx — AL,
0
a minimiser par rapporta z eta A. Il n’y a pas de dépendance explicite dans la variable indépendante
x, on peut donc utiliser I'identité de Beltrami, qui s’écrit
12

_ Hgz+A
14+22 V1+z22

(ngz+ M) V1422 — (ugZ+A)¢

Posonsu =z — A/ug.Onau’' =z’ et'équation devient pugu/+/1+ u?2 = C. Cette forme suggere de
rechercher u sous la forme u = ccosh((x — x¢)/c), ce qui impose ¢ = C/ug. Finalement, la solution

est une chainette \
z(x) = —— 4 c cosh <x — x0> .
H& ¢

Les constantes c et xo sont déterminées par les conditions aux limites, et le multiplicateur de Lagrange
A est quant a lui déterminé en imposant la contrainte.

La physique offre de nombreuses autres applications de ce principe variationnel sous contrainte. Pour
n’en citer qu'un autre, on peut mentionner I’équation de Schrodinger.

EXEMPLE 1.10 (FORMULATION VARIATIONNELLE POUR L'EQUATION DE SCHRODINGER) L'équation de
Schrodinger donnant les niveaux d’énergie d'un opérateur Hamiltonien

hZ
Hy=Ep, H=—3 A+V,

ol V est une fonction a valeurs réelles, peut étre obtenue comme équation d’Euler-Lagrange d’un
, P q grang

probleme variationnel (c’est d’ailleurs ainsi que Schrodinger la formula initialement). On considere
pour cela la fonctionnelle

oly)= [ [h Ve + V@l

2m

On montre facilement que la fonction ¢ qui minimise cette fonctionnelle, avec conditions aux limites
nulles, et sous la contrainte de normalisation

2 _
[ ) dx =1,

doit satisfaire ’équation de Schrédinger ci-dessus.
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Deuxieme partie

Transformations integrales
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CHAPITRE

Y] Transformation de
Fourier finie

2.1 Préliminaires : équation de la chaleur finie

Le probléme de I'équation de la chaleur est un probleme tres classique de la physique. Il peut étre
résolu assez facilement dans un cadre trés simple. Supposons que la variable temporelle soit une
variable continue (f € R™), mais considérons une variable spatiale discrete : n € Z. On considere
maintenant un champ de température

T:(nt)— T,(t) €eR,

et on suppose pour simplifier encore que le champ T est périodique en # : il existe un nombre enter
positif N tel que pour tout n, on ait T, n(t) = T,(t) pour tout t. Ainsi, nous avons ramené notre
probléme a un probléme plus simple ne faisant intervenir que N variables indépendantes.
La version correspondante de I’équation de la chaleur précédente est la famille d’équation différentielles
couplées
dT,(t)
dt

et c’est ce systéme que nous voulons résoudre. On introduit pour cela les fonctions (t,k) — Ti(t),
définies par

= & (Tysq () = 2T (#) + T (t)) ,n=0,...N—1, 2.1)

N-1 ,
Te(t) = Y To(t)e 2mn/N 2.2)

n=0

Calculons maintenant

Nil ATu(t) —imkn/N _ dTi(t)
Ly dt

La méme transformation appliquée au membre de droite de I"équation de la chaleur discrete conduit

N

a

N-1 i N-1

Y (T (D =2Tu(5)+ Ty (1)) 7278 = Y7 (/N2 e 2N ) T, (1) 2R
n=0 n=0

= —4sin® (?) Te(t) .

Ainsi, notre équation devient
oTy(t
ot

(2.3)

N—
I
|
I
=R
)
Z.
o]
N
N
S|
z|3
N~
»H>
Y
N
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2 Transformation de Fourier finie

Il s’agit d"une famille de N équations différentielles découplées, dont les solutions sont connues :

Ti(t) = T(0) exp {—4o¢t sin? <7;\;{>} . (24)

Ainsi, si nous savons calculer les T, (t) a partir des Tj(t), nous aurons résolu notre probleme.

La transformation {T,,,n = 0,...N — 1} — {T},k = 0,... N — 1} est un exemple de ce que I'on appelle
la transformation de Fourier finie. Cette derniére est inversible, comme nous allons maintenant le
voir. Ainsi, nous pourrons, a partir des fonctions t — Tj(t) données en , obtenir le champ de
température T, () en tout point n et tout instant ¢.

2.2 La transformation de Fourier finie (TFF)

Le champ d’application de la transformation de Fourier finie est le domaine des suites de longueur
finie N, que 'on notera sous la forme f = {fy, f1, ... fnN—1}, ottles nombres f, sont des nombres a priori

complexes (mais peuvent étre réels, ou imaginaires purs). Une suite finie f € CN peut également étre

considérée comme un vecteur de CV, dont les nombres f, sont les composantes par rapport a une
base orthonormée de référence. C’est ce langage la que nous emploierons dans un premier temps.

2.2.1 Définition, Propriétés, Inversion
Définition et propriétés

Commengons par introduire la transformation de Fourier finie :

DEFINITION 2.1 Soit f = {fo,... fn—1} un vecteur de CN. Sa transformée de Fourier finie est
le vecteurz = {fo,... fn_1} défini par

. N-1 kn
fi = E fn exp {—ZiﬂN} . (2.5)
n=0

Il est facile de vérifier que la transformation
F:fecV —sfech
est une transformation linéaire : pour tous ]: 8§ € CNetA, peC,ona

FAf+pug) =Af+pug.
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2.2 La transformation de Fourier finie (TFF)

Inversion

THEOREME 2.1 La TFF est inversible de la facon suivante : si i est la TFF de i € CN, onaalors

1 N-1
= — Z Il (2.6)
On a de plus la formule de Parseval :
1 N-1 , N-1 2
N o A=) 1P 27)
k=0 n=0

Preuve : Calculons tout d’abord la série géométrique : soit n un nombre entier, et supposons tout
d’abord n ne soit pas un multiple entier de N. On a

Nil exp { 2z7rkn} _loep{-2inig) 0 (2.8)
= N 1—exp{-2ing} '

(le dénominateur est bien défini). Par contre, si n est un multiple entier de N, le terme générique de
la série est constant et égal a 1. Par conséquent, on a

N=t . _kn
Z exp {—217‘(N} = N(Sn[mod NJO - (2.9)

Calculons maintenant le membre de droite de (2.6) :
1 N-1 - 1 N—-1N-1 i Kn=m) 1 N—-1
N Z%) fke TN = N E EO fme =N — N ZO fm Né(mfn)[mod NJ,0
k= k=0 m= m=

ce qui complete la preuve de (2.6). La preuve de (2.7) est trés similaire. Il suffit de calculer

1 N1 ~1N-1N-1 ik ~1N-
N 2|fk| N E Z mefn TN 2 Z mf N‘Sm n)[mod NJ +
k=0 =0 m=0 n= m=0 n=0
ce qui prouve (2.7), et achéve la preuve du théoreme. [

2.2.2 Une base particuliére de CV

CN est un espace vectoriel complexe de dimension N, muni du produit scalaire suivant : si f, ¢ € CV,
on définit o

N-1
fg= ZO fuln s

et on note |.|| la norme correspondante : | f|| = ,/f.f.

Noter la présence de la conjugaison complexe dans la définition du produit scalaire, nécessaire
car on est en présence d"un espace vectoriel complexe. Ceci permet que la norme soit bien
a valeurs réelles. Par contre, on a aussi, pour f, g € cV, f8=gr
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2 Transformation de Fourier finie
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2.2 La transformation de Fourier finie (TFF)

II est facile de vérifier qu’il s’agit bien d’un produit scalaire. Introduisons maintenant les N vecteurs
v,k =0,...N — 1, définis par

1 kn
k :
= ——=¢exps2in—, ,n=0...N—-1. 2.10
i vN P{ N} 210

Les résultats précédents impliquent alors

COROLLAIRE 2.1 La famille {+°, ... yN=1} est une base orthonormée de CV .

Preuve : 11 suffit d"utiliser les résultats déja obtenus : on a

1 = —k
zk.le =N 7; exp {Zinn(éN)} =0k -

On a donc une famille de N vecteurs unitaires, orthogonaux deux a deux, dans un espace de dimen-
sion N, et c’est donc une base orthonormée. [
Il est alors facile de donner une interprétation de la transformation de Fourier finie. Etant donné un
vecteur f € CV, les composantes de sa TFF f sont de la forme

N-1
fe=VN Y fi7t =VNq - f. 2.11)
n=0

Ainsi, & un facteur multiplicatif (v/N) pres, les coefficients f; ne sont autres que les coordonnées de f
par rapport a la base des 7*. La formule d’inversion de la TFF peut aussi s’écrire

N-1

f=Y (45) o (212)

T k=0

alors que la formule de Parseval n’est autre que la version correspondante du théoreme de Pythagore

N-1
I£II* = kZ aNiRe (2.13)
=0

Il est important de bien saisir le role des vecteurs 7*. Comme on peut le voir sur la
FIG. le graphe des suites finies 7%,n = 0,...N — 1 montre des oscillations dont
la vitesse augmente avec k pour k € {0,...N/2}, puis diminue. Ainsi, la formule de
décomposition permet de décomposer la suite finie f en une somme de contribu-
tions qui varient a des vitesses différentes. On donne a la variable k/ N le nom de fréquence.
Lorsque, pour une valeur de k proche de N /2, le nombre f; est grand, ceci signifie que
la suite 7¥ correspondante, qui varie rapidement, est affectée d’un gros coefficient dans
la décomposition , et que la suite f est elle aussi rapidement variable. Par contre,

lorsque les coefficients f; pour k proche de N/2 sont petits, ceci signifie que la suite f
varie lentement. On dit qu’elle est plus “lisse”, ou “réguliere”.

Cecinous indique la marche a suivre lorsque 1’on veut rendre une suite finie f plus “lisse” :

il suffit de diminuer les valeurs des coefficients f; pour les valeurs de k proches de N/2,
en préservant les valeurs correspondant a des k proches de 0. On verra plus loin les effets
de telles transformations.
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2 Transformation de Fourier finie
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FIG. 2.3: Signal de parole et sa TFE.

Pour illustrer la transformation de Fourier finie, examinons quelques exemples. Le premier exemple
est un exemple de signal acoustique (une onde de pression donc), plus précisément le signal SONAR
émis par les chauve-souris (les chauve-souris étant pratiquement aveugles, elles utilisent les ultra-
sons pour s’orienter et détecter et localiser leurs proies). La FIG. représente le signal lui méme,
et sa transformée de Fourier. On voit que le signal est assez oscillant, avec des oscillations assez
régulieres. Ceci est confirmé par la transformée de Fourier, qui présente un pic bien marqué autour
d"une fréquence donnée, qui est précisément la fréquence des oscillations réguliéres que 1’on observe.
Le second exemple que nous considérons en FIG. 2.3|est lui aussi un signal acoustique, puisqu’il s’agit
de signal de parole. Dans ce cas, la suite f (le signal) est aussi tres rapidement oscillante, mais son
graphe est plus complexe que le précédent. L'examen de la transformée de Fourier f nous permet
d’en comprendre la raison : le signal f contient non plus une fréquence prépondérante, mais un
grand nombre (une dizaine environ), qui sont toutes multiples d’une fréquence fondamentale. Ceci
est spécifique du signal de parole, que 1’on qualifie parfois de signal harmonique. Cette structure du
signal de parole peut étre expliquée grace a des modéles physiques décrivant les vibrations des cordes
vocales et la propagation du son dans le conduit vocal...
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2.2 La transformation de Fourier finie (TFF)

2.2.3 Convolution ; produit

La transformation de Fourier, sous toutes ses formes, est intimement liée au concept de produit de
convolution. Nous allons le vérifier tout d’abord dans le cas simple de la TFF.
Etat donnés f,¢ € CV, on définit leur produit de convolution 1 = f * ¢ € CN comme le vecteur de

composantes
N-1

hy=(f*&)n =Y fu&n—mmod N] (2.14)

m=0

Une propriété essentielle du produit de convolution est qu'il est symétrique (on dit aussi commuta-

tif)
fxg=8*f. (2.15)

Calculons maintenant la TFF de / :

—1N-1
hy = Z megn m [mod N] exp{ }

n=0 m=
N—-1N-1

._k(n—m)
= Z Z fmgn m[mod N] €XP { } {_217TN
n=0 m=
N-1N-1 km ]
- BB o
n=0 j=0 N N
= fk8k -
Ainsi, la transformée de Fourier finie du produit de convolution de deux vecteurs f et g est égale au
vecteur dont les composantes sont égales au produit des composantes correspondantes de f et §. On
note i = ]3 ce nouveau vecteur, appelé produit simple de z etg.
Attention : il ne faut pas confondre le vecteur f§ avec le produit scalaire f.§, qui est un
nombre (et pas un vecteur).

Considérons maintenant la TFF du produit simple de deux vecteurs. Pour cela, nous pouvons écrire
en utilisant la formule d’inversion de la TFF

— kn
figk = Z fngn eXp{ 2Z7TN}

N n=0 (=0
1 N-1 .

= = $efr—kimod N
Nz:o mod N
1 -

= N([*g)k-

Nous obtenons donc, a peu ce choses pres, un résultat “symétrique” du précédent : la TFF d'un
produit simple est égale (a un facteur 1/N pres) au produit de convolution des TFE. On résume les
résultats obtenus dans la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1 Soient f,g € CN. Alors, on a, pour toutk =0,...N —1:

(f*g)k =

8 (2.16)

= Y

2.17)

1<
*

oo

=

(fohk = !
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2 Transformation de Fourier finie

Ce résultat, parfois appelé théoreme convolution-produit, est un résultat que nous allons retrouver dans
toutes les formes de transformation de Fourier (a de petites modifications pres, a savoir des constantes
multiplicatives différentes).

Nous sommes maintenant en position de terminer la résolution du probléeme posé au
début de ce chapitre. On déduit de (2.4) la solution

N-1
Tu(t) = % I.(0) exp {—4atsin2 <7;;(> } exp {21'7'(1]\([} ,

qui prend la forme de la TFF inverse d"un produit simple. Ainsi, la solution peut aussi
s’écrire sous la forme d"un produit de convolution de la condition initiale T(0) = {T,,(0),n =
0,...N — 1} par la TFF inverse de la suite

I (t) = {exp {—4zxtsin2 (?)} ,k=0,...N— 1} .

C’est 1a aussi une forme que nous allons retrouver souvent. On remarque que /1 (t) est
proche de 1 pour k proche de 0 ou N, et vaut exp{—4at} pour k = N /2 (en supposant N
pair).

Les solutions sont représentées en FIG. pour différentes valeurs de t. On remarque
que l’évolution temporelle consiste en un “lissage” progressif de la condition initiale, qui
devient de plus en plus “étalée”. C’est un comportement que I’on peut comprendre assez
facilement, dans la mesure ot1 I'équation montre que dans I’espace des transformées
de Fourier, 1’évolution temporelle se traduit par une atténuation des composantes corres-

pondant a k proche de N /2, c’est a dire les composantes qui varient le plus rapidement.

2.2.4 Remarques sur la périodicite

Dans la définition de la transformation de Fourier finie,
. N2t . kn
fi = Z fn exp {—ZZHN} ,
n=0

il est clair que f peut également étre défini pour des valeurs entieres de k n’appartenant pas nécessairement
a{0,...N — 1}. Par contre, on a pour tout k € Z

fein = fr (2.18)

de sorte que j’ peut étre considéré soit comme un vecteur de CV, soit comme une suite infinie,
périodique de période N. C’est pourquoi on rencontre souvent dans la littérature des définitions
différentes de la TFF, par exemple, une définition dans laquelle f est défini pourk = 1—N/2,...N/2
(quand N est pair).

Inversement, la formule

1 =, ._kn
fn= N k;)fk exp {Zan}

permet de définir une suite infinie, N-périodique. On peut donc considérer f soit comme un vecteur
de CV, soit comme une suite infinie, périodique de période N.
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FIG. 2.4: Solution de I’équation de la chaleur, a des temps différents
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2 Transformation de Fourier finie

2.2.5 Transformation de Fourier rapide ; le probleme de la complexité

Lorsque I'on veut calculer une transformée de Fourier finie sur un ordinateur, il est nécessaire de se
préoccuper du cotit de cette transformation, c’est a dire d’essayer d’avoir une estimation du temps
de calcul. Pour cela, un moyen simple consiste a compter le nombre d’opérations élémentaires (mul-
tiplications, additions, ou les deux) nécessaires au calcul. On appelle cela I’analyse de la complexité du
calcul.

Dans le cas de la transformation de Fourier finie, le calcul de la complexité est assez simple. Pour
faciliter les choses, on se limitera au calcul des multiplications (souvent plus cotiteuses que les ad-
ditions). Si on suppose que les nombres complexes exp{—2irtkn/N} ont été calculés une bonne fois
pour toutes, le calcul de

N-1
Y. fuexp {—Zinkn}
n=0 N

fait intervenir N multiplications. Ce calcul est effectué N fois, ce qui conduit a N> multiplications. On
dit que I'algorithme a une complexité en O(N?) (littéralement, de I’ordre de N?).

Lorsque N est grand, le temps de calcul peut devenir exagérément long. Fort heureusement, il existe
une fagon d’organiser les calculs (un algorithme) plus efficace, permettant d’effectuer une TFF avec une
complexité de O(N log, N). Il s’agit de la transformation de Fourier rapide (TFR, ou FFT en anglais).

Décrire I'algorithme de TFR dépasse le cadre de ce cours, mais il est important d’en
connaitre l’existence, et d’en mesurer l'importance. Prenons pour cela le cas N = 210 =
1024. Alors N? = 22, alors que Nlog, N =~ 10 x 210, de sorte que I'algorithme de TFR est
dans ce cas approximativement 21°/10 a2 102 fois plus rapide. Ceci se passe de commen-
taire...

2.3 La transformation de Fourier discrete (TFD)

2.3.1 Définition, difficultés

Passons maintenant au cas de la dimension infinie : nous allons maintenant étudier la version de
la transformation de Fourier adaptée au cas de “vecteurs infinis”, c’est a dire adaptée au cas des
suites. La dimension infinie pose toutefois des problemes que 1’on ne rencontre pas en dimension
finie. Le premier a trait a la définition méme de la transformation de Fourier : étant donnée une suite
f = {fu,n € Z}, sa transformée de Fourier est la fonction 27t périodique f définie par

[e0]
flw)="Y fue ™. (2.19)
n=—oco
Cette série n’est pas nécessairement convergente, et il faut donc faire des hypotheses sur f pour
s’assurer de 'existence de f. L’hypothese la plus simple consiste a supposer que la suite f considérée
est sommable, c’est a dire telle que

(oo}

Z |ful < 0.

n=—oo
On dit alors que f appartient a I'espace ((Z).

On vérifie facilement que ¢1(Z) est bien un espace linéaire, c’est a dire tel que pour tous
f,8 € (H(Z),etA €C, f+g € (H(Z), et Af € ((Z): Ky |fut-8al < Lo lfol + L Il <
et Y, |Aful = |A| X, [fu] < o0 On vérifie aussi que l'application ||.||; : f € £4(Z) — ||f|1 €
R définie par

[ee]

Ifl="3 1ful

n=—oo
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2.3 La transformation de Fourier discréte (TFD)

est une norme sur /!(Z) : onabien || f +¢|l1 < ||fll1 + llgll1 et |ambdaf]||1 = |A|||f1 (voir
ci dessus). De plus, || f||1 = 0 implique que f, = 0 pour tout 1, donc f = 0.

DEFINITION 2.2 Soit f € (Y (Z). Sa transformée de Fourier discréte est la fonction 27
périodique f définie par . f est une fonction bornée.

Le fait que f soit bornée est facilement vérifié : en effet on a

< Y Ul = Iflh < oo

n=-—oo

0 .
Z fne—mw

n=-—oo

Comme son homologue finie, la transformation de Fourier discréte est une transformation linéaire.
Nous verrons par la suite quelques propriétés plus “fines”, mais nous nous en tiendrons pour le
moment a des priopriétés élémentaires.

2.3.2 Convolution et produit

Le produit de convolution de deux suites est défini de fagon similaire au produit de convolution des
vecteurs. Etant données deux suites f,¢ € ¢!(Z), on définith = f x g = ¢ * f par

[ee]

M=) fugn-m - (2.20)

n=—oo

1l est facile de vérifier que h € (}(Z) :
213 fngn—m| < XY | fmllgn—ml =l fll1 llgll -

Par conséquent, sa transformée de Fourier discrete existe et est une fonction bornée. On a

h(w) = fmgm-ne i

—iw(n—m
e iw(n=m)

Py
L L
= flw)gw).

On a donc le résultat suivant :

PROPOSITION 2.2 Soient f,g € (1(Z). Alors f x ¢ € {*(Z), et pour tout w € R,

—

frglw) = flw)g(w). (2.21)

On peut également montrer un résultat analogue dans le cas d"un produit simple : si f et ¢ sont deux
suites quelconques, leur produit simple est la suite notée fg, définie par (fg), = fugn- La TFD de
fg est alors égale & un produit de convolution “continu” des fonctions f et §. Cette propriété sera
discutée en détails au chapitre suivant.
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2 Transformation de Fourier finie

2.3.3 Notions de signal et de filtrage numériques

En théorie des communications, le support de I'information est appelé signal. Un signal peut prendre
différentes formes, souvent la forme d’une fonction ou une suite. Dans le premier cas, il s’agit en
général d'un signal “physique” : onde acoustique, électromagnétique,... on parle dans ce cas de signal
analogique. Dans le second cas, on parle de signal numérique.

L’opération de base en traitement du signal est le filtrage des signaux. Nous verrons par la suite
des exemples plus précis de filtrage, mais nous pouvons d’ores et déja voir les bases du filtrage
numérique. Le filtrage numérique est généralement réalisé par convolution : le filtre est caractérisé
par une suite h = {h,,n € Z} € ((Z), appelée réponse impulsionnelle du filtre. Le filtre K}, est une
application linéaire qui associe a toute suite f une suite ¢ = K}, f, définie par

gﬂ_(th)n_(h*f Z B fro—m -

m=—oo

Supposons f € ¢1(Z). Comme nous l'avons vu, aprés transformation de Fourier, nous obtenons un

produit simple : o
8(w) = h(w)f(w)

de sorte que le filtrage permet de modifier le contenu fréquentiel du signal f.

Un exemple de filtrage est présenté dans la FIG. 2.5 Il s’agit en fait d’un lissage, c’est a dire d'un
filtrage qui a pour but de diminuer les valeurs de f(w) pour les grandes valeurs de w. EnI'occurrence,
on travaille sur une suite finie f assez “irréguliére” appelée mouvement Brownien, et le filtrage est

effectué en remplacant par des zéros toutes les valeurs de f(w) supérieures (en valeur absolue) a une
valeur limite w..w, est pris de plus en plus petit, de sorte que le lissage est de plus en plus important.
Un tel filtrage peut étre réalisé via un produit de convolution, mais est dans ce cas plus aisé a réaliser
en travaillant directement sur les coefficients f(w).

2.3.4 Approximation d’une TFD par une TFF

En pratique, on ne peut calculer numériquement la transformée de Fourier discrete, et ce pour la
simple raison que 'on ne peut utiliser sur ordinateur que des suites (ou vecteurs) finies. Le mieux
que l'on puisse faire est alors de se rabattre sur la TFF.

Soit donc f € ¢'(Z) une suite, et soit f sa transformée de Fourier discréte. f est donc une fonction
2m-périodique d"une variable réelle w. Supposons maintenant que nous ne disposions pas de la suite
f entiére, mais d’une sous-suite finie, par exemple f = {fy,... fy_1} € CN. L’idée la plus simple est

alors de calculer une approximation fapp de f:

Japp(w Z fue™ (2.22)

On verra dans le chapitre suivant comment mesurer 1’erreur commise en utilisant cette approxima-
tion. Par contre, la TFD étant une transformation linéaire, 'image de CN par TFD ne peut étre de
dimension supérieure a N, de sorte que considérer des valeurs fapp(w) pour une infinité de valeurs
de w n’a pas grand sens. On peut se limiter & N valeurs de w, et le choix le plus simple consiste a
considérer N valeurs régulierement espacées entre 0 et 277, soit

k
wk:2nﬁ,k:0,...N—1.

On obtient alors

fapp wy) Z fn ek = Z fn e~ 2imkn/N fk ’ (2.23)
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FIG. 2.5: Un exemple de signal “irrégulier” (mouvement Brownien, figure du haut), et des versions

filtrées, de plus en plus “lissées”.
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2 Transformation de Fourier finie

de sorte que nous retombons naturellement sur la transformation de Fourier finie de la sous-suite
finie f € CN.
Reste a vérifier que ceci caractérise effectivement fapp. Pour cela, il suffit de calculer, pour w #*
tk/N,k € Z

1N1

fapp(w) = an e

1N1N7

— Z Z erITEle/N

nOkO
1N1 —

- Z exp{—i(w —2mk/N)}"

Z|

B lNZ:l 1 —exp{—iNw}
- NA& “1—exp{—i(w— mk/N)}’

ce qui montre que I'on peut bien calculer f,,,(w) pour tout w a partir des f(wy).

2.3.5 Inversion : les séries de Fourier

Nous avons vu que l'inversion de la transformation de Fourier finie est une opération assez simple.
Le cas de la transformation de Fourier discrete est plus complexe. Cependant, le résultat suivant reste
simple.

THEOREME 2.2 Soit f € (1(Z), et soit f sa transformée de Fourier discrete. Alors on a pour
toutn € Z

o= % / ’; Flw)e™ deo . (224)

Preuve : Nous savons que f est bornée. Donc I'intégrale du membre de droite de (2.24) est convergente,
et nous pouvons calculer

1 T, . 1 © )
_ imw - i(n—m)w
— [ﬂf(w)e dew 271/ Y fue dew

T m=—oc0
— i Z f / ez(nfm)w dw
2 = M)
= fn ’
ce qui prouve le théoreme. [ )

Notons que la formule (2.24) coincide avec la définition des coefficients de Fourier :
f n = an +iby,

avec
1 T, 1 T .
an =5 /_nf(w)cos(nw)da) ;b= /_nf(w)sm(nw)dw

Nous verrons au chapitre suivant un lien plus étroit entre ces deux théories.
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2.3 La transformation de Fourier discréte (TFD)

Nous avons donc maintenant a notre disposition une transformation de Fourier discrete,
définie sur ¢!(Z), que nous savons inverser. Cependant, elle n’est pas tout a fait satisfai-
sante, pour plusieurs raisons. D’une part, l'hypothese f € ¢1(Z) est parfois trop restric-
tive. Et d’autre part, nous n’avons pas dans ce cadre d’interprétation simple en termes de
base orthonormée. Nous verrons que la théorie des séries de Fourier permet de compler
ces manques.
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CHAPITRE

3 yl ° °
Séries de Fourier

Nous avons étudié au chapitre précédent la transformation de Fourier des suites, finies ou infinies.
Nous passons maintenant au cas des fonctions, qui est plus complexe. Pour simplifier quelque peu,
on s’intéressera tout d’abord au cas des fonctions a support borné, ou aux fonctions périodiques, qui
peuvent étre traitées de fagon similaires. La théorie de Fourier correspondante est la théorie des séries
de Fourier.

La théorie des séries de Fourier est tout d’abord développée dans le contexte des fonctions périodiques.
Rappelons qu’une fonction t — f(t) est périodique de période T si pour toutt € R,ona f(t+T) =
f(t). La théoreme général de Fourier montre que si f est une telle fonction, elle peut s’exprimer
sous forme de combinaison linéaire infinie de sinusoides, de fréquences multiples d"une fréquence
fondamentale égale a I'inverse de T. Toutefois, il est encore nécessaire ici de faire attention au sens
que I’on donne a I’égalité, qui peut varier suivant le contexte.

3.1 Fonctions trigonométriques

3.1.1 Polynémes trigonométriques

Un exemple simple de fonction périodique de période T est I'oscillation €,, définie par
€n(t) — p2inmt/T (3.1)
pour tout entier n. Il en va de méme pour les fonctions
P(t) — Z Cn€2in7'(t/T ,
nel

ol I est un index fini, et les ¢, n € I des nombres complexes quelconques. Quitte a compléter 1'ex-
pression précédente par des coefficients ¢, nuls, on peut mettre P(t) sous la forme

N .
P(t)= Y cpe™/T, (3.2)
n=—N

que l'on appelle polynome trigonométrique de degré N.
En décomposant I’exponentielle complexe en sinus et cosinus, on peut aussi mettre [3.2)) sous la forme

N
P(t)y=co+ ) <an cos <2nT7rt> + by, sin <2nT7rt>> , (3.3)

n=1

en posant

{a” = Cntlon (3.4)

by, = i(ch—c—p)
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3 Séries de Fourier

3.1.2 Orthogonalité

Soit Py I’espace vectoriel des polynémes trigonométriques de degré inférieur ou égal a N (qui est de
dimension 2N + 1). Cet espace peut étre muni du produit scalaire suivant : VP, Q € Py, on pose

T __
(P,Q) = [ P (3.5)

On peut vérifier que ce produit possede bien toutes les propriétés d"un produit scalaire. Posons pour
simplifier

en(t) = e2inmt/T (3.6)

-

Il est facile de voir que

T
<€m,€n> :/0 @( en T/ (n=m)7t/T dt = 5nm ’ (3.7)

c’est a dire que les fonctions e;,,,1 sont orthogonales deux a deux.
On dispose donc d"une famille de 2N + 1 fonctions orthogonales, de norme égale a 1, dans un espace
de dimension 2N + 1. Donc,

PROPOSITION 3.1 La famille {e,,n = —N, ..., N} est une base orthonormée de Py.

Par conséquent, étant donné un polyndme trigonométrique P € Py, nous pouvons calculer les coef-
ficients ¢, de son développement par rapport & la base {e,,n = —N, ... N} gréace a la relation

(en, P) = VT Zcm<en,em> = ﬁanenW =VTey,

etdoncona
Cn = i (e, P) = / Jo 2t/ T gt (38)

Le calcul de la norme quadratique fourrut quant a lui la formule de Parseval, qui est essentiellement
une version adaptée du théoreme de Pythagore :

" / Pt =L feal (39)

3.2 Séries de Fourier

3.2.1 Généralités

Jusqu’a présent, nous avons travaillé dans un contexte de dimension finie, que nous voulons main-
tenant étendre au cas d’espaces de fonctions autres que des polyndmes trigonométriques, qui sont
généralement des espaces de dimension infinie. Parmi les espaces fonctionnels classiques, les espaces
de fonctions de module carré intégrable jouent un role primordial. Dans le cas qui nous intéresse, a
savoir le cas des fonctions périodiques, il s’agit de 'espace Ly ([a, b]), défini de la fagon suivante :

L%([a, b]) ={f : R — C, f périodique de période b —a, ||f|| < oo} , (3.10)

olta < b sont deux réels, et o1 on a noté

P = [ 1P 61
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3.2 Séries de Fourier

Il est facile de vérifier qu’il s’agit bien d"un espace linéaire (si f, g € L%, ([a,b]),alors f+ g € L%( [a,b]),
et Af € L3([a,b]) pour tout A € C. C’est de plus un espace normé (I'application f € L3([a,b]) —
|| f]| est bien une norme). Cependant, ce qui différencie L%([a, b]) de la majeure partie des espaces

fiorgctionnels normés, c’est le fait que cet espace posséde un produit scalaire : pour f, g € L%, ([a,b]), on
éfinit

b_
(f.8) = | Fhgat, 612)

On peut en fait montrer que ceci munit Lf, ([a, b]) d’une structure d’espace de Hilbert.

La notion d’intégrale utilisée est 'intégrale de Lebesgue. Cette derniére coincide dans la
plupart des cas avec I'intégrale de Riemann, mais permet d’étendre la notion d’intégration
a des fonctions pour lesquelles l'intégrale “a la Riemann” n’est pas définie. Des détails
complémentaires sur 'intégrale de Lebesgue, et plus généralement sur les espaces fonc-
tionnels “classiques” se trouvent en Annexe

REMARQUE 3.1 Pour étre précis, I'espace Ly ([a,b]) n’est pas un espace de fonctions a proprement

parler, mais plutot un espace de classes d’équivalence de fonctions : en effet, si f € L%([O, 1]), et si
on définit g par ¢(t) = f(t) pour toutt # 1/2, et g(1/2) = f(1/2) + 1, alors conformément a la
définition de I'intégrale de Lebesgue, on a ||f — g|| = 0, de sorte que l'on ne peut dans L3([0,1])

discerner g de fﬂ Plus généralement, toute fonction g obtenue a partir de f en la modifiant sur un
sous-ensemble de [0, 1| de mesure nulle sera indiscernable de f, et donc identifiée & f. On dit parfois
que les fonctions des espaces de Lebesgue L? sont définies modulo un ensemble de mesure nulle.

Par la suite, on posera

T=b—a.

Il est immédiat de vérifier que les oscillations €, et les fonctions e, appartiennent a L% ([a,b]), de sorte
que pour tout N € Z*, on a l'inclusion

Pu C Li([a,b]) . (3.13)

On peut maintenant se poser la question suivante :

Etant donné un f € L3([a,b]), quel est I'élément de Py qui en est le plus proche ? en d’autres
termes, quelle est la projection orthogonale fy de f sur Py ?

I est facile de répondre a cette question en utilisant les outils a notre disposition dans L% ([a,b]), eten
particulier la norme. La distance entre f € L3 ([a,b]) et un polyndme P € Py, de la forme

N
P(t) = ;\:Icnen(t) ,

est naturellement définie par

d(f,P) = IIf =PIl (3.14)

IPrécisément, la norme ||.|| munit L%,([O, 1]) d’une topologie qui ne sépare pas f de g.
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3 Séries de Fourier

Calculons alors

N N
||f_PH2 = ((f— chen)/(f_ chen)>
-N -N
N

N
= ||f||2_2% (Z}\:jcn<fr€n>>+ 2 CnCm (€m, €n)

nm=—N

N N
— ||f|\2—28%< Y dncn>+T Y Jenl?
n=—N n=—N

18 e - _ 2
AP =3 X ldaf? ) + 3 |VTew =/ VT
—N -N

ol on a posé
b .
dp = (en, f) = / f(t)e 2nmt/T gp (3.15)

Les deux premiers termes (entre parentheses) sont indépendants des coefficients c, recherchés, de
sorte que minimiser ||f — P|| est équivalent & minimiser la seconde somme par rapport aux coeffi-
cients c,. Il est clair que cette derniére est minimale (et nulle) si et seulement si

b .
cn = cu(f) = ldn _1 / F(t)e Hmmt/T gy (3.16)
T T Ja
On a alors N
P(t) = fu(t) = Y cu(f)e¥™/T. (3.17)
n=—N
De plus, on a également
N
1f = Ml =P =T X len(HIP (3.18)
-N
Nous avons donc montré :
PROPOSITION 3.2 1. La projection orthogonale Fy de f sur Py est donnée par
N .
) =Y eu(f)em™T, (3.19)
n=—N
oil les ¢y (f) sont définis en (3.16).
2. On ade plus l'inégalité de Bessel
= 2 1 2
Y lealHP < S IIA1P (3.20)
n=—N T

3.2.2 Une base orthonormée de L%([a, b])

Le cas de la transformation de Fourier finie était tres simple, mais aussi trés utile pour comprendre le
statut de la transformation de Fourier. Non seulement, nous avions montré que la TFF est une trans-
formation inversible dee CN dans CV, mais que de plus la famille des suites finies zk, k=0,..N—-1

est une base orthonormée de CV, et que la TFF n’est autre que I'application qui associe a tout élément
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3.2 Séries de Fourier

f € CN la suite finie des coefficients (fy, ... fy_1) de son développement par rapport a cette base (a
un facteur multiplicatif constant pres). Il se trouve que ceci reste vrai lorsque 1’on passe au cadre de
I'espace L%([a, b]) et des séries de Fourier associées.

En effet, nous avons déja vu que les fonctions t — e,(t) définies en (3.6) sont orthogonales deux
a deux, et normées. Plus précisément, la Proposition 3.1) montre qu’elles forment des bases ortho-
normées de sous-espaces de dimension finie de L%([a, b]). Qu’en est il en dimension infinie? La
réponse est apportée par le théoreme suivant, donné sans démonstration :

THEOREME 3.1 La famille des fonctions exponentielles e, définies en est une base ortho-
normée de Ly ([a, b]). Pour tout f € Ly([a,b]), ona

If=fIP=T ¥ lea(f)* — Oquand N — oo, (3:21)
[n|>N
01l 0n a posé
N
fN - Z Cn(f) €n (3.22)
n=—N

De plus, la formule de Parseval s'écrit, pour toutes f, g € Ly ([a,b])

® 1 e g 1
L a(fen(s) = = [ Fst)dt = 5= (£.8). (323)

Ainsi, on a également la propriété suivante : pour tout f € L3([a,b]), la suite de ses coefficients de
Fourier est de module carré sommable.

DEFINITION 3.1 Etant donnée f € Ly([a,b]), la limite fo des fonctions fy définies en (m
est appelée série de Fourier de f.

Ainsi, le théoreme montre que pour tout f, fy — f (au sens de L%([a, b])). On parle alors de conver-
gence forte.

REMARQUE 3.2 Ceci ne signifie nullement que pour tout t € [a,b], fx(t) — f(f). On verra des contre-
exemples plus loin. Par contre, une conséquence du théoreme est que fx(t) — f(t) pour presque tout
t, c’est a dire pour tout t sauf éventuellement un ensemble de mesure nulle. En effet, si tel n’était pas
le cas, alors on aurait || fy — f|| #~ 0 quand N — oo.

3.2.3 Un exemple

Considérons le cas de la fonction f € L%([O, 27t]), définie par

ﬂﬂ:{l si0<t<m

-1 sin<t<2rm,

(appelée fonction de Haar) et complétée par périodicité. Un calcul explicite donne

o) =5 [ S =0,
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3 Séries de Fourier

et pour n # 0,

1 27 —int 1 T —int 2 —int 1
an(f) = 5= f(t)e dt:ﬂ/oe dt—/ﬂ e dt:E

= 1=
2o '

in
Ainsi

= Slnestimpair.

{ 0  sinestpair

On a par exemple

filt) = % sin(7tt)
fa(t) = % (sin(nt) + % sin(37rt)>
f5(t) = % <sin(7rt) + % sin(37tt) + % sin(57'(t)> )

Il est généralement instructif de s’intéresser a l’erreur d’approximation || f — fn||. Dans notre cas, on

a
2

> 2 4 & 1 421
2
— fok—1||" =4n — ==y <) .
If = foxal m;K 2m+1)m nm:K(m+1/2)2_7rmZ::Km2
Or, on a
f”ﬂ_11_1_1->1
m1 2 m—1 m mm—1) " m2’

de sorte que
o 4 [ dt 4 1

If~falP <= [ =
L'erreur d’approximation || f — fy|| décroit donc comme 1/+/N. Nous verrons par la suite des condi-
tions permettant d’estimer a priori l'erreur d’approximation en fonction de propriétés génériques (es-
sentiellement des propriétés de régularité) de f.
Il est également intéressant d’étudier les propriétés de convergence ponctuelle de la série de Fourier
de f. On sait que fn(t) converge vers f(f) pour presque tout . Par contre, on a également fy(0) =0
pour tout N, de sorte que fy(0) — 0 # f(0). Voici donc un contre-exemple & la convergence ponc-
tuelle. Par contre, on peut aussi remarquer que limy_. fn(0) = 0 = (lim;_o+ f(#) +lim;_o- f(2))/2,
ce qui est en fait un résultat que nous allons montrer un peu plus loin dans un cadre général.
L’exemple est représenté en FIG. On voit clairement que les approximations successives convergent
(lentement) vers la fonction étudiée (en haut a gauche). La lenteur de la convergence s’explique par le
fait que || f — f | se comporte comme 1/+/N. On observe également des oscillations qui apparaissent
au voisinage des discontinuités de la fonction. Ces discontinuités sont en fait les caractéristiques de
f les plus difficiles a approximer par des sinusoides, et se traduisent donc par 1’apparition d’oscilla-
tions. Ce phénomeéne est appelé phénomene de Gibbs.
Ce phénomene est toujours présent dans I'exemple de la fonction “dents de scie” de la FIG. mais
est considérablement atténué. En effet, dans ce cas, la fonction considérée étant une fonction continue,
on peut montrer que ses coefficients de Fourier ¢, (f) décroissent comme 1/n2, de sorte que || f — fn ||
se comporte comme 1/N+/N. La convergence est ainsi plus rapide.

3.2.4 Quelques remarques

1. Soit f € L% ([a, b]). Ses coefficients de Fourier sont définis par 1i ; cependant, compte tenu de
la périodicité supposée de f, on peut également prendre (en posant T = b — a)

Cn(f>_T f()e _T1f<)e 4

-T/2
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3.2 Séries de Fourier

Fonction de Haar Approximation f1

o ol
o W]
L L]
o I I W
Jo ] W L]

04
0.
\/\) SN Vv
-1
2 0 400 6 1t 2

FIG. 3.1: Séries de Fourier tronquées de la fonction de Haar : Le phénomeéne de Gibbs.
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FIG. 3.2: Séries de Fourier tronquées d"une fonction “dents de scie” : Le phénoméne de Gibbs.
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3.2 Séries de Fourier

ou I est n'importe quel intervalle de longueur b — a.
2. Considérons une fonction f € L3([a, b]), et supposons que f soit paire : f(—t) = f(t) pour tout
t. Alors, on a

T/2 T/2

B YRt/ T gy — / Ye 2t/ T gy — ¢ .
1’l T/Zf T T/2 n(f)

De plus, on peut aussi ecrire

1 T/2

cn(f) = E(cn(f)—i—c_ / )cos(2mtnt/T) dt

et

N .

) = Y cu(f)er™/T = + Z an(f) cos(2mnt/T),
n=—N
ot a,(f) = 2cu(f).
3. Similairement, supposons maintenant que f soit impaire : f(—t) = —f(t) pour tout t. On a alors

E b,(f)sin(27tnt/T),

2 T/2
bu(f) = 26(f) = 7 ﬁ  f(®)sin@rnt/T) at

3.2.5 Problemes de convergence des séries de Fourier

La théorie L? ne donne que des indications relativement limitées sur le comportement des coefficients
de Fourier, et sur la convergence des séries de Fourier. Par exemple, la formule de Parseval implique
quesi f € L%([a, b]), alors |c,(f)| — 0 quand n — oco. On sait également que la série de Fourier de f
converge (fortement) vers f. Ceci entraine la convergence presque partout, mais pas nécessairement
la convergence ponctuelle.

Il est donc utile de se poser de tels problemes dans des cadres fonctionnels différents. Un cadre
intéressant est le cadre L!, plus large (dans le cas des fonctions périodiques) que le cadre L2. En
effet, on a

LEMME 3.1 Soit f € L3([a, b]). Alors f € Ly,([a,b]).

Preuve : Supposons f € L%,([a, b]), et calculons

/ub\f(t)]dtg\//ﬂbdt\//ab\f(t)yzdt<oo,

la premiere inégalité étant simplement 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ceci montre le lemme. )
Commengons par le résultat important suivant, appelé Théoreme de Riemann-Lebesgue, qui joue un role
central dans la preuve de nombreux résultats, et que nous retrouverons aussi dans d’autres cadres.

THEOREME 3.2 (RIEMANN-LEBESGUE) Soit f € L!([a, b]). Alors

b .
/ f(t)e "™ dt — 0 quand n — oo. (3.24)
a
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3 Séries de Fourier

La démonstration utilise le résultat classique suivant

PROPOSITION 3.3 C!([a, b]) est dense dans L ([a, b]).

Ceci signifie que pour tout f € L!([a,b]), et pour toute > 0, il existe gc € C!([a, b)) tel que || f — gell1 <
€.

Preuve du Théoréme[3.2]: Supposons dans un premier temps que f € C!([a, b]). Alors, par intégration
par parties, on a

/ubf(t)e_i”t dt = _*[f( Ye~ i — f(a)e=im) +;l/abf/(t)e—int it

qui tend bien vers 0 quand 1 — 0. On utilise maintenant la densité de C!([a,b]) dans L!([a,b]) : si
f € L'([a,b]), pour tout € > 0, il existe g € C!([a, b]) tel que fab |f(t) — ge(t)|dt < €/2. Alors

/abf(t)ei”tdt < /ﬂb 1f(£) — ge()]dt + ‘/abge(t>eintdt‘ '

Pour tout ¢, il existe N tel que la seconde intégrale soit plus petite que €/2 pour |n| > N. Ceci

complete la démonstration. [
Une conséquence importante de ce résultat est le résultat suivant de convergence ponctuelle. Pour
simplifier, on se limitera dans cette section au cas particulier b = —a = 7. Etant donné un point ty,
on notera

f(tor) = lim f(t), f(to-)= lim f(t)

t—to, t>1o t—to, t<to

quand ces limites existent.

THEOREME 3.3 (DIRICHLET) Soit f € Ly, ([—7, 7t]). Soit to un point tel que les limites f (toy)
et f(to—) existent, de méme que les dérivées i gauche et a droite de f en ty. Alors quand N — oo,

fnlio) = 3 (fto+) + f(ko-)) (3.25)

Preuve : Commengons par évaluer la somme partielle fn(to) :

fn(to) = Zn/ £(b) ( n(to— t)) dt

B sm N+1/2)(t0—t)
27‘[/ f®) sin(ftp —t)/2 at

B / Flto s1n(N+1/2) s
27

sins/2

sin(N+1/2)s

sins/2 ds

= f/ fto+s) + flto—s))
En posant y = (f(to+) + f(to—))/2, on a donc

Fulto) —p =+ /0 " p(s) sin(N +1/2)sds , (3.26)

7T
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3.2 Séries de Fourier

ol on a posé

f(to+s) — f(to+) Jrf(fo—s)—f(fof) '

sins/2 sins/2

¢(s) =

Puisque f est supposée différentiable & droite et a gauche en ty, ¢(s) admet une limite finie en s — 0.
Dong, il existe @ > 0 tel que ¢ soit bornée sur |0, a] :

|p(s)] < C pour touts €]0,a] .

¢ est donc intégrable sur |0, a]. Comme f € L([—7, 7]), ¢ est également intégrable sur |a, 7], et donc
sur [0, 7]. Il suffit alors d’appliquer le théoréme de Riemann-Lebesgue a (3.26) pour conclure. [ )

EXEMPLE 3.1 Prenons l'exemple de f € L3([—7, 7t]) définie par f(t) = X0, (t) = X[—r0(t)- Un
calcul immédiat donne ¢o(f) = 0, et c,(f) = (1 — (—1)")/(inm) pour n # 0. On obtient également
Y2 cn(f)exp{int} = 0 pour t = km,k € Z, ce qui coincide bien avec le résultat du théoreme
précédent.

REMARQUE 3.3 En particulier, si de plus f est continue en ty, fn(to) — f(to) quand N — oo.

REMARQUE 3.4 1l est possible de prouver des versions plus “fines” de ce résultat, ainsi que des
résultats de convergence uniforme des séries de Fourier. On pourra se référer au livre de Zygmund
(Trigonometric series) pour plus de détails.

3.2.6 Le probleme de I’extension

Le théoreme de Riemann-Lebesgue montre en particulier que si f € L}g([a, b]), alors |c,(f)| — O
quand n — Zfoo. En pratique, on s’intéresse non seulement a la convergence ponctuelle, mais aussi a
la vitesse de convergence. Or cette derniére est directement liée a la régularité de f, comme le montre
le lemme suivant.

LEMME 3.2 Soit f € C"(RR), périodique de période b — a; alors il existe une constante K telle
que
len(f)] < Kn™".

Preuve : une intégration par parties donne

1

b N
() = [ e b=

2imtn

b ; nt
/ f/(t) e—ZmH dt ,
a

car f étant continue, on a en particulier f(b) = f(a). Similairement, on a

)= 5= ((b_u))r/ubf(”(t>e2f"b"'u dt .

2imtn
Cette derniere intégrale étant bornée par hypothese, on en déduit le lemme. )

REMARQUE 3.5 Ceci permet d’estimer la vitesse de convergence des sommes partielles :

If=fnlP=(b—a) Y lealH)P <2(b—a)K* ) n > <KN'",

[n[>N |n|>N
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3 Séries de Fourier

Cependant, on utilise également les séries de Fourier pour développer des fonctions a support borné.
Etil y a la une différence importante avec le cas des fonctions périodiques. En effet, le développement
en série de Fourier d"une fonction a support borné n’est pas unique, comme on va le voir.

Soit f € L?(IR), a support borné dans l'intervalle [a, b]. Soit f, la fonction périodique de période b — a,
qui coincide avec f sur [a, b], définie par

fi= ¥ ft-kb-a).

Il est clair que f, € L3([a,b]). On peut donc la développer en série de Fourier, et écrire, puisque

f=1 pX|a,b) ‘
f= Jim fu, (3.27)

ot la limite est toujours a prendre au sens de L? (c’est a dire limy_. || f — fn|| = 0), et o
A 2i b
M) =1 X ealHE™ D) xian (), (3.28)
n=—N
et ot les coefficients de Fourier ¢, (f) = ¢, (f,) sont toujours définis par

enl(f) =5 1 , /:f(t)e—zl'””f”b—“) dt . (3.29)

La série de Fourier de la fonction f, est unique. Cependant, le passage de f a f, n’est pas la seule
possibilité. Il existe de multiples alternatives, dont on va donner deux exemples ci dessous.
Considérons tout d’abord la fonction g, définie sur l'intervalle [2a — b, b] par

g(t):{ f(t) sit e [a,b]

f(2a—t) site[2a—D,a].
¢ est une fonction symeétrique par rapport a a, et on peut considérer sa périodisée, de période 2(b — a)
gp(t) = ), g(t—2k(b—a)).
k=—c0

gp admet un développement en série de Fourier

8p(t) = L eu(g)e™/ 00,

1 b

— intnt/ (b—a)
(8) = 5=y f, S0 at

Cependant, on peut aussi écrire, pour n # 0,

: 1 b t—a
_ ,—inma/(b—a)
cn(g) =e 2 /a f(t)cos <7mb—a> dt,

et

Posons maintenant

Au(f) = bia /abf(t)cos <7m£:2> dt . (3.30)
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3.2 Séries de Fourier

Il est clair que A_,(f) = A,(f); la série de Fourier de g, s’écrit maintenant
1 1 ;
— _A - A intn(t—a)/(b—a) )
(0= 303 T Ar(P)e

Ceci nous donne directement une autre série de Fourier pour la fonction f :

f=lim £, (3.31)

N—oo

ol les sommes partielles fl(\,c) sont définies par

n=1

N —a
fl(\IC)(t) = (;Ao + Y Au(f) cos <7rn£ — a>> Xap) (1) - (3.32)

Une autre possibilité consiste a considérer une extension non pas symétrique (comme l'est la fonction
g) de f, mais une extension antisymétrique /, définie par

[ f(D sit € [a,b]
h(t) = { —f(2a—t) site€[2a—1b,a].

Il est alors facile de vérifier que la méme procédure conduit a un développement en série de sinus :
ona

f = lim o (3.33)

ol les sommes partielles fl(\,S ) sont définies par

() = 3 in nnt_a >
N'(®) (;Bnms < b_a> Xian) (1) (3.34)

et otl les coefficients B, (f) sont donnés par
2 b —
T /a f(t)sin (nné_z

La question qui se pose alors est celle du choix de la série a utiliser. Dans certaines applications, par
exemple pour le codage des signaux ou des images, on a intérét a privilégier la vitesse de décroissance
des coefficients du développement de f. Nous avons vu plus haut que celui-ci est directement lié a
la régularité, non pas de f elle méme, mais de la fonction périodique utilisée dans le développement,
c’est a dire ici f,, ou gp, ou la fonction équivalente dans le cas du développement en série de sinus.
Or, méme si f est une fonction continue, il est rare qu’elle soit telle que f(b) = f(a). Donc f, est
discontinue, et les coefficients ¢, (f) n’ont aucune raison de décroitre assez vite quand 7 est grand.
Par contre, si f est continue, alors il est facile de voir que g, est continue également, de sorte que les
coefficients A, (f) ont toutes les chances de décroitre plus rapidement que les coefficients ¢, (f).
C’est pourquoi on utilise souvent les séries de cosinus dans les codeurs de signaux comme ceux
employés dans les standards de communication (comme JPEG ou MPEG par exemple).

B.(f) = ) dt . (3.35)

EXEMPLE 3.2 Comme illustration de cet fait, prenons la fonction f(t) = xjo,~- Un calcul immédiat
montre que ¢, (f) = d,,0. Par contre, les coefficients B, (f) se comportent comme 1/ ; Le développement
en série de sinus est donc tres inapproprié dans ce cas, comme on peut le voir en FIG. avec
I'approximation par cosinus (qui est exacte, et identique a la série de Fourier usuelle, et ne com-
porte qu’'un terme) et I’approximation par une série de sinus comportant 10 termes. La série de sinus
convergera toujours vers Oent = Oeten t = 7.
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FIG. 3.3: Diverses séries de Fourier décrivant x|g 1 : série de sinus, série de cosinus.
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FIG. 3.4: Diverses séries de Fourier décrivant un arc de parabole : arc de parabole, et sa série de Fou-
rier usuelle.

EXEMPLE 3.3 On consideére I'exemple de la fonction

£(8) =t —1)

définie sur [0, 77]. Un calcul explicite montre que ses coefficients de Fourier sont donnés par

L ~2int 1
culf) = [ fe =~
Par contre, on a aussi )
Au(f) == 1=(=1)"),

et 4
Bu(f) = ] (1-(=1)").
Donc, dans ce cas particulier, le développement en série de sinus est le plus économique. Les fi-

gures 3.4 et[3.5représentent les approximations obtenues avec ces 3 développements, respectivement
f, fio, fl(oS ) et fl(oC ) La figure|3.6/représente 1'erreur d’approximation dans les 3 cas: f — f5, f — fS(S) et

f-AY

3.3 Retour sur la transformation de Fourier discrete

Nous avons vu au chapitre précédent comment associer a une suite de £!(Z) une fonction périodique
bornée, dont les coefficients de Fourier ne sont autres que les éléments de la suite. Nous sommes
maintenant en position de développer une théorie similaire, valable dans le cadre ¢*(Z).

La famille de fonctions w — ¥ /\/27r étant une base orthonormée de L?([—r, 7t]), on déduit
immédiatement de la discussion précédente le résultat suivant.
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THEOREME 3.4 La transformation s € (*(Z) — —=3§, oit § est la transformée de Fourier
Var

]
2
discrete de s, est une isométrie bijective de (>(Z) sur L?([—r, 7t]). On a la formule de Parseval :

pour toutes u,v € (*(Z),

1 7
UpUp = =— I(w)d(w) dw . 3.36
;unvn = /_nu(a))v(w) w (3.36)
De plus, la transformation inverse s’écrit
Sy = 1 /7r $(w)e™ dw (3.37)
Y ' '

FIG. 3.5: Diverses séries de Fourier décrivant un arc de parabole (suite) : série de sinus, série de cosi-

FIG. 3.6: Diverses séries de Fourier décrivant un arc de parabole (suite) : erreurs de reconstruction.
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CHAPITRE

Intégrales de Fourier

On a vu jusqua présent plusieurs versions différentes des transformations de Fourier : transforma-
tions de Fourier finie et discréte, et séries de Fourier. Dans tous les cas, les propriétés essentielles
suivantes étaient vérifiées :

— La transformation de Fourier est une transformation linéaire, inversible pour peu que 1’on se place
dans un espace approprié.

— Théoreme convolution-produit : Le produit simple et le produit de convolution possedent des pro-
priétés remarquables vis a vis de la transformation de Fourier : & une constante multiplicative
pres, la transformée de Fourier d"un produit simple est égale au produit de convolution des trans-
formées de Fourier. Et la transformée de Fourier d'un produit de convolution est égale (toujours a
une constante multiplicative pres) au produit simple des transformées de Fourier.

— La transformation de Fourier finie, et la décomposition en séries de Fourier peuvent s’interpréter
comme des décompositions par rapport a une base orthonormée de 1’espace considéré, le corollaire
en étant 'existence de la formule de Parseval.

On s’intéresse maintenant a une autre version de la transformation de Fourier, adaptée cette fois aux
fonctions définies sur R (ou IR"). On va maintenant voir que ces propriétés restent vraies pour I’essen-
tiel dans le cas de la transformation de Fourier intégrale, a ceci prés que de nouvelles difficultés inter-
viennent. Ces difficultés ont trait a la définition méme de la transformée de Fourier, qui est définie par
une intégrale, qui n’est pas obligatoirement convergente méme dans des cas simples. Ceci implique
qu’il va falloir faire des hypotheses supplémentaires pour nous assurer l'existence de la transformée
de Fourier des fonctions considérées. De méme, la transformation de Fourier est inversible, & condi-
tion de se placer dans des espaces de fonctions bien choisis. Le théoreme convolution-produit reste
valable, a condition que toutes les fonctions considérées soient bien définies. On verra aussi que 1'in-
terprétation de la décomposition en termes de décomposition par rapport a une base orthonormée
n’est plus correcte stricto sensu, mais qu’il reste néanmoins un analogue de la formule de Parseval,
qui porte dans ce cas le nom de formule de Plancherel.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, il est utile de se pencher sur un exemple qui montre l'utilité de la

transformation de Fourier.

Préliminaires : circuit RC

On considere le circuit décrit dans la figure composé d'une résistance R et d'une capacité C,
entretenu par une tension dépendant du temps ¢t — u(f). On note Q(#) la charge du condensateur,
i(t) 'intensité du courant.

En notant v(t) = Q(t)/C la tension aux bornes du condensateur, la loi d’Ohm s’écrit

Ri(t) +v(t) = u(t),
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4 Intégrales de Fourier

e p— C— vie)

FIG. 4.1: Le filtre RC

ce qui entraine, puisque i(t) = Q'(t) = Cv'(t), que la tension v(t) satisfait a ’équation différentielle
ordinaire

RCY'(t) +o(t) = u(t) .
Pour résoudre cette derniére, il est utile d’introduire la fonction auxiliaire w(t) = v(t)e!/RC. On a donc

o (1) = %et/Rcu(t)

et la solution est 1 g
w(t) = R—C/ e/ RCu(s)ds .
Par conséquent,

o(t) = RC /too e~ =9)/RCy (5)ds = /Oo h(t —s)u(s)ds,

—00

ol nous avons posé
h(t) = O(t)e t/RC

O(t) étant la fonction d'Heaviside :

1 sit>0
o(t) _{ 0 sinon.

Nous voyons donc que la solution possede une forme bien particuliéere, celle d"un produit de convo-
lution, que nous allons maintenant étudier plus avant.
Le produit de convolution de deux fonctions est défini de la facon suivante.

DEFINITION 4.1 Etant données deux fonctions f et g, la fonction h, définie par

E— h(t) = /_ Z F(s)g(t — s)ds @.1)

(quand l'intégrale est bien définie) est appelée produit de convolution de f et g, et notée h =
f*g

Etant donnée une fonction g, I'application linéaire K, qui a toute fonction f associe la
fonction K, f, définie par

Kof = fxg,
est appelé opérateur de convolution par g.

Enong¢ons maintenant quelques propriétés simples des produits de convolution. Les propriétés sui-
vantes découlent directement de la définition.
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4.1 La transformation de Fourier des fonctions intégrables

1. Commutativité : étant données deux fonctions f et g, alors f x g = g * f.
2. Associativité: (fxg) xh = fx (g *h).
3. Distributivité : f % (g1 +g2) = (f*xg1) + (f *g2)-

Une autre propriété caractéristique du produit de convolution nous rameéne aux fonctions oscillantes
€, (t). Supposons que f soit une fonction intégrable, et calculons

*€ _ LT s)ew(t=s)gg
(Frea)t) = = [ _fle)eta

= </O:of(s)e_i“’5ds> €w(t),

ou il est facile de vérifier que l'intégrale de la derniere ligne ci-dessus est absolument convergente
(voir ci-dessous).
Nous retrouvons ici une propriété simple : pour toute fonction f, I'action de Ky sur la fonction oscil-
lante

€u:tE€R — et

se rameéne & une multiplication par une constante (finie) [ f(s)e *“*ds. Cette constante n’est autre
que la transformée de Fourier de la fonction f (a un facteur pres), dont nous donnons maintenant la
définition.

La transformation de Fourier

DEFINITION 4.2 Etant donnée une fonction f, sa transformée de Fourier est une fonction, notée
f ou encore F f, d’une variable réelle notée w, définie par

N

1 Oo —iwt
flw) == [ fea (42)

pour toute valeur de w pour laquelle cette intégrale est convergente.

REMARQUE 4.1 La convergence de l'intégrale ci-dessus est loin d’étre un fait acquis dans nombre
de situations. Pour s’en assurer, il est nécessaire de faire des hypotheses supplémentaires. Dans cer-
tains cas ott f(w) n’existe pas pour tout w, il est encore possible de construire une théorie pour la
transformation de Fourier. Ce sont ces aspects que nous abordons ci-dessous.

On a donc introduit la transformation de Fourier F, qui est une application linéaire agissant sur des
espaces de fonctions. On utilisera également la transformation de Fourier conjuguée F, définie par

[Fol(t) = \/% /_o; p(w)e“ dw . (4.3)

On verra que lorsque la transformation de Fourier est inversible, la transformation inverse est donnée
par F. Mais avant cela, il faut tout d’abord analyser les propriétés élémentaires de F.

4.1 La transformation de Fourier des fonctions intégrables

Pour donner un sens précis a la transformation de Fourier que nous venons de voir, il est nécessaire
de faire des hypotheses supplémentaires sur la fonction étudiée. Il est utile a ce point d’introduire
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4 Intégrales de Fourier

l'espace des fonctions intégrables (ou absolument intégrables) L!(IR), défini de la fagon suivante.
Etant donnée une fonction intégrable f, on lui associe le nombre

Iflh = [ 17 0ldr. @4

L'espace L!(IR) est alors défini par
L'R) ={f:R = C |fll1 < oo} . (4.5)

L'(R) est le premier des espaces de fonctions que nous rencontrons. On peut vérifier que
c’est bien un espace vectoriel, c’est a dire que toute combinaison linéaire d’éléments de
L'(R) est élément de L!'(IR). On verra plus loin des propriétés plus fines de L!(IR), ainsi
que d’autres espaces du méme type.

Supposons donc que f soit une fonction intégrable. Alors, il vient immédiatement que

@l == | [ sean) < — [ il =< e

Par conséquent, f(w) existe pour tout w € R, et la transformée de Fourier de f est bien définie, et
bornée. L'espace L!(IR) est donc un premier cadre naturel pour définir la transformation de Fourier,
et étudier ses propriétés essentielles (puisqu’on n’a pas a se soucier du probleme de convergence des
intégrales).

REMARQUE 4.2 De méme, on montre avec les mémes arguments que si ¢ € LY(R), alors F ¢ est une
fonction bornée. En fait, les applications F et F ont des propriétés tout a fait similaires.

02 \ / 0 ﬂi \

ﬁ_,// \\\»w / ﬂw; \

s 0 i 10 5 0 3 10

FIG. 4.2: Exponentielle décroissante (a gauche), et sa transformée de Fourier (a droite)

EXEMPLE 4.1 Considérons 1'exemple de la fonction t — f(t) = exp{—Alt|}. Cette fonction est
intégrable, et sa transformée de Fourier est donc bien définie en tant que fonction bornée. On peut
donc calculer

N

1 [ee]
w) = — e
flw) = —= [ _
_ ; (/°° e—(/\+iw)tdt+/0 e(/\—iw)tdt>
V4TT 0 —o0

1 1 n 1 1 2)
27 \AM+iw A—iw) 271 A2+ W?
Il s’agit bien d"une fonction bornée, qui est de plus continue et tend vers zéro a 'infini. Nous verrons

plus loin qu’il s’agit d"une propriété générale des transformées de Fourier des fonctions intégrables.
Les graphes de f et f sont donnés en FIG.
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4.1 La transformation de Fourier des fonctions intégrables

FIG. 4.3: Function caractéristique (a gauche), et sa transformée de Fourier (a droite)

EXEMPLE 4.2 Prenons maintenant le cas de t — f(t)

= X[-11] (t), la fonction caractéristique de l'in-

tervalle [—1, 1]. Un calcul direct montre que

~

f<w>=¢127/1

e Wit =

—iw

1 (e
V2 \ —iw

sin w

e 1
- iw) Vo w

Cette derniere fonction est appelée sinus cardinal, et joue un role important dans bon nombre d’ap-
plications. Notons qu’elle est également bornée, continue (la continuité en w = 0 vient du fait que
sinx ~ x quand x — 0), et tend vers 0 quand w — =+oo.

Les graphes de f et f sont donnés en FIG.
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FIG. 4.4: Signal sonar émis par un dauphin (a gauche), et sa transformée de Fourier : partie réelle (au
centre) et partie imaginaire (a droite)

EXEMPLE 4.3 Naturellement, la transformation de Fourier n’est pas réservée aux fonctions dont on
connait une expression analytique. En pratique, on peut calculer (sur ordinateur si nécessaire) la
transformée de Fourier de n'importe quelle fonction issue d"une mesure physique (on appelle généralement
de telles fonctions des signaux). Un exemple est montré en FIG. qui représente un son émis par

un dauphin (sonar), et sa transformée de Fourier (parties réelle et imaginaire).

4.1.1 Propriétés élémentaires

Commengons par quelques propriétés de nature “algébrique”.

Linéarité

Soient f; et f, deux fonctions intégrables. Alors, il est clair que pour tous «, § € C, la fonctiona f1 + B f2
est elle aussi intégrable. Un calcul élémentaire montre alors que pour tout w € R,

F(afi + Bf2) (w) = afi(w) + Bfa(w)

(4.6)
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4 Intégrales de Fourier

On dit que la transformation de Fourier est une transformation linéaire.

Symétrie Hermitienne

Soit f € LY(R). Si f est a valeurs réelles, alors

£ 1 ® iwt 34 _ F
flew) = o= [ f0edt = fw) @7)

On dit alors que la transformée de Fourier f possede la symétrie Hermitienne. Similairement, suppo-

sons que f posséde la symétrie Hermitienne, c’est a dire que pour tout t € R, on ait f(—t) = f(¢).
Alors

N

1 * —iwt _L « . eiwt — A(U
flw) = | petar - or | f=netat = flw), (4.8)

de sorte que f(w) est cette fois une fonction a valeurs réelles.

Comportement vis a vis des translations et des modulations

Considérons maintenant une fonction intégrable f. On définit la translatée de f par la quantité b € R
comme la fonction ¢ € L'(IR) définie par g(t) = f(t — b). On a alors, par un simple changement de
variables

$(w) = \/;71 / °; F(t— b)e it — \/%ei“’b / °:o Flt—b)e @D gr — gV f()  (49)

On dit que ¢ est une version nodulée de f. Similairement, si h € L'(IR) définie par h(t) = e f(t) est
une version modulée de la fonction intégrable f, alors on a

iw) = = [ et = flw—n), (4.10)

de sorte que la transformée de Fourier de / est une version translatée de flw).

Comportement vis a vis des dilatations

Soit f une fonction intégrable, et soit f sa transformée de Fourier. Si a est une constante réelle, on
considere une fonction t — f,(t), dilatée de f du facteur a, définie par

rn=7(4).

Alors, on a, par un changement de variable u = t/a,

” a

fa(w) = \/127[ /_ozof (;) e~ Wt = Nir /_O;f(u)e’i”“’“du = af (aw) .

Ainsi, la transformée de Fourier de la copie dilatée d'une fonction n’est autre qu'une copie dilatée
(d"un rapport inverse) de la transformée de Fourier de la fonction originale.
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4.1 La transformation de Fourier des fonctions intégrables

4.1.2 Le théoreme de Riemann-Lebesgue

Le théoreme de Riemann-Lebesgue est 'un des premiers résultats “fins” concernant la transformation
de Fourier. Il précise d"une part la régularité (ici la continuité) et la décroissance de la transformée de
Fourier d'une fonction de L!(R).

Ces deux notions sont fondamentales, et souvent difficiles a appréhender, car on peut leur
associer différentes définitions. Sans entrer dans les détails, il faut dire que la régularité
d’une fonction va de pair avec la vitesse de la décroissance a l'infini de sa transformée de
Fourier. En d’autres termes plus imagés, plus une fonction “varie lentement” (ce que I'on
peut prendre comme une idée acceptable de fonction réguliére), plus f(w) tend rapide-
ment vers zéro quand w — oo.

THEOREME 4.1 (RIEMANN-LEBESGUE) Soit f € L'(IR). Alors sa transformée de Fourier f
est bornée, et uniformément continue : pour tout € > 0, il existe J tel qu’en tout point w € R

flw+6)— flw)| <e (4.11)

De plus, f(w) tend vers zéro quand w tend vers +oco.

Preuve : Nous savons déja que si f € L'(IR), alors f est bornée. Passons a la continuité. La preuve est
relativement simple. Commengons par calculer, pour un w quelconque,

flw+6) — flw) = r [ £y (et —eiet) gt

_ —2i /f sm< > fzt(S/Zefiwtdt

Le fait que f soit intégrable implique qu'il existe T tel que f:oz \f(t)]dt + [7 [f(t)|dt < V2me/4.
Nous n’avons donc plus qu’a nous préoccuper de l'intégrale entre —T et T. Mais dans cet intervalle,
nous savons que |sin(t6/2)| < |t6/2| < Td/2. Dong, nous avons

floro)-fw)| < 5+o=7 [ ol
€ 1 Té
< s+—=Zun

11 suffit maintenant de choisir § de sorte que T4||f||; < v/27€, et on obtient bien 1’estimation sou-
haitée (£.11). Notons au passage que le 6 obtenu ne dépend pas de w. La premiére partie du théoréeme
est donc montrée.

Le fait que f(w) — 0 quand w — oo résulte de la densité des fonctions constantes par morceaux
dans I'espace L!(R) : pour toute fonction f € L!(RR), il existe une suite de fonctions g,, constantes
par morceaux, telle que pour tout € fixé, on ait ||f — gx||1 < € pour un n assez grand. 1l suffit donc
d’étudier le comportement de la fonction caractéristique d’un intervalle ; prenons g = x/,)- Alors, on
a ¢(w) = (e7wb — =) /jw+/277, qui tend bien vers 0 quand |w| — oo. De méme, la transformée de
Fourier de toute fonction intégrable constante par morceaux tend vers 0 a l'infini. Pour conclure, il
suffit de remarquer que pour tout w, on a par hypothese | f(w) — ¢, (w)| < ||f — gn||1- Comme pour
tout 11, §»(w) — 0 quand |w| — oo, et comme [|f — gu|[1 peut étre rendu aussi proche de 0 que ce que
I'on veut, on en déduit que f(w) — 0 quand |w| — co. [ )
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4 Intégrales de Fourier

EXEMPLE 4.4 Dans les deux exemples que nous avons vus plus haut (a savoir f(t) = e Ml et f(t) =
X[-1,](t), nous avons affaire a une fonction de L'(R), et on vérifie directement la continuité et la

décroissance a I'infini de f.

EXEMPLE 4.5 Contre exemple : Remarquons que 1’hypothése d’intégrabilité est importante. Prenons

I'exemple suivant :
1
B =—.
f®) t+i

Un calcul simple par la méthode des résidus montre que pour w < 0, f(w) = 0, alors que pour w > 0,
f(w) = iv2me . Dans ce cas, f ¢ L!(R), et ceci se traduit par le fait que f est discontinue en 0.

EXEMPLE 4.6 Un autre contre exemple : Prenons I'exemple suivant :

f(t) = cos <i> .

Bien que cette fonction n’appartienne pas a L'(RR) (elle ne tend absolument pas vers 0 a I'infini), il est
quand méme possible de lui associer une tramsformée de Fourier. Le résultat est

2

f(w) = cos (a; —Z) :

Dans ce cas aussi, f & L!(R), et ceci se traduit cette fois par le fait que f(w) ne tend pas vers 0 quand
w — too.

4.1.3 Dérivabilité

Nous allons maintenant nous focaliser quelque peu sur les propriétés de régularité des transformées
de Fourier des fonctions intégrables. Le théoreme de Riemann-Lebesgue ci-dessus nous a déja permis
de vérifier la continuité de la transformée de Fourier des fonctions de L!(IR). Nous allons voir que
sous des hypotheses appropriées, on peut montrer des pripriétés de régularité plus forte.
Comengons par la différentiabilité.

PROPOSITION 4.1 Soit f une fonction intégrable, telle que la fonction t — tf(t) soit elle aussi
intégrable. Alors sa transformée de Fourier f admet en tout point une dérivée continue, qui n’est
autre que la transformée de Fourier de la fonction t — —itf(t).

Preuve : Calculons donc

flw+0) - flw) = \/;? /j;f(t)e_i“’t (e_i“"s - 1> dt
¢ © sin(6t/2)
T Von Lw(_ltf(t)) 5t/2

—i§t/2€—iwt dt

En divisant des deux cotés par J, et en utilisant des arguments similaires aux précédents, il est facile
de montrer que la limite du quotient ainsi obtenu, quand é — 0, existe. Comme lim,,_,osin(u)/u =1,
ceci montre la proposition. [ )
En itérant ce résultat, on montre que si f est une fonction intégrable, telle que les fonctions t —
tf(t),...t"f(t) sont intégrables alors f admet n dérivées continues, qui ne sont autres que les trans-
formées de Fourier des fonctions t — (—it)*f(t),k =1,...n.
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PROPOSITION 4.2 Soit f : t — f(t) une fonction intégrable, telle que les fonctions t — tf(t),
t — £2f(t),.. t — t"f(t) soient elles aussi intégrables. Alors sa transformée de Fourier f admet
en tout point des dérivées d’ordre 1,2,... n continues, qui ne sont autres que les transformées de
Fourier des fonctions t — (—it)*f(t).

REMARQUE 4.3 Notons que le résultat ainsi obtenu est celui que 1’on obtient en dérivant sous le signe
somme. La démonstration que nous avons faite donne une justification a cette opération.

4.1.4 Transformation de Fourier d’une dérivée

On vient de voir que la transformée de Fourier de la fonction t — (—it)*f(t) (si celle-ci est intégrable)
est la dérivée k-iéme de f. On se pose maintenant la question “duale”, a savoir, “quelle est la trans-
formée de la dérivée d"une fonction ?” Nous allons montrer le résultat suivant :

PROPOSITION 4.3 Soit f : t — f(t) une fonction intégrable, et supposons que les dérivées
f0,k = 1,...n de f existent presque partout et sont intégrables. Alors pour tout k < n, la
fonction f ) a pour transformée de Fourier la fonction w — (iw)* f(w).

Preuve : Pour démontrer ce résultat, considérons une fonction t — f(t) satisfaisant aux hypotheses du
théoreme, et montrons tout d’abord que f(f) — 0 quand t — co. Supposons que lim;_. f(t) existe.
Alors comme f est intégrable, cette limite est nécessairement nulle. Reste a vérifier lim;_.« f () existe.
Pour cela, écrivons f(t) = f(0) + fot f'(s)ds. Comme f’ est supposée intégrable, lim;_,c fot f'(s)ds
existe, et donc lim; ., f () existe. De méme, on montre que lim;_,_, f(t) existe.

On peut donc intégrer par parties dans l'intégrale qui définit la transformée de Fourier de f/, et on
obtient

/ fi(e it = e ()] +iw / F(t)e wtdt
et dont
(Ff) (@) = iwf(w) (4.12)
De fagon plus générale, en intégrant par parties autant de fois qu’il le faut, on obtient de méme, pour
k<mn,
(FfN)(w) = (iw)f(w), (4.13)
ce qui est le résultat souhaité. 'Y
Ce résultat, combiné au théoreme de Riemann-Lebesgue, a le corollaire important suivant :

COROLLAIRE 4.1 Soit f une fonction intégrable, dont les dérivées fX),k = 1,...n existent
presque partout et sont intégrables. Alors il existe une constante C telle que

C

|f(w)| < 11wl

o (4.14)

Preuve : D’apres le théoreme de Riemann-Lebesgue, on sait que la transformée de Fourier de f est
bornée (dong, il existe C; telle que |f(w)| < C; pour tout w), et que la transformée de Fourier w —
(iw)" f(w) de £ tend vers zéro quand w — +o0. Dong, a fortiori, il existe une constante C, telle que
|f (w)] < Cy/|w]|". La borne est une conséquence de ces deux bornes. Il suffit en effet d’écrire,
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4 Intégrales de Fourier

pour |w| > 1, que 1f(w)] <2Co/ (Jw|* + |w|") < 2C2/(1 + |w|™) ; de méme, pour |w| < 1, on utilise
|f(w)] £2C1/(141) <2C1/(1+ |w|™); on obtient alors (4.14) en prenant C = max(2Cy,2Cy). @
Ce résultat permet de préciser quelque peu l'assertion faite plus tot. Il montre clairement
que plus une fonction est réguliere (c’est a dire dans ce cas, plus elle possede de dérivées
continues), plus sa transformée de Fourier tend vers 0 rapidement a I'infini.

4.1.5 Le probleme de I'inversion

Il s’agit d’un probleme délicat. Il suffit pour s’en convaincre de remarquer que la transformation de
Fourier étant définie a I'aide de 'intégrale de Lebesgue, deux fonctions différant sur un ensemble de
mesure nulle ont la méme transformée de Fourier. Par exemple, si f est une fonction intégrable, et si
la fonction f est telle que f(t) = f(t) sauf pour un nombre fini de valeurs de I'argument ¢, f et f ont
la méme transformée de Fourier. Par conséquent, il faut s’attendre a devoir imposer des hypotheses
supplémentaires si on veut inverser la transformation de Fourier.

Nous avons déja introduit en l'application linéaire 7. Pour les mémes raisons que précédemment,
(Fg) définit une fonction bornée des que ¢ € L'(R). Nous allons maintenant montrer que sous cer-
taines conditions, F est effectivement l'inverse de la transformation de Fourier, c’est & dire que l'on
peut écrire

£t = (F) (0= o= [ fle)eaa

Cependant, pour les raisons évoquées plus haut, ce “résultat” est a prendre avec précautions. Nous
allons en fait montrer le résultat suivant :

THEOREME 4.2 Soit f une fonction telle que f, f € L'(IR). Supposons que f soit continue en
t = to. Alorson a

1 © 2 iwty
f(to) = \/271/_00]((&])6 dew (4.15)

Ce résultat utilise le résultat suivant, appelé lemme d’échange

LEMME 4.1 Soient f,¢ € L'(IR) deux fonctions intégrables. Alors on a I'égalité

[ sawar= [ fs)g(s)ds Wi

Preuve du lemme : Puisque f et g sont intégrables, f et ¢ sont bornées, et les produits f§ et fg sont
intégrables. Les deux intégrales dans (4.16) sont donc convergentes, et on peut écrire

[ fosar=—= [ fog(s)e asat.

Le lemme de Fubini s’applique, et I'intégration par rapport a t donne précisément (4.16). )
Preuve du théoreme : Considérons la famille de fonctions intégrables définies par

gn(t) = e 1t/m, (4.17)
Leur transformée de Fourier est donnée par

1 2n

&n(w [t/ =it g4 Em (4.18)

- e
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4.1 La transformation de Fourier des fonctions intégrables

La formule d’échange donne alors

| H@a@)etdo = [ f(s)gu(s — )ds (4.19)

Intéressons nous tout d’abord au terme de gauche de cette égalité. Nous savons que lim,, ., gx(t) =1

zwt

pour tout ¢, et que par ailleurs, ‘ f(w)gn(w)e®!t| < |f(w)], qui est fini. Le théoréme de convergence

dominée de Lebesgue (voir plus loin) nous assure donc que pour tout ¢,
/_o:o flw)gn(w)e“tdw — /_O:O f(w)e“'dw quand n — oo.
Passons maintenant au membre de droite, et notons tout d’abord que [ ¢,(u)du = v/27. Calculons
| #ls+08a(e)ds = VERF() = [ [F(s+ 1) — F(0)] guls)is. (4.20)
Supposons que f soit continue en t = tg. Donc, pour tout € > 0, il existe un p > 0 tel que s < p

entraine |f(to +s) — f(to)| < €. En traitant de fagon différente les valeurs s < p ets > p dans le
membre de droite de (4.20), nous sommes amenés a considérer

[f (s +to) = f(to)] n(s)ds

Se/ Qn(s)ds <e,
Is|<p Is|<p

ue nous pouvons rendre aussi petit que nous voulons. Quant a I’autre terme, nous avons a considérer
d tit 1 tal’autret d

dn  [* ds 4
=10l = [ 5 = T (3~ axetan(en)) 1fo)

qui tend vers zéro quand n — oo, et

o) [ lg(olas

f(to+5)8n(s)ds| < gu(p)lfll1

‘ s|>p

qui tend lui aussi vers zéro quand n — oco. Ainsi, la limite du membre de droite de (4.19), au point de
continuité t = fy, n’est autre que f(tp). Ceci acheve la preuve du théoreme.

4.1.6 La convolution

Le produit de convolution, brievement évoqué plus haut, joue un role central. Il est donc important
d’étudier ses propriétés. Supposons que f soit une fonction intégrable, et que ¢ soit elle aussi une
fonction intégrable. Par conséquent, les fonctions définies par

1 * —iwt
flw) = L (e iar 4.21)

1 o ‘
t) = —/ $(w)e“ dw 4.22
g(t) Vol $(w) (422)
sont bornées. De plus, la fonction h définie par
W = ()0 = [ feglt—9)d (4.23)

existe pour tout t € R, et est elle aussi bornée. Si on remplace g(t) par sa définition dans ’expression
de h, on obtient

W / e3¢ (w)dwds , (4.24)

79



4 Intégrales de Fourier

que I’on peut encore écrire en utilisant le lemme de Fubini (I'intégrale étant absolument convergente,
c’est licite) et la définition de la transformation de Fourier

h(t) = / Z 3(w) f (@) deo (4.25)

h ’écrit ainsi (4 un facteur /27t preés) comme la transformée de Fourier inverse du produit f8. Re-
marquons que cette transformée est bien définie, dans la mesure o1 f est bornée, et ¢ est intégrable
par hypothése.

De méme, la fonction produit fg : t — (fg)(t) = f(t)g(t) est elle aussi intégrable; on peut donc
calculer

FUIw) = o= [ psear

1 e A i(n—w
= o [ fngnetayar

= = [ switw -y

et vaut donc (a une constante pres) le produit de convolution f * g(w). Nous avons donc montré :

PROPOSITION 4.4 (CONVOLUTION-PRODUIT) Si f,§ € LY(R), et si on définit f et g par

f=Ffetg=Fg, alors

0%

et

(fxg) =vV2n F ( AgA> (4.26)
)

(4.27)

Ce résultat est d'une importance pratique considérable, en particulier pour tout ce qui concerne la
résolution des équations différentielles et équations aux dérivées partielles. Il est aussi utile d'un
point de vue calculatoire, comme nous le montre I’exemple suivant.

—12 /242 —12/2p?

EXEMPLE 4.7 Considérons les deux fonctions suivantes : f(t) = e ,etg(t) =e , et sup-
posons que nous ayons a calculer leur produit de convolution f x g. Nous savons que la transformée
de Fourier de la fonction h définie par h(t) = e /2 est i(w) = e «"/2. Donc, f(w) = ae "«*/2
et $(w) = be V’W*/2 et f(w)§(w) = abe~@HP)w*/2 Le résultat précédent donne done (f * g)(t) =
\/Z?%e*tz/ 2(@*+0) Nous avons pu ainsi éviter un calcul (simple mais sans intérét) d'intégrales

‘/ﬂ2+ 2

Gaussiennes.

4.2 Les fonctions de carré intégrable

Le cadre des fonctions de carré intégrables est souvent un cadre naturel pour formuler les problémes
de physique. Il est donc intéressant d’étudier les propriétés des transformées de Fourier des fonctions
de carré intégrable. Cependant, il faut remarquer immédiatement que contraitement au cas précédent,
la transformée de Fourier d"une fonction de carré intégrable existe en tout point. En effet, supposer
f € L%(R) ne permet pas a priori d’assurer immédiatement que contraitement au cas précédent, la
transformée de Fourier d’une fonction de carré intégrable existe en tout point. En effet, supposer
f € L2(R) ne permet pas a priori d’assurer que l'intégrale

/_if(t)e*i“’fdt
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4.2 Les fonctions de carré intégrable

converge pour toute valeur de t. Les transformées de Fourier des fonctions de carré intégrable qui ne
sont pas intégrables ne sont pas bornées en général, et seront a manipuler avec précaution.

1l existe plusieurs manieres (équivalentes) de définir la transformation de Fourier sur L?(R). La plu-
part sont basées sur une construction sur un sous-espace dense de L?(IR), et étendent la définition
par passage a la limite. C’est cette approche que nous emploierons, en nous basant sur I’espace S(R)
de Schwartz.

4.2.1 La transformation de Fourier dans I'espace de Schwartz S(IR)

L'espace de Schwartz S(R) posséde une propriété remarquable : la transformée de Fourier d'une
fonction appartenant a S(IR) est elle aussi une fonction de S (IR ). Pour nous en convaincre, commengons
par faire les remarques suivantes :

1. Si f € S(R), alors pour tout polynéme t — P(t), la fonction Pf : t — P(t)f(t) est elle aussi une
fonction de S(IR).

2.Si f € S(R), alors f' € S(R), et plus généralement, toutes les dérivées f*) de f sont des
fonctions de S(R).

3. S(R) C LY(R).

On déduit de ces remarques que la transformation de Fourier est bien définie sur S(IR) : toute fonction
de S(R) posseéde une transformée de Fourier bornée. De plus, si f € S(RR), alors pour tout k, t*f(t)
est aussi dans S(R) et est ainsi intégrable; donc f € C¥(R), et ce pour tout k. Donc f € C®(R).
Le méme raisonnement s’applique a toutes les dérivées de f : f¥) € S(R) implique que la fonction
w — wk f (w) estbornée, et ce quel que soit k. Donc nous avons montré que la transformée de Fourier
w — f(w) de toute fonction f € S(R) est elle méme une fonction de S(R).

Inversement, f € S(R) C L'(RR), et la discussion précédente s’applique tout aussi bien a f. Par
conséquent, nous avons montré

THEOREME 4.3 La transformation de Fourier est une bijection entre S(R) et S(R).

Soient f,g € S(R), et posons h(w) = §(w). Alors un calcul simple montre que /i(t) = g(t). Appli-
quons la formule d’échange a f et h. Ceci nous donne la formule de Plancherel-Parseval :

| rg®a= [~ fw)g@ie, (4.28)
et en particulier danslecas g = f :
[ ipwPa = [ |f(w)Pde, 429)

(il découle de la discussion ci-dessus que toutes ces intégrales sont convergentes. Par conséquent,
dans ce cas, nous avons aussi f € L?(R) et f € L?>(IR)). Nous avons donc montré :

PROPOSITION 4.5 La transformation de Fourier est une isométrie de S(R) sur S(R).
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4 Intégrales de Fourier

4.2.2 Le passage a L>(R)

Le passage au cadre L?(IR) se fait en utilisant la densité de S(IR) dans L?(R), et le théoréme général
d’analyse fonctionnelle suivant :

THEOREME 4.4 Soient E et F deux espaces vectoriels normés, F étant un espace complet, et soit
E' C E un sous-espace dense de E. Soit ®' : E' — ®'(E') C F une application isométrique
bijective. Alors, il existe une unique application ® : E — F, isométrique et bijective de E sur F,
qui prolonge @' (c’est a dire telle que sa restriction a E' coincide avec ®'.

En considérant le cas E = F = L?(R) et E' = S(R), ® = F (la transformation de Fourier sur S(R),
et en utilisant les résultats obtenus dans la sous-section précédente, on obtient directement le résultat
important suivant :

THEOREME 4.5 (TRANSFORMATION DE FOURIER SUR L?(R)) 1. La transformation de
Fourier sur S(R) se prolonge en une isométrie bijective de L*(R) sur L*>(R). De plus,
on a la formule de Parseval-Plancherel : Vf,¢ € L*(R),

L Z F(D)g(Ddt = L °; Ao @)dw (4.30)

2. Si f € LY(R) N L?(R), les deux définitions de la transformée de Fourier f coincident.

Ce dernier résultat, pour important qu’il soit, n’est pas constructif, au sens ou la transformation de
Fourier dans L?(R) n’y est construite que par un argument de passage a la limite abstrait. Il est
complété par la proposition suivante, qui prouve que la transformée de Fourier d'une fonction de
L%(R) s’obtient (aux points ot elle est bien définie) via le calcul usuel.

PROPOSITION 4.6 Si f € L2(RR), f(w) peut s'obtenir comme

T .
Flw) = im L f(e et 4.31)

Ly
\/ET*}

Preuve : 11 suffit de remarquer que pour toute fonction f € L?>(R), on peut écrire
Tlgfolo If = fxi—tmll =0,

c’est a dire que f € L?(IR) est arbitrairement bien approximée par des fonctions f X[-T,1], pour T assez
grand. Or ces dernieres appartiennent a L'(IR), donc leur transformée de Fourier est bien définie.

D’apres la formule de Plancherel, on a ainsi imy ., || f — f)(/[_?ﬂ | =limr—eo || f = fX[-T,7)l = 0, ce
qui conclut la preuve de la proposition.

EXEMPLE 4.8 Considérons la fonction f définie par
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4.2 Les fonctions de carré intégrable

Cette fonction n’est pas intégrable, mais elle appartient a L?(IR). Sa transformée de Fourier est facile-
ment obtenue grace a la méthode des résidus, et on obtient

flw) = iV2me @0(w),

ot1 @ est la fonction de Heaviside. f est bien de carré intégrable, mais est discontinue.

4.2.3 Le théoreme convolution-produit

Le théoreme convolution-produit que nous avons déja rencontré auparavant s’étend sans difficulté
au cadre L?(R). En effet, soient f, g € L?(R). Alors f,¢ € L*(R), et les produits fg, f¢ € L'(R). Les
calculs que nous avons faits précédemment sont toujours corrects, et on a

PROPOSITION 4.7 (CONVOLUTION-PRODUIT DANS L?(R)) Si f, g € L%(R), alors

(f*&)(w)

%

TF ( Ag) (w) (4.32)

et

F(fg)w) = —= (Fx8) (@) (4.33)

4.2.4 Linégalité de Heisenberg

Nous avons vu jusqu’a présent des relations liant une fonction a sa transformée de Fourier, et réciproquement.
Nous allons maintenant voir une relation d'un type quelque peu différent, qui a de fortes implica-

tions pratiques, en mécanique quantique et en traitement du signal en particulier. Il s’agit d'inégalités,

dues & W. Heisenberg, qui montrent qu'une fonction ne peut étre aussi localisée simultanément en

temps et en fréquence que ce que 1’on pourrait le vouloir. Il faut pour cela introduire des mesures de
localisation. Etant donnée une fonction f € L?(IR), on introduit sa moyenne u 7 par

i = / L)t (4.34)
12 o
et son écart quadratique moyen oy par
1 (o]
% = TP [ =nprlrePat, (435

pour peu que ces deux intégrales soient convergentes. On définit de méme les quantités analogues
dans le domaine fréquentiel : u jetoys. Les nombres p sont des mesures de localisation, alors que les
o sont des mesures de “concentration”. On a donc alors :

THEOREME 4.6 Soit f € CY(R), telle que les fonctions f(t), f'(t) et tf(t) soient de carré
intégrable. Alors on a

—_

Preuve : Supposons tout d’abord que py = u # = 0. La preuve est une conséquence de l'inégalité de
Cauchy-Schwarz : écrivons

[ esifwpar = [HF0 P~ [ 1) Pa
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4 Intégrales de Fourier

1l est possible de montrer que sous les hypothéses du théoréme, lim;_, +« t|f(t)|*> = 0. Donc, en pre-
nant la valeur absolue et en développant la dérivée, on a

11 < '/Z tf(t)f’(t)dt‘ + ‘/Z tf’(t)f(t)df’

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a ces deux termes, on aboutit a

AP <2/ [ elswrar |7 1ppa.

Or, nous savons que la transformée de Fourier de f’ n’est autre que la fonction w — iwf(w). En
utilisant la formule de Plancherel, nous obtenons

[T ipwra = [T @i Pao = 171Po}.

On a bien le résultat désiré, dans le cas particulier iy = p = 0
Pour le cas général, considérons la fonction g définie par

g(t) = e M F(t+pp) .

Un calcul immédiat montre que y¢ = 13 = 0, de sorte que I'on peut appliquer a g le résultat que nous
venons de montrer. Or, on a ||g|| = || fl|,

1 [}
@:mw/mﬂm+www=ﬁf

et

Ceci conclut la démonstration. [

4.3 Transformation de Fourier des fonctions de plusieurs variables

La majorité des résultats obtenus dans le cas des fonctions d'une variable réelle se généralisent sans
difficulté majeure au cas multidimensionnel. On notera génériquement

X1

X
2 ERTZ

1%
I

Xn

les vecteurs de R" (ou C"). La transformation de Fourier F associe a toute fonction de n variables
X — f(x) une fonction de n variables k — f(k), définie formellement par

fll) = [FfIk) = 2m)~ "2 | flx)e ™ *dx, (4.37)

alors que la transformation de Fourier inverse (quand elle est définie) s’obtient via
() = o)~ | flk) e ak, (4.38)
Il est clair que les mémes problemes de définition qu’en dimension un se posent dans ce cas également.

On se contentera ici de passer en revue les résultats importants dans le cas des fonctions intégrables
et de carré intégrable

84



4.3 Transformation de Fourier des fonctions de plusieurs variables

4.3.1 Transformation de Fourier des fonctions intégrables

Les espaces de Lebesgue en dimension n sont définis de fagon similaire & leurs homologues unidi-
mensionnels : étant donnée une fonction de 1 variables f, on lui associe le nombre

1/p
Il = ( f riraz) (4.39)
quand cette intégrale est convergente. Les espaces L? (R") sont alors définis par
LP(R") = {f:R" = C, ||f|l, < oo} . (4.40)

Il est clair que si f € L'(R"), la fonction f définie par (4.37) est bien définie pour tout k € R". Plus
généralement, on a I’analogue n-dimensionnel du théoréeme de Riemann-Lebesgue :

THEOREME 4.7 (RIEMANN-LEBESGUE) Soit f € L'(IR"). Alors f(k) tend vers zéro quand
|k| tend vers oo. De plus, la fonction f est bornée et continue.

La démonstration est une généralisation directe de la démonstration dans le cas unidimensionnel.
L’'inversion de la transformation de Fourier se heurte aux mémes obstacles que dans le cas unidi-
mensionnel : si f € L'(IR"), on sait que f est bornée, mais ceci n’est pas suffisant pour assurer que
F f existe. Si par contre on suppose en outre que f € LY(R"), alors F f existe bien, et on montre
’analogue du théoreme[4.2]:

THEOREME 4.8 Soit f € L'(IR") une fonction telle que f € L'(R) aussi. En tout point x = x,
out f est continue, on a

fla) = FAl(w) = @) 72 [ F@)e™odi @41)

4.3.2 Propriétés simples
Translations, modulations

Soit f € LY(IR"). On définit la translatée de f par la quantité b € R" comme la fonction ¢ € L!(R")
définie par g(x) = f(x — b). On vérifie immédiatement que

$(k) = ™ (k) (4.42)

¢ est une version modulée de f. Similairement, si x — h(x) = ¢’0Xf(x) est une version modulée de
f € LY(R"), alors on a
h(k) = f(k—ko), (4.43)

N

de sorte que la transformée de Fourier de & est une version translatée de f.

Dilatations

Soit f € L'(R"), et soit a # 0 est une constante réelle. On considére une fonction f,, dilatée de f du

facteur a, définie par
X

flx)=£(3) -

a
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Alors, on a, par un changement de variable y = x/a,

al/l

fult) = m) 72 [ F(2) e = s [ ey = @ flak).

De nouveau, la transformée de Fourier de la copie dilatée d’une fonction n’est autre qu'une copie
dilatée (d"un rapport inverse) de la transformée de Fourier de la fonction originale.
Transformations linéaires

Plus généralement, Considérons une matrice n x n A, inversible. Etant donnée une fonction f €
L}(IR"), on lui associe la fonction ¢ € L'(IR") définie par

8(x) = f(Ax).

On voit alors facilement qu’en notant ' A la transposée de A, et | A| son déterminant, et par un chan-
gement de variables y = Ax, on a

) = @0 [ flAx)e ™ dx
A @) [ et ay
= JAl'f (f(aTE)
Ce résultat est une généralisation du précédent (dilatation). En effet, si nous prenons pour A une
matrice diagonale égale a a fois la matrice identité, alors f(Ax) = f(ax). De plus, |A| = a", et '(A71)

n’est autre que a~! fois la matrice identité. Ceci nous redonne exactement ce que nous avons obtenu
plus haut.

EXEMPLE 4.9 Prenons un autre exemple : n = 2, et a = ry, la matrice de rotation d’angle 6 :
cosf —sin6
rg = . .
sinf cos6@

On vérifie immédiatement que r, ' = r_g (I'inverse d’une rotation d’angle 6 est une rotation d’angle
—0), et que donc

"((re)™") = e -

Comme |rg| = 1, on en déduit que si g est définie par g(x) = f(rex), alors §(k) = f(rek).

4.3.3 Convolution-produit

Le théoréme convolution-produit que nous avons vu dans le cas unidimensionnel s’étend sans diffi-
culté au cas n-dimensionnel. La seule différence est une modification de la constante multiplicative.

PROPOSITION 4.8 (CONVOLUTION-PRODUIT) Si f,¢ € L'(IR"), et si on définit f et g par
f=Ffetg=Fg, alors

(fxg) =(@n)"*F ( AgA) (4.44)

et
F(fg) = @m) ™2 (fxg) - (4.45)
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4.3.4 Différentiation

De nouveau, la situation est similaire au cas unidimensionnel, et on peut d’ailleurs utiliser les résultats
obtenus en dimension 1 pour les étendre au cas multidimensionnel. Par exemple, soit f € L!(R"), et
supposons que la dérivée f par rapport a la premiere variable x; soit intégrable. Alors, en posant

g(x) = aLf(z)

a ax1
on peut calculer

k . A
6 = @) 72 [ 3 (e rax = ik 1)

R 0X1

Plus généralement, étant donnée une fonction f de n variables, et un n-uplet de nombres entiers
positifs {a1, a, ... a, }, on notera

f(uclucz...txn) _ 0"l 9™ 9%

= g ot g (4.46)

On montre :

PROPOSITION 4.9 1. Soit f € LY(IR"), telle que ses dérivées partielles f\F1P2Fr), pour
B1 < a1,...,Bn < wy, sont intégrables. Alors pour tout n-uplet {B1,B2,...,Bn}, avec
Br <ar,...Bn < ay ona

[Ff PP (k) = (ia )P (o) P2 . (ikn )P £ (F) (4.47)

2. Soit f € LY(R"), telle que pour tout n-uplet {B1Ba ... PBn}, avec B < ay, k=1,...n,la
fonction gg, g, définie par

8616, (x) = (=ix)P1 (=ix2)P2 . (—ixn)P f (2) (4.48)

soit elle aussi intégrable. Alors sa transformée de Fourier f admet en tout point des dérivée
b1 9Bn

partielles P i f continues, qui ne sont autres que les transformées de Fourier des
fonctionse gg, . p, :
ob1 o,
f=7F8p.pn- (4.49)

okPr T ok, Pr

4.3.5 Passage a L>(R")

La construction de la transformation de Fourier multidimensionnelle se fait comme dans le cas uni-
dimensionnel : on construit tout d’abord la transformation de Fourier sur un sous-espace dense de
L*(R") (par exemple, la version n-dimensionnelle S(IR") de I'espace de Schwartz, puis on utilise la
densité de ce dernier pour étendre le résultat a L?(IR"). Le résultat est similaire, et est résumé dans le
théoréme suivant :
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THEOREME 4.9 Soit f € L2(R™). Alors la fonction f : k € R" — f(k), définie par

f(k) = (2m)™"* lim fx)e ™% dx (4.50)

p—ee J|x|<p

est de carré intégrable également. Plus précisément, I'application f € L2(R") — f € L?(R")
est bijective, et on a la formule de Plancherel :

| fwPd= [ 1f@)Pds. @51)

Le produit de convolution en dimension # est une généralisation directe du produit de convolution
unidimensionnel :
(f* &) / fly y)ay, (4.52)

quand cette intégrale est convergente. Le théoréme convolution-produit prend cette fois la forme

PROPOSITION 4.10 (CONVOLUTION-PRODUIT DANS L2(R")) Si f,g € L2(R"), alors

(f*g) = @m)"* F (fg) , (453)

et

F(fg) = (2m) ™2 (fxg) - (4.54)

REMARQUE 4.4 Notons au passage que si f,¢ € L2(R"), alors il en va de méme pour leur trans-
formée de Fourier f et ¢. On sait de plus, d’apreés Cauchy-Schwarz, que fg € L'(R") et ¢ € L'(R").
Donc, d’apres le théoréeme de Rieman-Lebesgue, F ( f g) et F(fg) sont des fonctions continues.

Comme le produit de convolution de deux fonctions de carré intégrable définit également une fonc-
tion continue, les deux égalités de la Proposition sont des égalités entre fonctions continues,
valables point par point.
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4.3 Transformation de Fourier des fonctions de plusieurs variables

FORMULAIRE

On rappelle les définitions de la transformation de Fourier F et de la transformation de Fourier

conjuguée F.

7 1 * —iwt
flw) = [Fflw) = = [ fyear.

¢@ﬂﬂWh¢;fQ@wW

Quelques propriétés utiles sont listées dans la TABLE ci-dessous. Les conditions d’application de
ces résultats sont également indiquées. Les propriétés sont pour la plupart énoncées dans le cas de

fonctions intégrables, mais restent valides dans d’autres cadres.

h(t) h(w) hypothese, commentaire
f(£)e™t Flw—=2) AeR
f(t—=b) e f(w) beR
£(z) af (aw) a€R
f(#) iwf(w) si f' € L'(R)
Fm(#) (iw)" f(w) si f") € LY(R)
(—it)kf () F®) (w) sit — tXf(t) est intégrable
(f*8)(t) | V2rf(w)g(w) | Voir Propositionst.4et[t.7]
ft)g(t) | A=(Fr@)(w) | Voir Propositionset

TAB. 4.1: Propriétés utiles de la transformation de Fourier unidimensionnelle

En dimension 7, les applications F et F sont définis par

fk) = [FfIk) = @m)™2 | flx)e ™ *dx,

IR)l

et

P(x) = [Folw) = @m) 2 [ plk)e"dk,

L’analogue de la table précédente en dimension quelconque est donnée dans la TABLE
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4 Intégrales de Fourier

h(x) h(k) hypothése, commentaire
flx)elo flk—ko) ko € R"
fx—xo) e~k f (k) xy € R"
f(3) a" f(ak) a € R*
f (Ax) A7 (H(AN)k) A matrice n x n, non singuliere
7 (@) ikef (k) si oL € L'(R)
g ogf (k)™ .. (ikn)™ f (k) i 2

si & ... 9 f € LY(RY)
X1 Xn

(—ixg)™ . (=) £ (x)

W

x

six — (x1)% ... (xy)% f(x)est L!

(f x8)(x)

(270)"2f (k) (k)

Voir Propositions |4.8| et

f(2)8(x)

(27)7"2(f * §) (w)

Voir Propositions 4.8| et

TAB. 4.2: Propriétés utiles de la transformation de Fourier multidimensionnelle




CHAPITRE

 La transformation de
Laplace

La transformation de Laplace (TL) apparait comme une extension de la transformation de Fourier
des fonctions. Cette derniere est parfois difficile a manipuler dans le cas de certaines fonctions ne
possédant pas de transformée de Fourier bornée ; on a maintenant tendance a résoudre ce probleme
en utilisant la théorie des distributions. Cependant, la transformation de Laplace fournit une alterna-
tive relativement simple.

La transformation de Laplace permet de s’abstraire simplement de ce probléme dans de nombreuses
situations. Elle est couramment utilisée dans certains domaines comme le traitement du signal, ou les
équations différentielles. Dans les deux cas, on utilise sa propriété essentielle, qui est de transformer
les dérivations en multiplications par une variable complexe.

La transformation de Laplace existe en deux versions : la TL unilatérale, adaptée a des fonctions
définies sur le demi-axe positif, et la TL bilatérale, définie sur R. On se limitera ici a la TL unilatérale.

5.1 Définition et premieres propriétés

Il est utile d'introduire a ce point la notion de fonction localement intégrable.

DEFINITION 5.1 On dit qu’une fonction f est localement intégrable sur R (resp. R™) si elle
est intégrable sur tout intervalle borné I de R (resp. R™) : on écrit alors f € LI (R) (resp.
fell (RY)).

loc

DEFINITION 5.2 (TRANSFORMATION DE LAPLACE) La transformée de Laplace d'une fonc-
tion f € Lj, (R™T) est la fonction p € C — F(p) = (Lf)(p) d’une variable complexe p, définie
par

F(p) = (£A() = [ Fe ", 6)

quand cette intégrale converge.

La variable p = 7 4 iw est une variable complexe. Le domaine des valeurs de p pour lesquelles cette
intégrale est convergente pose déja quelques problemes. Deux remarques importantes sont a faire.

1. L'intégrabilité de |e 7' f(t)| ne dépend pas de p lui méme, mais seulement de sa partie réelle

7= R(p).
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5 La transformation de Laplace

2. Si pour un certain 7y, la fonction t — e~ 7! f(t) est absolument intégrable, alors t — e~ 7 f(¢) est

elle aussi absolument intégrable pour tout v > 7.

Ceci nous conduit au résultat suivant :

peut pas conclure dans le cas général.

THEOREME 5.1 Soit f € L} (R"). Il existe un s € R tel que pour tout p € C, R(p) > s,

loc

F(p) existe (c’est a dire que l'intégrale dans I'équation est convergente). Si R(p) = s, on ne

sommabilité) de F.

DEFINITION 5.3 Le nombre s défini ci-dessus est appelé abscisse d’intégrabilité (ou abscisse de

Il est utile de considérer quelques exemples.

1. f(t) = O(t) (la fonction de Heaviside); alors F(p) est bien définie pour R(p) > 0 : I'intégrale

est convergente (par contre, l'intégrale n’est pas absolument convergente pour R(p) < 0). Donc
s=0;etsiR(p) >0,0ona
o 1
_ —pt _
F(p) /0 e Phdt ,
Notons que la fonction p € C — 1/p est bien définie pour tout p € C*; cependant, elle n’est la
transformée de Laplace de la fonction © que dans le demi-plan R* x R, domaine de définition
de cette derniere.

2. f(t) =t"O(t) : denouveau, s = 0. 5i R(p) > 0, ona

Y U
F(p)—/otepdt—pnﬂ.

3. f(t) = €M, ot A € R. Lintégrale définissant F(p) est convergente dés que R(p) > A. Donc

s = A, etsi R(p) > s, on voit immédiatement que

1
F(P):m-

4. f(t) = e *; alors Vintégrale définissant F(p) est convergente quel que soit p € C, et par

conséquent s = —oo.

5. f(t) = ef’ ; alors l'intégrale définissant F(p) n’est jamais convergente, et donc s = co.

Plus généralement, on utilise souvent des criteres simples qui assurentl’existence de la transformée
de Laplace.

DEFINITION 5.4 Soit f : RT — C.

1. f est a croissance lente si il existe deux constantes A € R et m € IN telles que pour tout
t € R, onait
F(O] < Aft™ . (5.2)

2. f est a croissance au plus exponentielle si il existe deux constantes réelles A > 0 et a telles
que pour tout t on ait
(8)] < Ae~ . (5.3)
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5.2 Propriétés élémentaires

PROPOSITION 5.1 Soit f € L} (R*).

loc
1. Si f est a croissance lente et vérifie (5.2), alors I'abscisse d'intégrabilité s de sa transformée
de Laplace vérifie s < 0.

2. Si f est a croissance au plus exponentielle et vérifie (5.3), alors I'abscisse d'intégrabilité s de
sa transformée de Laplace est tel que s < a.

Preuve : La preuve est immédiate dans les deux cas. Dans le premier cas il suffit d’insérer 1'estima-
tion (5.2)) dans la définition de la transformée de Laplace, et de voir que

F(p)l <A [ eler|ar,
0

qui converge des que R(p) > 0, car I'exponentielle 'emporte alors sur +". La preuve dans le second
cas est identique. [
Les hypotheses faites dans cette derniere proposition sont suffissamment générales pour couvrir un
grand nombre de cas d’intérét.

5.2 Propriétés élémentaires

La transformation de Laplace possede un certain nombre de propriétés simples, conséquences di-
rectes de la définition. Nous donnons ci-dessous les plus simples.

1. Linéarité : Si f,g € L} (R") ont pour transformées de Laplace respectives F(p) et G(p), et
abscisses d’intégrabilité ss et s¢, soit & la fonction définie par h(t) = f(t) + g(t). Alors s, =
max(sy,sg) sisg # sg, ets, < s¢sisy = sg. Deplus,sip — H(p) estlaTL de h, alors H(p) =
E(p) + G(p).

2. Translation : Soit f € L}, (R"), d’abscisse d’intégrabilité s, et soit g définie par g(t) = f(t — b),
oub € R™. Alors ¢ € L} (R") a pour abscisse d’intégrabilité s; = sy, et sa transformée de
Laplace est donnée par

G(p) =e"E(p), R(p) >s;.

3. Modulation : Soit f € L] (R"), d’abscisse d'intégrabilité sy, et soit g définie par g(t) = ™ f(t),

loc

otra € C. Alors g € L}, (RT) a pour abscisse d’intégrabilité s, = s; 4+ R(a), et sa transformée

de Laplace est donnée par
G(p) =E(p—a), R(p)>s;.

4. Lien avec la transformation de Fourier : Soit f € L} (RT), d’abscisse d’intégrabilité s et soit F

sa transformée de Laplace. Pour tout vy € R, v > s, soit f,(t) = f(t)e” 7. Alors, on a pour
p=7o+iw,y>s:

Fiy+iw) = [ (e dt = VAR f, ().

Cette derniere propriété va jouer un rdle important dans le probleme d’inversion de la transfor-
mation de Laplace.

5.3 La convolution finie

Etant données deux fonctions f, ¢ définies et localement intégrables sur R™, on définit naturellement
leur produit de convolution par

(Fx)0) = [ gl -t 64
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5 La transformation de Laplace

Il est facile de vérifier que si f,¢ € L (R"), alors f xg € Ll (R") aussi, de sorte que I'on peut

s’intéresser a sa transformée de Laplace.

loc

PROPOSITION 5.2 Soient f,g € Lj, (R"), d’abscisses d'intégrabilité respectifs s et sq. Soit
h = f * g. Alors la transformée de Laplace de h est donnée par

H(p) = F(p)G(p), %R(p) >sn, (5.5)

et est bien définie pour R(p) > max(sy, sq ).

Preuve : 1l suffit de considérer

/ /f (t—s)dse Pldt = / /f e Pg(t—s)e P dsdt .

Un changement de variables u = t — s, suivi du lemme de Fubini, permet d’obtenir (5.5), a condition
que F(p) et G(p) soient bien définies, ce qui est assuré deés que R(p) > max(sy, sg). Ceci conclut la
preuve. )
Ce résultat trouvera son intérét quand on consideérera la transformation de Laplace inverse. Cette
propriété est aussi utile pour évaluer certaines intégrales, comme le montre I’exemple suivant.

EXEMPLE 5.1 On peut montrer que la transformée de Laplace de la fonction de Bessel t — Jo(f) est
la fonction p — F(p) = 1//p%+ 1, définie pour R(p) > 0. Donc, F(p)?> = 1/(1 + p?), qui n’est
autre que la transformée de Laplace de la fonction ¢t — sint. Par conséquent (cela découle en fait de
I'inversibilité de la transformation de Laplace que nous allons voir plus loin), on en déduit

/Ot]o(s)]o(t —s)ds = sint .

5.4 Propriétés de régularité

5.4.1 La transformée de Laplace est holomorphe

L'un des intéréts de la transformation de Laplace est que dans le domaine ou elle est définie, elle
est holomorphe. Ceci permet alors d’utiliser des techniques d’intégration dans le plan complexe, en
particulier pour le calcul de la transformation de Laplace inverse que nous allons voir plus bas.

Plus précisément, on a le résultat suivant :

THEOREME 5.2 Soit f € L}, (R"), et soit s I'abscisse d'intégrabilité de sa transformée de La-
place F = Lf. Alors, F est holomorphe dans le domaine

D={peCR(p) >s}. (5.6)

Pour tout entier positif m, la dérivée m-ieme de F est donnée par

— /0 T (=M f(De Pt | (5.7)

Ainsi, la dérivée de la transformée de Laplace d’une fonction t — f(t) n’est autre que la transformée
de Laplace de la fonction t — —tf(t). On verra plus loin 'utilité de cette remarque pour le calcul de
transformées de Laplace inverses.
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5.4 Propriétés de régularité

Preuve : Commengons par étudier 'abscisse d’intégrabilité de la fonction t — " f(t), noté s’. Pour
t > 1,ona|f(t)e P < t"|f(t)e P!|. Donc l'intégrabilité de t — t"|f(t)e *!| dans [1, 0] implique
l'intégrabilité de t — |f(t)e P!| dans [1, 00|, et donc dans [0, co[. Par conséquent, ona s’ > s.
Inversement, pour tout € > 0, on peut toujours trouver t; > 0 tel que pour tout t > tj, on ait
| f (e Pt < |f(t)e~(P=9)!|. L’'argument précédent montre donc que pour toute > 0,onas’ < s+e.
Par conséquent, s’ = s.

On peut donc dériver sous le signe somme, et on obtient bel et bien I'expression voulue. L’holomor-
phie est donnée par le case m = 1. )

EXEMPLE 5.2 Reprenons le cas particulier de la fonction

f(t) = cos(At).

Cette fonction n’admet pas de transformée de Fourier dans le sens usuel (la théorie des distributions
permet d’en définir une), mais possede une transformée de Laplace. Un calcul explicite donne

1 e ‘ ‘ 1/ 1 1
_1 St (M) gy — L _
F(p) 2/0 (¢ e ) dt 2(p—i/\+p+i/\> v

a condition de se limiter a p > 0 (c’est a dire que 'on a s = 0). La fonction que 1’on obtient est bien
holomorphe dans le demi-plan (ouvert) R* + iR. Par contre, noter les deux poles en p = +iA.

REMARQUE 5.1 L'exemple précédent est aussi intéressant pour la raison suivante. La fonction p —
p/(p? + A?) est en fait bien définie des que p # +iA. Cependant, cette fonction n’est transformée de
Laplace de t — cos At que dans le domaine ouvert R* + iR (la TL n’étant pas définie ailleurs). Dans
le reste du plan complexe (privé de £iA bien siir), elle n’est que le prolongement analytique de la TL
du cosinus.

COROLLAIRE 5.1 La transformée de Laplace d'une fonction f € £, .(R") est analytique dans
son domaine de définition : Vpy € C, R(po > sy, le développement en série entiere de F autour
de 0

F(p) = fo an(p — po)"

converge pour tout p tel que R(p) > s £

5.4.2 Transformation de Laplace et dérivation

Nous avons déja vu que la transformation de Fourier se comporte de fagon remarquable vis a vis
des opérateurs différentiels (ce qui était d’ailleurs le point de départ du travail de J. Fourier). La
transformation de Laplace possede des propriéés similaires, a une petite différence pres, qui vient du
fait que 1’on ne travaille que sur le demi axe réel positi : les valeurs de f et ses dérivées a 1’origine
interviennent, comme conséquence d’intégrations par parties successives. Pour cela, il faut que ces
valeurs soient définies, ce qui suppose des hypotheses de régularité sur la fonction étudiée.

INous verrons que la TL bilatérale est plus simple a cet égard.
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5 La transformation de Laplace

PROPOSITION 5.3 Soit f € L} (R™), telle que toutes ses dérivées fK) d’ordre k < m soient
continues et localement intégrables. Supposons de plus qu'il existe deux constantes a € R et
to > 0 telles que pour tout j = 0,1,...m — 1et t > to, on ait

()] < Aje (5.8)

pour une certaine constante A;. Alors pour tout p € C,R(p) > a, la transformée de Laplace de
la dérivée d’ordre m de f est donnée par

[£F™)(p) = p"E(p) = p" 7 f(0) = p" 2f'(0) = p" 27 (0) — - = fV(0) . (59)

Preuve : Commengons par le cas m = 1. Il suffit de calculer, pour R(p) > 4,
£l = [ ferar
0

= [fWe g +p [ e rar
= pE(p) = £(0).

La disparition du terme tout intégré évalué en t = oo résulte de (5.8), et du fait que R(p) > a. Pour m
quelconque, il suffit d’itérer comme suit

LLF")(p) = pILf™"D)(p) — f™D(0),

qui donne (5.9) par récurrence. Ceci conclut la preuve. )
Cette derniere propriété est souvent utilisée pour la résolution d’équations différentielles ou d’équations
aux dérivées partielles.

EXEMPLE 5.3 Prenons l’exemple de I’équation de Poisson
Au=f, (5.10)

ol f est un second membre fixé, et A = d%/dx? est le Laplacien unidimensionnel. Pour obtenir une
solution unique, on sait qu’il est nécessaire de faire des hypotheses supplémentaires, et d’adjoindre
a cette équation deux conditions additionnelles. On suppose donc que u,u’ et f satisfont la condi-
tion (5.8) (il est possible de démontrer dans un cadre plus général I'existence de solutions satisfaisant
a de telles conditions), et que f et f’ sont continues. Supposons aussi par exemple que

u(0) =up, u'(0)=r1,

ol ug et vg sont deux nombres fixés. On note U la transformée de Laplace de u, et F la transformée
de Laplace de f. Les hypotheses faites assurent 1’existence (et 1’analyticité) de F dans un domaine
{p € C,R(p) > su}, avecs, < oo. on se ramene alors a

p*U(p) — puo — vo = F(p),

soit encore, pour p # 0,
F(p)+vo up
Ulp) =———+—,
(p) 72 )
dans un domaine de valeurs de p bien choisi : la fonction U ainsi obtenue est analytique dans le
domaine {p € C,R(p) > max(ss,0)}. Cette équation permet d’obtenir une solution u a partir de f,

par transformation de Laplace inverse (que nous verrons plus loin).
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5.5 Inversion de la transformation de Laplace

On peut toutefois utiliser ce que 1'on sait déja, c’est a dire les propriétés de linéarité de la transfor-
mation de Laplace, sa relation avec le produit de convolution ainsi que les quelques transformées de
Laplace déja vues.

Ainsi, on sait que 1'oiginal de Laplace de la fonction p — 1/p est la fonction de Heaviside ©, et que
l'original de Laplace de p — 1/p? est la fonction t — t@(t). Par ailleurs, l'original de Laplace de la
fonction p — F(p)/p? est le produit de convolution de f par la fonction t — t@(t). On en déduit
donc

u(t) = 0(t) <uo+vot+/0tsf(t—s)ds) :

5.4.3 Transformation de Laplace et intégration

PROPOSITION 5.4 Soit f € L,loc(lRﬂ, telle qu’il existe des constantes ty > 0,a € Ret A > 0
vérifiant, pour tout t > t

f(B)] < Ae™. (5.11)
Soit g la fonction définie par
t
2(t) = /O Flu)du . (5.12)
Alors, pour R(p) > a, la transformée de Laplace de g est donnée par
1
Glp) = SF(p)- (5.13)

Preuve : 1l résulte des hypothéses que I'abscisse d’intégrabilité s de f est tel que s < a. Comme f €

Lllo C(]R*), g est continue et dérivable, et on a aussi, pour tout t > £,

g(1)] < A",
pour une certaine constante positive A. Il suffit alors d’appliquer le théoreme précédent, qui donne
F(p) = pG(p) —8(0) = pG(p),

et ceci prouve la proposition. [ )

5.5 Inversion de la transformation de Laplace

Contrairement a la transformation de Fourier, la transformation de Laplace ne permet pas de décomposer
une fonction en une superposition de “fonctions élémentaires” (sinus et cosinus). Cependant, la trans-
formation de Laplace inverse a une expression simple, et facilement calculable dans bon nombre de
cas.

Une premiere approche possible consiste a utiliser certaines expressions connues pour les trans-
formées de Laplace de certaines fonctions élémentaires, comme on va le voir dans I'exemple suivant.

EXEMPLE 5.4 Considérons la fonction f dont la transformée de Laplace est donnée par

F(P):( b

g P>

ol a et b sont des nombres réels, b # 0. Une décomposition en éléments simples de F donne

F(P):;<p_(;+ib) _p—(;—ib)) '
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5 La transformation de Laplace

FIG. 5.1: Contour d’intégration. Le contour complet est noté Cg, et le demi-cercle de rayon R est I'g.
Les deux poles sont indiqués par des croix (+).

et ces deux termes sont transformées de Laplace de fonctions connues. On en déduit donc directement

f(t) _ % (e(a+ib)t _ e(a—ib)t) — ot sin(bt) )

THEOREME 5.3 Soit f € LI (R™T), d'abscisse d'intégrabilité s, et soit F(p) sa transformée

de Laplace, définie pour R(p) > s. Pour tout v € R,y > s on définit la fonction g. par
gy (t) = f(t)e 7. Alors, sigy € LY(R), ona

f6) =51 [ Ep)etap. 614

o 2i7T y—ioo

Preuve : Le résultat est une conséquence de la relation entre transformation de Laplace et transforma-
tion de Fourier. Soit v € R, ¥ > s, et soit p = 7 + iw. Si g, € L'(R), alors on a

7T J—o0

1 © ; 1 [ .
g, (t) = \/ﬁ/mgv(w)e“‘”dt: 2—/ F(y +iw)dw .

En utilisant ’holomorphie de F dans le domaine p € C, ®(p) > s et la relation entre f et g,, on a bien

f(t) = 1 /Oo F(y +iw)e" ! dow = € /win(p)e”tdp
27T —00 217[ ’)/71'00 !

ce qui est le résultat désiré. [ )
Par conséquent, on fait généralement appel a la formule des résidus pour évaluer une transformée de
Laplace inverse.

REMARQUE 5.2 Il est important de signaler que le choix de 7y est crucial. 7y doit obligatoirement étre
choisi dans le demi-plan ou la transformée de Laplace est holomorphe. Un autre choix conduit im-
manquablement & un résultat erroné.

EXEMPLE (SUITE) Reprenons 1’exemple de la fonction f dont la transformée de Laplace est donnée
par

Fp) = ¢ b R(p) > a,

p—a)2+b2’
ol a et b sont des nombres réels, b # 0. F a 2 poles simples en a + ib et a — ib. On choisit un contour
d’intégration comme donné sur la FIGURE ot Cg = [y — iR,y +iR] UTR. Il est clair que pour
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5.5 Inversion de la transformation de Laplace

R(p) < a,onalimp,_(p—a)F(p)e’ = 0 (car t > 0), de sorte que l'intégrale sur I'z tend vers 0
quand R — oo (on peut aussi utiliser le critere de Carslaw et Jaeger ci-dessous dans ce cas). On peut
donc écrire

F(H) = lim —— /C (e

R—o00 217T

= (Res(a+ib) + Res(a —ib))
1 . .

_ (a+ib)t _ (a—ib)t

2i (¢ el

= e"sin(bt) .

Dans ce type de probleme, I'intégrale sur I'arc de cercle I'g tend vers 0 lorsque R — 0. On peut
soit vérifier ceci directement, soit invoquer des conditions suffisantes sur la transformée de Laplace
F assurant que cette intégrale tend réellement vers 0. On peut souvent utiliser pour cela le Lemme
de Jordan. Une condition adaptée a la transformation de Laplace a aussi été donnée par Carslaw et
Jaeger :

LEMME 5.1 (CARSLAW ET JAEGER) Si il existe des constantes positives C > 0, Rg > 0 et
k > 0 telles que pour p appartenant au demi plan R(p) < a et |p| > Ro, on ait

[E(p)| < Clp|™

Alors 'intégrale sur le contour I'g tend vers 0 quand R — oo.

EXEMPLE 5.5 Considérons un probleme de conduction de chaleur dans un solide unidimensionnel
semi-infini (x > 0), dont la température initiale est nulle, et dont 1'extrémité x = 0 est maintenue a
une température constante Tp > 0. Ce systeme est schématisé en Fig.[5.2|ci dessous.

Tix.t)

NN

FI1G. 5.2: Le milieu semi-infini

L'évolution spatio-temporelle de ce champ u(x, t) est régie par I’équation de la chaleur

ou %u
g(x,t) = sz(x,t) , (5.15)

que I'on complete par les conditions initiales et aux limites

u(0,t) = To Vt>0 (5.16)
u(x,0) = 0 Vx>0. (5.17)
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5 La transformation de Laplace
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FIG. 5.3: Contour d’intégration pour le calcul de la solution de 1’équation de la chaleur a partir de sa
transformée de Laplace. Le contour complet est noté Cg, et le demi-cercle de rayon R est I'.

F

On suppose que u est une fonction continue de la variable ¢, et que les fonctions u, du /dt sont bornées
(donc satisfont la condition (5.8)), ce qui nous assure de pouvoir utiliser les résultats de la Proposi-
tion[5.3] Par transformation de Laplace (par rapport a la variable t), en notant

U(x,p) = / u(x, t)e Ptdt, (5.18)
0
on se ramene a I’'équation
’Uu
pU(x,p) = a5 (xp), (5.19)

dont la solution générale est de la forme
U(x, p) = Ci(p)e V" + Ca(p)eVP/e.

Si l'on impose a la solution d’étre bornée quand x — oo, on a nécessairement C(p) = 0 Vp. Donc

Ci(p) = U(p,0) = Ty / et — 20 .
0
Dongc,
U(x,p) = ];)e_x\/m , (5.20)

et le probleme sera résolu des que I'on aura I’original de Laplace de cette fonction, qui est holomorphe
dans le demi plan ouvert R(p) > 0. Soit donc y € R™, et considérons l'intégrale

Y+ico
Ia(t):ﬁ / | e—ax/?er’fd;’. (5.21)
y—ico

La présence du terme ,/p nous oblige a faire un choix de détermination pour la racine carrée. On
introduit donc une coupure, par exemple sur le demi axe réel négatif R™.

Considérons le contour I'g (voir FIG. . L'intégrand étant holomorphe a l'intérieur de I'g, I'intégrale
sur I'g est nulle, de sorte que 1’on peut écrire

1 A B C D E
R—o0;e—0 2177 B C D E F

et il faut maintenant évaluer chacun des termes.
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5.6 La transformation de Laplace bilatérale

— Alalimite € — 0, I'intégrale sur le cercle (CD) s’évalue grace a la méthode des résidus (pdle en 0),
et on obtient

C dp . .
/ VPPt = 2intResg (e "VPePt) = 2ir .
D

— Pour l'intégrale sur le segment (CB), on pose p = ue'™, avec u > 0. On a alors

lim /B e~ WPePt ap _ /Oo g iaVug—ut du .
0

R—o0;e—0.JC p u

— Pour l'intégrale sur le segment (DE), on doit poser p = ue~', avec u > 0. On a alors

D (o)
lim / e~ VPPt dl — _/ ooV p—ut dj .
E 0

R—00;6—0 p u

— Reste a se charger de la contribution des arcs de cercle, a la limite R — co. On applique ici le critere
de Carslaw et Jaeger. Sur le quart de cercle supérieur, on pose p = ue'?, avec € [rr/2, 7]. On
adonc \/p = \/u(cos(0/2) +isin(8/2)), et R(,/p) > 0. Sur le quart de cercle inférieur, on pose
p = ue, avec 6 € [—m/2,—m]. Onadonc 6/2 € [—m/4,—m/2], et de nouveau R(,/p) > 0. Par
conséquent, sur l’arc de cercle complet, | exp{—a,/p}/p| < 1/|p|, et le critere de Carslaw et Jaeger
s’applique. Donc les intégrales sur les deux quarts de cercle (AB) et (CD) tendent vers 0 quand
R — oco.

Mettant ces résultats ensembles, nous avons donc a calculer

2 2

L(H)=1—~ /me*fusin(a\/a) du_ 2 /me*fvz sin(av) 20 =1 2 J,().
0 u 0 v 7T

7T

Pour finir, on remarque que

N

/ooeftvz (eiav + efiav) do = % /%e*az/‘lt ,

cZz]a(f) = /0067”’2 cos(av) dv =
0

de sorte que

a 1 a a/2\/t
Ja(t) = ]0+/0 Ju(t) du = 2\/?/0 e Mgy = /1 ./0 e du = gerf (23}> .

On en déduit l'intégrale recherchée
a
I, = erfc .
’ <2\/f )

Dong, la solution est finalement

T(x,t) = Tperfc ( (5.22)

i)
2vVat)
Quelques graphes de la solution, pour diverses valeurs de ¢, se trouvent en FIG.
5.6 La transformation de Laplace bilatérale
La transformée de Laplace bilatérale s’adresse aux fonctions définies sur la droite réelle, et non plus

sur la demi droite. Le cadre mathématique approprié est le cadre des fonctions localement intégrables
sur l'axe réel L} (RR).
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5 La transformation de Laplace

FIG. 5.4: Profils de température en fonction de la variable d’espace x, solutions de 1’équation de la
chaleur (« = 1, To = 1). Solutions pour des temps t = 0,01,t =0,1,t =1,t =5,t = 50 et
t = 5000.

DEFINITION 5.5 La transformée de Laplace bilatérale d'une fonction f € L} (R) est la fonction
p € C— F(p) = (Lf)(p) d'une variable complexe p, définie par

F(p) = (L)) = [ ferat, 529)

quand cette intégrale converge.

La transformation de Laplace bilatérale posséde des propriétés trés semblables a celles de la transfor-
mation de Laplace unilatérale. La différence essentielle vient de leurs domaines de définition respec-
tifs.

Supposons que pour deux nombres réels xg et x1, avec xo < x7 la fonction t — e P! f(t) soit intégrable
pour R(p) = xp et R(p) = x7. Alors, on voit immédiatement que cette fonction est également
intégrable pour tout p tel que xg < R(p) < x;. En notant sp et s; le minimum et le maximum respec-
tivement des valeurs de xg et x; telles que la propriété précédente soit vraie, on aboutit au résultat
suivant, qui généralise le cas unilatéral.

THEOREME 5.4 1. Soit f € L} (R). Il existe deux nombres réels sy et s, tels que l'intégrale
définissant F(p) soit convergente pour tout p tel que R(p) €|so, s1[. Pour R(p) € [so,51],
Uintégrale est divergente, et pour R(p) = so ou R(p) = s1, on ne peut pas conclure dans

le cas général.

2. La fonction p — F(p) est holomorphe dans le domaine p € C, R(p) €]so, s1].

Les propriétés essentielles de la transformation de Laplace bilatérale sont essentiellement des para-
phrases des propriétés que nous avons vues dans le cas unilatéral. On ne s’étendra pas sur ces pro-

102



5.6 La transformation de Laplace bilatérale

priétés. On insistera plutdt sur deux propriétés importantes, c’est a dire la forme de la transformée de
Laplace d'une dérivée, et la formule d’inversion.

PROPOSITION 5.5 Soit f € C"~1(R), telle que sa dérivée m-ieme f") appartienne a L} _(R).
Supposons en outre qu’il existe quatre constantes —co < t, < t, < coeta < b, et 2m constantes
positives Aj, B; telles que pour tout j =0,...m — 1

IfO()] < B pour t<t, (5.24)
O] < Aje™ pour t>t, (5.25)

Alors, pour tout p tel que R(p) €la,b[on a

(LF™)(p) = p™F(p) . (5.26)

La formule d’inversion quant a elle est comme dans le cas unilatéral une conséquence de la formule
d’inversion de la transformée de Fourier.

THEOREME 5.5 Soit f € C""!(R), et soit Dy = {p € C,50 < R(p) < s1} le domaine de
définition et d’analyticité de sa transformée de Laplace bilatérale F. Alors, en posant p = vy + iw,
si pour tout <y fixé dans |so, s1], la transformée de Fourier §, de la fonction g : t — f(t)e~ 7" est
dans L'(R), alors pour presque tout t € R on a

+ico
f0= 5= [ Fp)erap. 6527)

Les transformées de Laplace bilatérales inverses se calculent généralement en utilisant la méthode
des résidus.
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5 La transformation de Laplace

Formulaire

Quelques propriétés utiles de la transformation de Laplace unilatérale sont listées dans la Table
Dans cette table, la fonction f est une fonction localement intégrable sur R, et ’abscisse d’intégrabilité
de sa transformée de Laplace est noté sy. Dans certains cas, certaines hypotheses supplémentaires sont
nécessaires pour donner un sens aux propriétés listées.

g(t) G(p) Sg Hypothese
flbert F(p—a) s+ R(a) feLh(R)
f(t—b) P F(p) 5f feLh(R)

£1(8) PE(p) — £(0) 57 ff €Ll (R)
0 ET0) |y| A e € LR

Jo f(x)dT LF(p) 5f f € Ll (R)
Jo A A(E—1)dT F(p)E(p) max(sf,,sp) | fi,fo € L (R)

TAB. 5.1: Propriétés utiles de la transformation de Laplace unilatérale
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Troisieme partie

Equations différentielles et aux dérivées
partielles
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CHAPITRE

Equations différentielles

Les équations différentielles et les équations aux dérivées partielles constituent une composante fon-
damentale de la physique, dans la mesure ou elles sont utiles pour décrire de nombreux systemes
physiques. On se limitera ici a certaines classes d’équations différentielles qui admettent des solu-
tions relativement simples a obtenir.

Dans le cas de fonctions d"une variable réelle, une équation différentielle d’ordre n d’indéterminée f
est une relation de la forme

F(x, f(x), f'(x),... f"(x)) =0, (6.1)

otton a noté £ la dérivée n-ieme de f :

F ) = DL ) 62)

~ dxn

Résoudre une équation différentielle revient a trouver toutes ses solution.

Une solution d"une équation différentielle définit dans un repére (généralement choisi orthonormé)
une courbe, appelée courbe intégrale de I'équation. Résoudre I'équation revient donc a déterminer
la courbe intégrale correspondante.

Lorsque 'équation différentielle se met sous la forme

f() = Glx, f(x),... f 7V (x)),

on dit qu’elle est sous forme résolue. Lorsque G ne dépend pas explicitement de x, on parle d’équation
différentielle autonome.

Une équation différentielle est généralement complétée de conditions supplémentaires, qui peuvent

garantir ['unicité de la solution. Par exemple, quand une équation différentielle sour forme résolue
est complétée par des conditions initiales (aussi appelées conditions de Cauchy)

fxo) =fo, fl(x0)=fi, - fU V(%)= fu1,

pour un certain xp donné (souvent xo = 0). Sous des conditions assez peu restrictives sur G, les
conditions de Cauchy garantissent 1’existence de solutions locales (c’est a dire au voisinage de x¢) de
I’équation. Plus précisément, dans le cas n = 1
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6 Equations différentielles

THEOREME 6.1 (CAUCHY-LIPSCHITZ) Supposons que pour tout x fixé, G soit telle que

|G(x,y2) — G(x,y1)| < Kly2 — 1|,

dans un certain voisinage de xo, pour une certaine constante K (on dit que G est localement
Lipschitzienne en xo). Alors il existe une et une seule solution maximale (c’est a dire qui n’est la
restriction d’aucune autre) satisfaisant une condition de Cauchy donnée.

Ce théoreme se généralise a des équations d’ordre supérieur (toujours sous forme résolue, avec condi-
tions de Cauchy).

On recourt parfois a des conditions aux bords (par exemple, f(xo) = yo et f(x1) = y;1 pour une
équation du second ordre). De tels problémes peuvent trés bien n’avoir aucune solution ou au contraire
une infinité de solutions.

6.1 Définitions, généralités
6.1.1 Généralités, équations linéaires
La grande majorité des équations différentielles n’admettent pas de solution explicite. Par exemple,

I’équation différentielle
d3f (x) * 7 —Xx
cos(x) ( e > +x"\/f(x) = e

est trés probablement difficile a résoudre explicitement. L'une des raisons est que cette équation
différentielle est non-linéaire ; ainsi, étant donnée une solution f, 2f n’est pas solution.

DEFINITION 6.1 1. Une équation différentielle d’ordre n est dite linéaire si elle peut se
mettre sous la forme

ag(x) f(x) + a1 (x) f'(x) + a2 (x) " (x) + - -+ an(2) fO (x) = b(x), (63)

ag,ai, . ..a et b étant des fonctions fixées.
2. Cette équation est homogene si b(x) = 0 pour tout x.

3. Elle est a coefficients constants si ag, a1, . .. a, et b sont indépendants de x.

Il est facile de démontrer que des combinaisons linéaires de solutions d'une équation différentielle
linéaire homogene sont toujours solutions de cette équation. En fait, on montre le résultat fondamen-
tal suivant

THEOREME 6.2 L'ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire homogene d’ordre
n est un espace vectoriel de dimension n.

Ainsi, une équation différentielle de ce type est loin d’admettre une unique solution. L'unicité peut
étre retrouvée en imposant des conditions supplémentaires. Dans le cas d'une équation d’ordre n,
on a besoin de n équations linéaires supplémentaires pour spécifier une solution unique. Ceci est
généralement effectué en imposant des conditions aux bords, ou conditions aux limites .
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6.1 Définitions, généralités

Les équations homogeénes jouent en fait un role fondamental. En effet, considérons une équation
différentielle linéaire inhomogene, comme en (6.3), et soient f; et f, deux solutions de cette équation.
On voit alors facilement que f; — f; est solution de I'équation différentielle homogene

ag(x)f(x) + a1 (x) f'(x) + a2 (x) f"(x) + -+ + au(x) " (x) = 0. (6.4)

Inversement, étant donnée une solution de (6.3), on peut lui ajouter n’importe quelle solution de
I’équation homogene correspondante, le résultat étant toujours solution de (6.3). On a donc montré

PROPOSITION 6.1 La solution générale d’une équation différentielle linéaire inhomogene peut
toujours s’écrire comme la somme de la solution générale de I'équation homogene correspondante,
et d’une solution particuliere de I'équation inhomogene.

On dit que 'ensemble des solutions d"une équation différentielle linéaire inhomogene est un espace
affine.

EXEMPLE 6.1 Considérons 1’exemple simple
(® + 1)y (x) +3xy(x) = x.
L’équation homogene correspondante s’écrit sous la forme

y'(x) _ =3«
y(x) K241

et s'intégre facilement, pour donner
In [y (x)| = —gm(xZ +1)+In Al
d’ot1 la solution générale de I’équation homogene
yo(x) = A2 +1)72.

Par ailleurs, une solution apparente (a défaut d’étre évidente) de 1’équation inhomogene est donnée
par

On en déduit la solution générale de I'équation inhomogene

y(x) = % F A1),

On obtient en fait une famille & un parametre de solutions.

6.1.2 Equations homogenes a coefficients constants

Les équations différentielles linéaires a coefficients constants se traitent souvent de fagon simple.
Prenons le cas d"une équation du second ordre homogene

af’(x) +bf'(x)+cf(x) =0. (6.5)

En recherchant des solutions sous la forme f(x) = e**, cette équation se transforme en une équation
algébrique
ae® +ba+c=0,
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6 Equations différentielles

qui se résout par la méthode des radicaux. Dans ce cas, les racines sont de la forme
1
M (—biA1/2> )
2a

olt A = b? — 4ac est le discriminant, et ot A'/? doit étre compris comme i1/—A si A < 0. Supposons
que A # 0. Alors on a deux solutions linéairement indépendantes de cette équation :

fr(x) = ™%,

qui engendrent bien 1’espace vectoriel de dimension 2 des solutions de I’équation. La solution générale
est alors de la forme
flx) =A™+ A "7,

les constantes A4 étant déterminées par les conditions aux limites.

Le cas limite A = 0 est un peu plus complexe. En effet, il y a dans ce cas une seule racine

b
2a

a l’équation caractéristique, qui ne fournit qu’une seule solution de I’équation homogene
fo(X) = Aoeaox .

Or on sait d’apres le Théoremel[6.2]qu'il existe deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation
de départ (puisqu’elle est du second ordre). On verra un peu plus loin une méthode (basée sur le
Wronskien, permettant d’obtenir une seconde solution. Dans notre cas, cette approche se simplifie,
et revient a rechercher une seconde solution, sous la forme particuliere

fi(x) = u(x) folx) -

Comme fy(x) est déja solution de I'équation homogene (6.5), en insérant la forme particuliere de f;
dans (6.5), on aboutit a une nouvelle équation que doit satisfaire u :

a (u"(x) fo(x) + 2u' (x) fo(x)) + bu'(x) fo(x) =0,

soit en insérant la forme particuliere de fy et en simplifiant par e**, on aboutit a la forme parti-
culierement simple

Ko =

d’ou
u(x) =Ax+pu.

Ainsi, on obtient la solution générale de 1'équation (6.5), dans le cas particulier b* = 4ac,

f(x) = (Ax + p)et™,

6.1.3 Equations homogeénes : variation de la constante

La méthode de variation de la constante, ou méthode de Laplace permet de trouver une solution
particuliére d’équations inhomogenes, dans les cas ot il n’en existe pas d’évidente. L'idée est de se
baser sur la solution générale de 'équation homogene, et de « faire varier les constantes » dans le
sens suivant.

Considérons une équation linéaire d’ordre n comme en (6.3), et supposons que 1’on ait déja obtenu
la solution générale de I’équation homogene (6.4), celle-ci engendrant un espace de dimension n. La
solution générale s’écrit alors comme combinaison linéaire de n « solutions élementaires »

yo(x) = 061y0,1(x) + Dézyo,z(x) +--- 4 Dényo,n(x) .
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6.1 Définitions, généralités

La méthode de Laplace revient a rechercher une solution particuliere de (6.3) comme combinaison
des solutions v, avec coefficients variables (d’ot1 'expression « variation de la constante ») :

Yp(x) = a1 (x)yo1(x) + a2(x)yo2(x) + - - - + &u(x)yo,u(x) -

En insérant cette forme dans 1’équation inhomogene , on aboutit a une nouvelle équations différentielle,
impliquant uniquement les fonctions «y, . . . ;. Cette unique équation ne suffit (sauf dans le cas n = 1)

pas a caractériser ces fonctions, et il faut la compléter par d’autres.

On ne traitera pas ici le cas général, et on se limitera aux cas n = 1 ou 2.

Dans le cas n = 1, partant d'une équation

f(x) +a(x)f(x) =8(x), (6.6)

partons d’une solution f de1’équation homogene, et soit f1(x) = a(x) fo(x). Alors, f(x) = a(x) fy(x) +
a’(x) fo(x). En insérant cette solution dans 1’équation inhomogene, et en utilisant I’équation homogene
pour simplifier I’expression ainsi obtenue, on se ramene a

o' (x) fo(x) = 8(x),

d’ou la solution

a(x) =a(xp) + x: J(?o((yy))

d’ot1 on déduit la solution de 1’équation inhomogene. Reprenons 1’exemple précédent.
EXEMPLE (SUITE). Dans ce cas, on recherche une solution sous la forme

dy, (6.7)

y(x) = a(x)(1+2%) 72,
On a alors, compte tenu du fait que yo est solution de I’équation homogene,
(1+ 23y (x) + 3xy(x) = o/ (x) (1 4 x*)~1/2

Imposer que y soit solution de 1’équation inhomogene implique que

o (x) = xV/1+x2,
d’ou
§ 1+ 1 213/2
a(x) :/\+/ t\/1+t2dt:)t+§/ VIFudu= A+ (1452,
0 0
A étant une constante d’intégration. Finalement, on obtient bien la solution générale

y(x) = a(x)(1+x2) 32 =11 +x2)732 4 % .

Le cas des équations du second ordre est un peu plus complexe, car 1’espace vectoriel engendré
par les solutions de 1’équation homogene est de dimension 2. On peut alors imposer une condition
supplémentaire sur A; et A;. On choisit en général

M () fi(x) + A3(x) fa(x) =0,

arbitraire... mais efficace.
Partons d"une équation de la forme

f1x) +a(x)f (x) +b(x)f(x) = 8(x),
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6 Equations différentielles

considérons deux solutions f; et f, del’équation homogene, et recherchons une solution de 1’équation
inhomogene sous la forme

f(x) = M(x) fi(x) + Az (x) fo(x) -
On a alors

f1(x) = A(x) f1(x) + A1(x) fr(x) + A2 (x) f5(x) + Az (x) fa(x) = A (x) f1 (%) + Aa(x) f(x) ,

compte tenu de la condition supplémentaire imposée, et donc

f1(x) = M) fi' () + A1 (x0) f1(x) + A2 (x) £ (x) + Aa(x) fo(x) -

En insérant cela dans I'équation de départ, on aboutit pour tout x au systéme linéaire d’équations en
(A1(x), A2(x))
(MA@ MDA = 5 68)
M) filx) +A3(x) falx) = 0. '

Si f1 et f2 ne sont pas proportionnelles, le déterminant de ce systeme, appelé Wronskien,

= A(0)f3 1) = (oL ()
W(x) = fi(x)f2(x) = fo(0) fi(x) = fi(x)* (ffm)

est non nul. Le systéme admet donc une unique solution notée (L;(x), L2(x)), d’ott on déduit,
en prenant des primitives

(A1 (x), A2 (x)) = ( / Ly (x)dx, / Lz(x)dx> .

Notons que le choix de la constante d’intégration dans ces primitives n’a pas d’importance.
EXEMPLE 6.2 On considere 1’équation du second ordre

£1(0) +0) ~2f(3) = s

L’équation homogene est a coefficients constants, et se préte donc bien a des solutions sous forme
d’exponentielles. L'équation caractéristique

W +a—2=0
admet les deux racines a; = 1 et ap = —2, d’ou1 la solution générale de I’équation homogeéne
fo(x) = Ae™ + Ape™ 2"
On utilise maintenant la variation de la constante. La condition supplémentaire prend ici la forme
M(x)e* + Ay(x)e™™ =0,

d’ol1 on tire
Ay (x) = —Af(x)e .

En reportant cela dans I’autre équation, on obtient

M) () = PB) = g

c’est a dire
2 1

/ = —_——
M(x) = 3e¥ 41"
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6.1 Définitions, généralités

On a donc

2t dy
3 Jo 62y+1

- 3/ u2~|—1
- 3/ < u2+1> du

= M(0)+ [glnw — %ln(uz - 1)]

Al(x) = )Ll(O)-i—

eX

1

= C+ %m(l +e ),

ot C; est une constante. Un calcul similaire donne
/\(x)—A(O)—i—Z/EXMZdu— / du
2T 5h w1 0+3 u2 +1

2
A(x) =Co+ 3 (Arctan(e®) —¢*) ,

d’ott on déduit

pour une certaine constante C,. De 1a on déduit la solution particuliere, puis la solution générale de
I’équation inhomogene.
6.1.4 Facteur intégrant pour les équations linéaires du premier ordre

De fagon générale, un facteur intégrant pour une équation différentielle est une fonction telle que la
multiplication terme a terme de "équation par cette fonction permet d’en simplifier 'intégration. On
se limitera ici aux équations du premier ordre (on rencontrera de nouveau un facteur intégrant en
discutant la théorie de Sturm-Liouville).

Considérons une équation différentielle du premier ordre, sous forme résolue

Y () =

7 ) =py).

Dans les cas ot1 ¢ ne dépend pas explicitement de y, la solution est de la forme

:C—i—/x:w(z)dz

o1 C = y(xp) est une constante. Dans le cas général, il existe une famille de solutions, dépendant d'un
parametre C, données de fagon implicite

E(y,x,C)=0,

pour une certaine fonction Z.

On se limite ici aux équations du pemier ordre linéaires. La forme la plus générale est

y'(x) +a(x)y(x) = b(x), (6.9)

a et b étant des fonctions continues dans un intervalle [x, x1], et yo = y(xo) est une condition au bord
donnée.
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6 Equations différentielles

DEFINITION 6.2 Un facteur intégrant pour I'équation est une fonction o : x € [xg, x1] —
a(x) € C telle que puisse s'écrire

T (@(@y() = a(2b(x). (6.10)

On peut remarquer que le facteur intégrant est défini a une constante multiplicative pres.

Supposant connu un facteur intégrant &, une solution de estalors explicite : a(x)y(x) = a(xo)y(xo) +
fxz a(u)b(u)du, d’ ot

a(x0)yo 1 /x
xX) = + a(u)b(u)du . 6.11
y() = S s [ atwbw (611)
Pour utiliser ce résultat, il faut déterminer un facteur intégrant, qui doit donc satisfaire
du

) = ax)a(x),

de sorte que la solution est
X

o) = () exp { |

(on peut fixer la constante multiplicative pour que a(xp) = 1).

a(u) du} (6.12)

0

EXEMPLE 6.3 On considere I’équation différentielle du premier ordre
Y(x) +xy(x) = x,
avec la condition y(xg) = yo. On vérifie aisément que le facteur intégrant est de la forme
a(x) = exp { (x* - 3) /2)

(donc a(xp) = 1), de sorte que la solution s’écrit finalement

y(x) = e (¥ )2 {yo + /x ze(# %)/ dz] =14 (yp—1)e¥—x0)/2
X0

6.1.5 Equations du second ordre, Wronskien

Le Wronskien, que nous avons déja rencontré, permet de construire, a partir d"une solution d’une
équation différentielle linéaire homogene, une seconde solution linéairement indépendante. Le prin-
cipe général est, comme souvent, de rechercher une solution y;(x) sous la forme f(x)y1(x), ot y; est
la solution déja connue.

DEFINITION 6.3 Soient y1 et y» deux solutions linéairement indépendantes de 1'équation
différentielle linéaire homogene du second ordre

d? d
() + () L (x) + Bx)y(x) = 0.

Le Wronskien (ou déterminant de Wronski) de y et y, est la fonction x — W (x) définie par

W) =100 22 (x) — 1 (0) 2 (). (6.13)
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6.1 Définitions, généralités

Soit donc W le Wronskien, et calculons

W (x) = yi(x)ys(x )+y1(X)y’(x)
= y1(x)y2 (x) — yi (¥)ya(x)
= y1(x) [~a(¥)ya(x) — B(x)y2(x)] — ya(x) [—a(x)yi(x) — B(x)y1(x)]
= —a(x)W(x)

y1(2)ya(x) = ¥ (x)ya2(x)

Le Wronskien vérifie 'équation du premier ordre

dw
dx < ) —Dé(X)W(X),
de sorte que sa forme est
X
W(x) = W(xp) exp {—/ a(z) dz} . (6.14)
X0
Ce résultat est appelé Théoreme de Liouville.

REMARQUE 6.1 Le Wronskien admet une interprétation géométrique simple. Dans 1’espace des phases,
c’est a dire 'espace engendré par les vecteurs (y(t),y'(t)), le Wronskien associé a deux solutions
(y1,y}) et (y2,y5) est1’aire du parallélogramme engendré par ces deux vecteurs du plan (soit le double
de l'aire du triangle). Le théoréme de Liouville décrit donc I'évolution temporelle de cette aire. No-
tons en particulier que si & = 0, c’est a dire si I'équation ne contient pas de terme d’amortissement,
cette aire est indépendante du temps.

Le Wronskien permet aussi de construire la solution générale de 1’équation différentielle, connaissant
une solution particuliére. Supposant connue y, on a en effet

()yp(x) =y (N2 (x) _ W(x)

ya(x)? ()’
d’ott
d ((x)) _ W)
dx (yl(x)> - n(x)?
On en déduit par intégration
ya(x) = 5?Ez2;y1(x) +y1(x) /x: yVlV(( )) du = y1(x) (Cl +C /x: yvlv((;))z du) . (6.15)

Ainsi, connaissant une premiére solution d’une équation homogeéne du second ordre, on peut en
déduire une seconde, linéairement indépendante ; il suffit pour cela de calculer au préalable de Wrons-
kien via I'équation (6.14)), puis dutiliser (6.15).

EXEMPLE 6.4 Soit I’équation différentielle
v' =2y +y=0, xeR.
il est immédiat que la méthode de I'équation caractéristique donne la solution

yi(x) =e*.
Un calcul explicite donne un Wronskien
W(x) =¥,
d’ott on déduit .
ya(x) = Cre* + Czex/x du,
et donc une seconde solution linéairement indépendante 0

ya(x) = xe* .
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6 Equations différentielles

6.2 La méthode de Frobenius

Une approche classique pour résoudre des équations différentielles, consiste a rechercher des solu-
tions sous forme de séries. Lorsque les équations sont a coefficients réguliers (c’est a dire suffisam-
ment différentiables), les séries a considérer sont des séries entieres. Par exemple, pour I'équation

y—-y=0,

si l’on recherche des solutions sous forme de série entiéreﬂ y(x) = Y5 a,x", on obtient en remplacant
terme a terme

e} [e 9}
Enanen_l —Y ax" =0,
1 0
soit par une changement d’indice de sommation
oo
Y lan — (n+1)ayq)x", Vx
0

ce qui implique que tous les termes soient nuls, c’est a dire

n _ an—1 :”‘:LZ()
n+1l (n+1)n n!’

Ap+1 =

On en déduit la solution

0y
y(x) = a0~ = ape”* .
=~ 1!

Dans le cas ot les coefficients de I’équation ne sont plus aussi réguliers, cette technique se généralise
comme on va le voir, et porte le nom de méthode de Frobenius.. Il est nécessaire d’introduire tout
d’abord un peu de terminologie.

On se focalise ici sur le cas des équations linéaires du second ordre, homogenes, que 1'on met sous la
forme générique

y' (%) + p(x)y' (x) +q(x)y(x) = 0. (6.16)

Les équations inhomogenes se traitent de la fagon usuelle, en résolvant tout d’abord 1’équation ho-
mogene associée, et en ajoutant a la solution générale de celle-ci une solution particuliére de I'équation
inhomogeéne.

6.2.1 Notion de point singulier, théoreme de Fuchs

La méthode de Frobenius consiste a rechercher des solutions sous forme de série, soit une série
entiere, soit une série de Laurent, soit encore une série faisant intervenir des exposants non-entiers.
La différence entre ces deux situations tient aux propriétés de régularité des coefficients (variables)
de I'équation.

DEFINITION 6.4 1. Un point xq est un point ordinaire (ou régulier) pour cette équation

si y" (x) reste fini en x = xq dés que y'(xo) et y(xo) sont finis. Sinon x est dit singulier.

2. Un point singulier a distance finie xq est régulier pour I'équation si (x — xo)p(x) et (x —
x0)2q(x) sont finis en xo. Dans le cas contraire, le point singulier est dit essentiel.

IPourquoi faire simple, quand on peut faire compliqué ?
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6.2 La méthode de Frobenius

Rechercher un possible point régulier ou singulier en x( revient donc a étudier le comportement de p
et g au voisinage de x¢. Un point xq est régulier si p(xg) et g(xo) sont finis. I est singulier inessentiel
si (x — x0)p(x) et (x — x0)?q(x) admettent une limite finie lorsque x — xg.

REMARQUE 6.2 La définition ci-dessus n’a de sens que pour 1'étude des points sur 1’axe réel. Pour
étudier le comportement des points a 1'infini, il est nécessaire de faire le changement de variable
x" = 1/x, et d’étudier le comportement en x’ — 0.

Les théorémes de Fuchs donnent des conditions simples et explicites pour 1’existence de solutions
d’équations de type (6.16). Considérons tout d’abord les cas o1 les coefficients sont réguliers. Il est
alors possible de les développer en série entiere au voisinage d'un point régulier xy, et d’en déduire
une solution elle méme sous forme de série entiére. Plus précisément, on a le résultat suivant.

THEOREME 6.3 On considere I'équation différentielle (6.16), avec conditions y(xo) = fo et
y'(x0) = Qo. Alors si les fonctions p et q, considérées comme fonctions d'une variable complexe z,
sont régulieres dans un cercle de rayon ry centré sur xo dans C, il existe une unique solution de
I'équation développable en série entiere autour de x et obéissant aux conditions données.

Dans ces conditions, étant donné un point régulier xy, on peut rechercher des solutions de 1’équation
différentielle sous la forme

y(x) = 3 ae(x — o)t
k=0

Dans le cas plus complexe ot les conditions de régularité sur p et g ne sont pas remplies, les solutions
peuvent prendre une forme un peu plus compliquée.
Supposons que xg soit un point singulier régulier. L'équation différentielle (6.16) conduit a

(x = x0)%y" (x) + (x = xo)a(x)y (x) + b(x)y(x) =0,

otta(x) = (x — xo)p(x) et b(x) = (x — x0)?q(x) sont deux fonctions régulieres.
Au voisinage de x(, on approxime cette équation par 1’équation approchée

(x = x0)%y" (x) + (x — x0)a(x0)y' (x) + b(x0)y(x) =0,
dont les solutions sont de la forme
A1(x —xo)", Ax(x —x0)"?,
ol Aj et Ap sont deux constantes d’intégration, et v; et v, sont les racines de I'équation indicielle
v(v—1)+wva(xg) +b(xo) =0.
Ceci conduit a rechercher des solutions de la forme
yi1(x) = (x = x0)" fi(x) , y2(x) = (x = x0)" f2(x) ,

ou f1 et f» sont deux fonctions régulieres (c’est a dire développables en série entiére en xp)... a 1'ex-
ception du cas o1 v; — 15 est entier, voir ci dessous.

Dans le cas ot xp est un point singulier essentiel, les choses sont encore plus complexes, mais on
montre qu’il est encore possible de trouver des solutions sous forme de série infinie.

Plus précisément, le résultat est le suivant :

117



6 Equations différentielles

THEOREME 6.4 (THEOREME DE FUCHS) Si xq est un pdle ou un point singulier essentiel de p
ou q, c’est a dire si p et q peuvent étre exprimés sous forme de série de Laurent

p(z) = Y oa(z—x0)*
{q&) = zékmﬁg_xbn (6.17)

alors I'équation homogene admet deux solutions linéairement indépendantes, qui au voisinage de
Xo peuvent étre représentées comme

filx) = (x—x)1 552 o ck(x — xo)F
{ fo(x) = (x—x0)” ZE"}OO de(x — x0)F, (6.18)

et dans le cas dégénéré (v; — v, entier)

fi(x) = (x—x0)" T o cr(x — x0)F
{ fZ(x) = (x = XO)VZ 2%0:700 dk(x _ xO)k + Oéf](x) ln(x _ xO) . (619)

REMARQUE 6.3 Dans le résultat ci-dessus, si le point singulier au voisinage duquel on effectue le
développement est inessentiel, on peut toujours se ramener & une somme sur k € IN, par exemple
dans le cas non dégénéré

{ filx) = (x—x0)" T2 cr(x — xo)F
fo(x) = (x—x0)"? Lo di(x — x0)F,

Ainsi, étant donnée une équation différentielle linéaire d’ordre deux, homogene, la procédure a suivre
est la suivante :
— Mettre I'équation sous la forme (6.16).
— Analyser les propriétés des fonctions p(x) et g(x).
— Si elles sont régulieres, on peut rechercher une solution sous forme de série entiere.
— Si elles sont singulieres en xo, mais que lim,_,y, (x — xo)p(x) et lim,_, (x — x)?q(x) existent, on
peut rechercher une solution sous la forme d’une série Y5>, aj(x — x0)**V.
— Dans le cas contraire, il faut rechercher une solution sous la forme d’une série doublement infinie
YR oo k(X — x0)* T
Nous allons voir ci-dessous un certain nombre d’exemples.

6.2.2 Un exemple : les fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel apparaissent naturellement dans le cadre de 'étude de I'équation de Helm-
holtz bidimensionnelle exprimée en coordonnées polaires, c’est a dire 1’'équation aux dérivées par-
tielles

(A+KH)w(r,0) =0, (6.20)

et donnent un premier exemple d’utilisation de la méthode de séparation des variables pour les
équations aux dérivées partielles. En exprimant le Laplacien en coordonnées polaires

? 19 1

A=gatia T

et en recherchant des solutions a variables séparées

¥(r,0) = R(r)®(0), reR", 0el0,2n]
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6.2 La méthode de Frobenius

on obtient la forme particuliére

> d?R(r) r dR(r) kr* 1 d*O(0)
RG) a2 TR dr TR0 - @ e P

p étant une constante, a priori complexe (dont on verra qu’elle doit étre réelle).

L’équation angulaire se résout facilement, et a pour solution
Q) = Ae'? + Be 'FY
Maintenant, notons que nous devons nécessairement avoir
O2r) =0(0), Q'(2m) = ©'(0),

ce qui implique A + B = Ae?P™ + Be?P™ et ip(A — B) = ip(Ae*P™ — Be?P™), et donc la restriction
p = n € Z. (notons que si la constante p avait eu une partie imaginaire non nulle, les solutions
auraient été non bornés).

Passons a I’équation radiale
r?R"(r) +rR'(r) + (K*r* = n*)R(r) = 0. (6.21)

Elle s’écrit sous la forme simple

£ (0) (2o

ou en posant x = kr, et y(x) = R(x/k)

xdi <x;lZ(x)> +(x®=p*)y(x) =0 (6.22)

Cette équation est appelée équation de Bessel d’ordre p . On se propose de la résoudre maintenant
en utilisant les séries de Frobenius.

On voit facilement que x = 0 est un point singulier régulier. On peut également montrer 'existence
d’un point singulier essentiel a 1'infini. Supposons donc une solution de la forme

y(x) = Y aakt
k=0

En insérant cette forme particuliere dans 1’équation, on obtient
o9} e}
ak(k + V)Zxk—i-v + (X2 _ pZ) Z akxk+v —-0.
k=0 k=0
Le terme de plus bas degré (c’est a dire x") nous donne
a (v’ —p*) =0,
soit ap = 0 ou v = +p. Le terme en x'*! donne

a((v+1)2—p*) =0,

donc soitag =0ouv+1= £p.
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Choisissons v = p, et donc a; = 0. Le terme générique donne quant a lui

_ —ag—2 I
(k+p)?—p> k(k+2p)’

et donc tous les coefficients a; d’indice impair sont nuls. On a donc

Qo — — A2k—2 _ (—1)kaof(p + 1)
2k 4k(k+p)  22T(k+1)I(k+p+1)~

ou I est la fonction Gamma d’Euler, définie par I'inégrale
I'(x) = / rlet, ez, (6.23)
0
et qui vérifie (comme le montre une simple intégration par parties)

I(x+1)=xI'(x), Vx¢Z .

On a donc obtenu une solution particuliere, qui dépend d’une constante ay. Si on impose une norma-
lisation de la forme

1
T wT(p+1)”
on aboutit a ’expression suivante pour la solution, appelée fonction de Bessel d’ordre p et notée J,
> (—1)k x\ 2k+p
Jp(x) = = . (6.24)
i ,gr(k+1)r(k+p+1) (2>
REMARQUE 6.4 On a choisi ici le cas p = v. On peut se convaincre facilement que p = —v ne donne

pas de nouvelle solution. En effet, on a pour tout x

J-p(x) = (=1)P]p(x) .
Nous avons aussi fait un autre choix, lorsque nous avons posé a; = 0, choix qui nous a conduit a une
seule solution (pour p fixé). Or 'espace des solutions est bidimensionnel. Il est facile d’obtenir une
seconde solution en utilisant le Wronskien. Les fonctions correspondantes sont appelées fonctions de
Neumann, et notées N,,.
Le Wronskien, défini par
W(x) = Jp(x)Np(x) = Np(x) ] (x) ,
est donné par
W(x) = W(xi)e TaPE=
ott P(x) = 1/x, d’ot1 une solution possible pour le Wronskien est
1
W(x)=—.

(x) =

On a alors une autre solution, linéairement indépendante, de la forme

xexpy— ;1 P(s)ds ¥ dz
v2(x) = Jp(x) /xo p{ ];;f(z)2 } dz = Jp(x) /xo z]:l(z)z ) (6.25)

Pour un certain choix (conventionnel) des constantes, on obtient ainsi une seconde solution appelée
fonction de Neumann, notée Ny (x). On montre que N, diverge logarithmiquement a I’origine.

On introduit parfois aussi les fonctions de Hankel de premiere et deuxieme espece, définies par

{H;gl)(x): = Jp(x) +iNp(x) (6.26)
HY (x) = = Jp(x) —iNy(x)
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6.2 La méthode de Frobenius
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FIG. 6.1: Les fonctions de Bessel de Jy a J4.

Orthogonalité et complétude des fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel de Jj a J4 sont tracées en FIG. Comme on peut le voir, ce sont des fonctions
extrémement oscillantes. Il s’avere que leurs zéros jouent un role prépondérant, comme on va le voir.
Notons &, le (1 4 1)-iéme zéro de la fonction de Bessel ], :

Jp(apn) =0, n=0,1,....

On a alors la propriété d’orthogonalité suivante :

PROPOSITION 6.2 Soit a un réel positif, et posons
kpn = apn /LZ .

Alors on a . )
/ Ip(kpnr)]p (kpmr) rdr = S / ]p(kpnr)z rdr (627)
0 0

Preuve : Posons R, (1) = J,(kpur). Alors on a R, (a) = 0; de plus, il résulte de I'équation de Bessel

que
d dl:?l _ 12 FZ R
dr (r dr (1’)) < Ty > n(r) -
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Par conséquent, on peut écrire

/Ou [;r <rdR£r(V)>} Ry (r)dr = _/O” <k§nr— pj) Ry, (r)Ry(r) dr
/Oa [;r (rdR;:V))] Ry(r)dr = _/Oa <k§m7— p:) Ry (r)Ry(r)dr .

Notons aussi que grace a deux intégrations par parties, on a

[ (D) ryyar = [Ratr ™) [ 1R )

0

— r ] [T (0]
- ()| o

de sorte que 1’on peut écrire, par soustraction

a
(2, —12,,) /0 Ron(r)Ru(r) rdr = 0,

d’ot on déduit le résultat. '

REMARQUE 6.5 Comme on peut le voir, le calcul ci-dessus a été possible grace a une forme parti-
culiere donnée a 1’équation de Bessel, appelée forme de Sturm-Liouville

d dR p? o
Erﬁ(r) — TR(r) = —k°rR(r),

que 'on peut voir comme une équation aux valeurs propres généralisée (par la présence du facteur r
dans le membre de droite) pour 'opérateur

Pour ce qui est de la normalisation, elle peut étre obtenue explicitement (calculs non reproduits ici).
On pose

Jp (k pn r)
TIpn(r) = 25—
et on obtient ainsi une famille orthonormale dans 1’espace de Hilbert

a
L?([0,a],rdr) = {f [0,a] = C / |f(r)[?rdr < oo} :
0
Par ailleurs, il est possible de montrer que cette famille est compléte dans L2([0,4], 7 dr) :

/Ouf(r)jpn(r)rdr:O Vn = f=0.

Ainsi, on a le résultat suivant :

THEOREME 6.5 La famille des fonctions de Bessel {jpn, n=0,1,...} est une base orthonormée
de L2([0,a],rdr).

Ainsi, pour toute fonction f € L2([0,a],r dr), on peut écrire, quel que soit p,

f= i<f, Ton) Tpn - (6.28)
n=0
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6.2 La méthode de Frobenius

Autres propriétés des fonctions de Bessel

1. Fonction génératrice : En posant

g(x,t) = t=/072,

il est possible de montrer que les fonctions de Bessel d’ordre entier s’obtiennent via
gl t) =Y Ju(x)t". (6.29)
n=-—co
En effet, en développant les exponentielles en série entiére, on obtient

=BG BE(

r=0 s=0

de sorte qu’en posant n = r — s, on obtient
© o (_1)5 x\ 1+2s
f- 5 (5 C0 ).,
g(x,t) n_zoo<s_os!(n+s)! 2

d’out le résultat (on a utilisé ici le fait que 1/n! = 0 pour tout n entier négatif.

2. Relations de récurrence : en différenciant la fonction génératrice par rapport a t, on obtient la

relation 5
n
Jn—1(x) + Jug1(x) = T]H(x) . (6.30)
De méme, en dérivant par rapport a x et en identifiant les termes, on aboutit a
Jn-1(x) = Jns1(x) = 2J5(x) - (6.31)
On en déduit en particulier
n
Joca(x) = ;]n(x) + I (x) (6.32)
n
() = 20~ ). (633)

6.2.3 Un autre exemple : les polyn6mes de Legendre

On considere le Laplacien en coordonnées sphériques (7,6, ¢), et I'équation de Laplace
19 ,, 1 o (. ,OF 1 9°F
2o UE + agigae (S““’a9> 0997
En recherchant des solutions sous forme de fonctions a variables séparées
F(r,0,9) = R(r)©(6)®(¢) ,

et en supposant que la fonction ® soit constante, il est possible de montrer (voir le chapitre suivant)
qu’en introduisant la variable x € [—1,1] et la fonction y telles que

x=cosb, y(x)=0(0),

(6.34)

I’équation en 6 se ramene a une équation différentielle de la forme
(1—x*)y"(x) —2xy'(x) +Cy(x) =0, x¢€[-1,1]. (6.35)

Cette équation est appelée équation de Legendre, et se résout par la méthode de Frobenius. On peut
montrer que 1"équation possede deux points singuliers réguliers en x = +1. Ses solutions dépendent
de la constante C. On peut montrer
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THEOREME 6.6 Supposons qu’il existe £ € IN tel que
C=(({+1).

Alors,

1. il existe une solution de I'équation de Legendre qui s’écrive sous forme d'un polyndéme de
degré ¢, noté

¢
Py(x) =Y axk
k=0
2. Les polynomes de Legendre forment une base orthogonale dans ['espace de Hilbert
L2([-1,1)):
l Pe(x)Py(x)d L )
/1 i (2) Py () x—m ke -

et pour tout f € L*([-1,1]),

Fl) = (+1/2) [ FPx) dx Bi().

Dans le cas général, c’est a dire si C n’est pas de la forme C = ¢(¢ + 1), les solutions de "équation de
Legendre ne sont plus des polyndmes, mais sont des séries infinies.

Tout comme les fonctions de Bessel, et bien d’autres systemes de polyndmes ou fonctions spéciales,
les polyndmes de Legendre peuvent étre obtenus a partir d"une fonction génératrice, ici la fonction

1
x,t) = —— .
g(xt) V1 —2tx+ 12

Il suffit pour s’en convaincre d’utiliser le développement en série entiere de (1 + €)~!/2, qui converge
pour |e| < 1 (pour nous idi, || < 1).
On peut en déduire une relation de récurrence

(n+1)Pyiq(x) —2nxP,(x) + (n —1)P,_1(x) = 0.
On montre également la formule de Rodrigues :

1 a
C 2npldxn

P, (x) (x> —1)"

6.2.4 Autres exemples de polynomes orthogonaux

La méme approche peut se transposer a d’autres situations, c’est a dire a d’autres équations différentielles,
que 'on résout de fagon similaire. Par exemple, on peut obtenir les polyndmes de Laguerre a partir
de I’équation différentielle

xy"(x) + (1 - x)y/(x) = Ay(x), x€R*

(noter le point singulier régulier en x = 0). Ils peuvent également étre définis par la formule de
Rodrigues
erdt
Ly(x) = i T (e7*x") ,
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6.3 Probléme de Sturm-Liouville

ou une fonction génératrice, via

et sont orthogonaux par rapport au produit scalaire

(flg) = [ Fg(ryedx.

IlIs apparaissent notamment en mécanique quantique dans la partie radiale de la solution de I'équation
de Schrodinger pour un atome a un électron.
Les polynémes d’'Hermite sont quant a eux obtenus comme solutions de I"équation

y'(x) —2xy'(x) =2Ay(x), x€R.
IIs peuvent également s’écrire via une formule de Rodrigues

_ (_1\n x2/2d7n —x%/2
Hy(x) = (—=1)"e T (e ) ,

ol a l’aide de la fonction génératrice
2 < £
exp(xt —t/2) =) Hen(x)m ,
n=0 ’
et sont orthogonaux par rapport au produit scalaire

(flg) = [ Fe)gx)e 2 dx.

On peut trouver de multiples autres exemples d’intérét physique. Ils sont toutefois souvent des cas
particuliers d"une théorie plus générale, que nous allons brievement évoquer plus loin.

6.3 Probleme de Sturm-Liouville

Le cas des polyndmes de Legendre que nous avons vus plus haut correspond a un cas particulier
d’un probleme plus général, appelé probleme de Sturm-Liouville, qu’on décrit ici sous une forme
quelque peu simplifiée.

6.3.1 Généralités

On considére, sur un intervalle [a, b], les équations du second ordre, de la forme

d’y dy

Ly(x) = ao(x)@(x) + al(x)%(x) +ax(x)y(x) =0, (6.36)
ot ag € C*([a,b]), a1 € C'([a,b]) etap, € C([a,b]) sont des fonctions a valeurs réelles, telles que ag ne
s’annule pas sur [a, b], sauf éventuellement en un nombre fini de points.
Pour espérer existence et unicité de solutions de cette équation ou d’équations associées (voir ci-
dessous), on doit la completer par deux conditions supplémentaires, des conditions aux bords. On
choisit généralement des conditions aux bords de la forme y(a) = y(b) = 0, ou plus généralement
des conditions qui assurent que ag(x)y(x)y’(x) = 0enx = a et x = b. Plagons nous dans le cas le plus
simple, et limitons 1'analyse a I'espace C3([a, b]) des fonctions deux fois continiment différentiables
qui s’annulent en a et b.
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6 Equations différentielles

L est un opérateur différentiel, dont 1’adjoint L* est obtenu de la fagcon habituelle : par définition,
Yu,v € C3([a, b]),

(L*u,v) = (u,Lv)
b
= /a u(x) [ag(x)v" (x) + a1 (x)v'(x) + az(x)v(x)] dx

— [ao(u(x) (0], - /b<aou><> () dx + [ (1)u(x)o ()]

—/a (aru)'( dx+/ ap(x (x)dx

= — [(aou)'( +/ aou)”( x)dx

_/ (alu dx+/ az )dx
= [ T~ (@) () + ax(pu()] ()

ol on a utilisé des intégrations par parties, et le fait que les fonctions u, v considérées ainsi que leurs
dérivées s’annulent en a et b. On a donc montré que 1’adjoint de L est donné par

2
Ly(x) = 0 (ao(x)y(x)) — = (@ (2)y () +aa(y(x), (637)

d’ott on déduit

LEMME 6.1 L est auto-adjoint si et seulement si les fonctions ag et a; sont telles que

ap(x) = a1 (x) .

Preuve : il suffit de calculer

(a0y)” = aoy” +2a0y’ +agy,  (ay)' = my' +aty

et d'insérer ce résultat dans 1’expression de L*. [
Dans ces conditions, L peut aussi se mettre sous la forme

d d
L= apa—l-q, (6.38)
Oou encore
d dy
L) = g [P0 20| + vt =, (639

avec p(x) = ap(x) et g(x) = az(x).

REMARQUE 6.6 Les équations de type Sturm-Liouville peuvent généralement s’obtenir suite a des
problémes d’optimisation de fonctionnelles du type

= 2 [ Ipy @2 + a2 ax

avec conditions aux bords y(a) = y(b) = 0, et une contrainte de normalisation

b
/a w(x)y(x)>dx =1.
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6.3 Probléme de Sturm-Liouville

REMARQUE 6.7 Dans le cas général, une équation telle que (6.36) peut toujours se mettre sous la
forme (6.39), en la multipliant terme a terme par le facteur intégrant

1= rgew{ [ o )
p(x) = exp {/x: Z;g; dz} ’
9= ol [ e )

DEFINITION 6.5 Une équation

et en posant

et

Ly(x) = Aw(x)y(x) ,

ot L est un opérateur différentiel du second ordre auto-adjoint, et w est une fonction positive
sur [a,b] (sauf éventuellement en un nombre fini de points oil elle peut s’annuler) est appelée
équation de Sturm-Liouville

L p)2] @) + a0y = roxy) (6:40)

Lorsque, pour des conditions aux bords données, cette équation admet des solutions y, pour cer-
taines valeurs A, spécifiques, y, est appelée fonction propre, et A, valeur propre.

EXEMPLE 6.5 Prenons le cas particulier de 1’équation des ondes sur [0, 1], c’esta dire p(x) = 1,q(x) =
Oetw(x) =1 pour tout x € [0,1]. L'équation de Sturm-Liouville prend la forme

y'(x) = Ay (x),
dont on a déja vu qu’elle peut se résoudre via I'équation caractéristique
=
Les solutions sont de la forme
y(x) = Aexp{A2x} + Bexp{—A%x} .
En imposant les conditions aux bords
y(0)=y(1) =0,

on aboutita B = —A, et sh(Al/ 2) = 0, dont les solutions sont A1/2 = ikt. Les valeurs propres sont

donc de la forme
A=—kK1*, kezZ",

et les fonctions propres correspondantes sont
Yi(x) = sin(kmx) .

Ainsi, dans ce cas particulier, la base orthonormale associée au probleme de Sturm-Liouville considéré
est une base trigonométrique. On considére généralement les bases associées a des problemeqs de
Sturm-Liouville comme des généralisations des bases de Fourier.
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6.3.2 Propriétés des fonctions propres et valeurs propres d’une équation de
Sturm-Liouville

Les fonctions propres et les valeurs propres de ces équations possedent des propriétés importantes.
Notamment, on va montrer que les valeurs propres sont toujours réelles, et que les fonctions propres
associées sont orthogonales, au sens du produit scalaire

b_
(flgho = [ FE)g() w(x) dx
définissant ’espace
b
L*([a,b],w) = {f: [a,b] — C, /a |f(x)]?w(x)dx < oo} ,

dont on peut montrer qu’il s’agit d'un espace de Hilbert.
Pour cela, soient A,, et A, deux valeurs propres, et y,, et i, les fonctions propres associées. On a alors

PO ) = () = A (),
P ) = (0 = A ).

Multipliant complexe conjuguée de la premiere équation par y,(x) et la seconde équation par ¥/, (x),
on obtient par intégration

b , , . b
| (@@ p@va@) =) (P70 (0])') dx = Q= 5) [ Tlx)yu(x) () d

Apres intégration par parties, en utilisant les conditions aux bords pour éliminer les termes tout
intégrés, on obtient

b
(=) [ T x)yu(x) () dx =0,
a
d’ott on déduit :
— Deux fonctions propres y, et y, correspondant a des valeurs propres différentes A, et A, sont
orthogonales par rapport au produit scalaire de L?([a, b], w) :

<ym|yn>w = /ab %(x)yn(X) ZU(X) dx=0 sim 7& n.

— Les valeurs propres A, sont réelles.
Il est possible de montrer de plus que
— Les valeurs propres A, ne sont pas bornées, plus précisément

Iim A, = 0,
n—oo

— les fonctions propres sont complétes dans L?([a,b],w) : une fonction f € L?([a,b],w) telle que
(flyn)w = 0 est nécessairement nulle : || f||, = 0.
Par conséquent, on a

PROPOSITION 6.3 Les fonctions propres associées a une équation de Sturm-Liouville (6.39
forment une base orthogonale de I'espace L?([a, b], w). En les normalisant de sorte que

HyﬂH%u = (Ynlyn)w =1,

on adonc, Vf € L?([a,b], w),
F=Y Wnlf)wyn- (6.41)

n
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Notons que ceci implique directement que Vf € L?([a, b], w),

Lf = Z<yﬂ’Lf>w Yn = Z<L]/n|f>w Yn = Z)\n<yn‘f>w Yn, (6.42)

n

expression qui sera souvent utile pour la résolution d’équations aux dérivées partielles.

6.4 Résolution d’équations différentielles par transformation

Dans certaines situations, notamment pour ce qui concerne les équations différentielles a coeffi-
cients constants, il est possible d’exploiter les propriétés remarquables de certaines transformations
vis a vis de la différentiation. C’est particulierement le cas de la transformation de Fourier et de la
transformation de Laplace. La premiere s"utilise préférentiellement dans des situations ot1 I'équation
différentielle est considérée dans un domaine non-borné (on parle alors de probléeme aux limites). La
seconde est plus adaptée aux problémes dits de Cauchy, c’est a dire sur R™.

6.4.1 Transformation de Fourier

Etant donnée une fonction f, on sait que la transformée de Fourier de sa dérivée p-iéme s’exprime
simplement via la transformée de Fourier de la fonction elle méme :

——

fP(w) = (iw)? f(w),

ol on a défini la transformée de Fourier par

£ 1 * —iwt
Flw) = m/oof(t)e at, (6.43)

a condition que la fonction f soit de classe C? sur IR, et que ses dérivées tendent vers zéro a l'infini.

REMARQUE 6.8 L'hypothese f € C? est importante pour que cette relation soit correcte. Si elle n’est
pas satisfaite, des termes supplémentaires doivent étre pris en compte.

Ainsi, la transformation de Fourier transforme dérivation en multiplication point par point, et donc
équation différentielle en équation algébrique.

EXEMPLE 6.6 Considérons 1’équation différentielle ordinaire

—f"(x) +a*f(x) = g(x),
ot g € L?(R) est une fonction fixée. On compleéte cette équation par les conditions aux limites

lim f(x)=0.

x—=o0
En faisant 'hypothese que f est de classe C?, on obtient par transformation de Fourier
(@? +0*) f(w) = §(w),
d’ot1 on déduit la solution (dans I'espace de Fourier
2 = S@)
flay = 520

Une transformation de Fourier inverse (utilisant le théoréme des résidus, ou une table de trans-
formées de Fourier) conduit alors a la solution

) =5 [ e ig(x—y)dy.
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6 Equations différentielles

Dans I'exemple ci-dessus, ainsi que dans de nombreux autres exemples, la transformation de Fourier
transforme une équation différentielle

Lf=¢
(ot L est un opérateur différentiel, a coefficients constants) en équation algébrique

~

O(w)f(w) = §(w) .

Ensuite, si la fonction w — 1/Q(w) a de bonnes propriétés, cette équation permet d’exprimer f en
fonction de g, et finalement f en fonction de g. Notons que f s’exprimant comme produit simple dans
le domaine de Fourier, f s’exprimera comme produit de convolution de g avec une certaine fonction
(appelée réponse impulsionnelle, ou fonction de Green de L), transformée de Fourier inverse de 1/(). On
obtient ainsi des solutions de la forme

/ h(y y)dy,

ou h est une transformée de Fourier inverse de 1/(). Il est & noter que la détermination de la fonction
de Green h doit exploiter les conditions aux bords ou aux limites associées a 1’équation différentielle
considérée. Nous verrons cela plus en détails dans le chapitre consacré aux distributions et aux fonc-
tions de Green.

6.4.2 Transformation de Laplace

De méme, dans le cas d’une fonction définie sur R™ (comme on en rencontre dans les problemes de
valeur initiale), elles aussi de classe C? sur R", on a recours a la transformée de Laplace

F(p)=[Lf](p / f(t)e Ptdt R(p) > s¢ (6.44)

qui vérifie
L™ (p) = p"E(p) = p" 1 £(0) = p" 2f'(0) = - = fD(0).

A linstar de la transformation de Fourier, la transformation de Laplace a la propriété marquante de
transformer une équation différentielle a coefficients constants en équation algébrique.

EXEMPLE 6.7 Prenons l’exemple de I’équation de Poisson
Au=f, (6.45)

ol f est un second membre fixé, et A = d?/dx? est le Laplacien unidimensionnel. Pour obtenir une
solution unique, on sait qu'il est nécessaire de faire des hypotheses supplémentaires, et d’adjoindre
a cette équation deux conditions additionnelles. On suppose donc que u,u’ et f satisfont la condi-
tion (il est possible de démontrer dans un cadre plus général 'existence de solutions satisfaisant
a de telles conditions), et que f et f’ sont continues. Supposons aussi par exemple que

u(0) =uy, u'(0)=0p,

ol ug et vg sont deux nombres fixés. On note U la transformée de Laplace de u, et F la transformée
de Laplace de f. Les hypotheses faites assurent 1'existence (et 1’analyticité) de F dans un domaine
{p € C,R(p) > su}, avecs, < co. on se ramene alors a

p*U(p) — puo —vo = F(p),
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soit encore, pour p # 0,
F(p) +vo = up
Ulp) = —5—+—,

(p) 2t
dans un domaine de valeurs de p bien choisi : la fonction U ainsi obtenue est analytique dans le
domaine {p € C,R(p) > max(ss,0)}. Cette équation permet d’obtenir une solution u a partir de f,
par transformation de Laplace inverse (que nous avons déja vue).
On peut toutefois utiliser ce que 'on sait déja, c’est a dire les propriétés de linéarité de la transfor-
mation de Laplace, sa relation avec le produit de convolution ainsi que les quelques transformées de
Laplace déja vues.
Ainsi, on sait que I’original de Laplace de la fonction p — 1/p est la fonction de Heaviside O, et que
l'original de Laplace de p — 1/p? est la fonction t — t@(t). Par ailleurs, l'original de Laplace de la
fonction p — F(p)/p? est le produit de convolution de f par la fonction t — t@(t). On en déduit
donc

u(t) = 0(t) <u0+vot—|—/0tsf(t—s)ds> .
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CHAPITRE

d Equations aux dérivées
partielles

Les équations aux dérivées partielles (qu’on notera EDP) jouent un réle fondamental en physique.
En particulier les EDP du second ordre permettent de décrire un certain nombre de phénomenes
physiques de base, tels que les phénomenes de diffusion, ou de propagation.

L’objectif de ce chapitre est de décrire les principales classes d’EDP du second ordre, et de donner les
principales approches pour leur résolution. On verra en particulier que les transformations (notam-
ment la transformation de Fourier) jouent un réle important pour les problémes “sans bord” (c’est a
dire en espace infini), alors que les méthodes de type “Sturm-Liouville” que nous avons décrites dans
le chapitre[f|sont particulierement appropriées pour ce que I'on appelle les problemes “aux bords”.

7.1 EDP du second ordre, classification

La majorité des équations différentielles qui apparaissent en physique font intervenir des dérivées
partielles par rapport aux variables spatiales et temporelle, et sont donc des équations aux dérivées
partielles. On se limitera ici aux équations aux dérivées partielles du second ordre, c’est a dire aux
équations de la forme

2

J P
;akgax]{axgqﬂ(i) + ;,BkaTck(l)(l) +7y9(x) =0,

ou les ayy, Bi et 7y sont des fonctions fixées.
Dans le cas d’équations dépendant de deux variables, on distingue les trois cas suivants :

1. Equations hyperboliques : I'exemple classique est I'équation des ondes

) 102
Pttty

<

(x,t) = f(x,t).

N

2. Equations paraboliques : I'exemple classique est ’équation de la chaleur

02 d
Srxt) —aSh (o) = fx 1)
3. Equations elliptiques : 'exemple classique est I'équation de Laplace

az @ az

a2 (o) + 55 (o) = fxy).
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Les solutions de ces différentes équations aux dérivées partielles ont des comportements radicale-
ment différents, qui correspondent a des situations physiques tres différentes elles aussi.

La classification est basée sur une analogie avec les coniques, et les considérations suivantes.
Considérons une EDP du second ordre, faisant intervenir deux variables t et x :

Pf(ot)  pPf(xt)  Pfot)  of(xt)  Lof(xt) _
A pYe) +B o +C 922 +D o +E - g(x,t). (7.1)
Par analogie avec les coniques, d’équation

ax® +bxt +ct? +dt+ex =g,

cette équation est dite

— Parabolique si B2 — 4AC = 0.
— Hyperbolique si B> — 4AC > 0.
— Elliptiques si B2 — 4AC < 0.

REMARQUE 7.1 En général, les parametres A, B,C, D et E peuvent étre des fonctions de x et t, de
sorte que le signe du discriminant B2 — 4AC peut varier d'un point (x, t) a 'autre, et par la I'équation
changer de régime.

7.2 Problemes elliptiques : le Laplacien

Avant d’aborder les problemes elliptiques, il est utile de s’attarder un peu sur le Laplacien.

7.2.1 Le Laplacien

L'opérateur Laplacien joue un role majeur en Physique. En effet, il intervient par exemple dans le
calcul des variations de fonctionnelles faisant intervenir la norme carrée du gradient d’une fonction,
ce qui est une situation courante.

Le Laplacien peut prendre différentes formes, suivant le systéeme de coordonnées utilisé. Par exemple,
dans le cas bidimensionnel, il s’écrit soit en coordonnées Cartésiennes, soit en coordonnées polaires

(voir la Figure :

2 X 2 X
sy = P SRy 72

0%¢(r,0) N 1 9g(r,0) N 1 9%g(r,0)
or2 r or r2 902

Dans le cas tridimensionnel, on peut ’exprimer en coordonnées Cartésiennes, cylindriques ou sphériques

(voir la Figure :

Ag(r,0) = (7.3)

Pf(x,y,2)  Pf(xyz)  f(xy2)

Af(x,y,z) = I (7.4)
0%¢(r,0,z) 10g(r,0,z) 109%¢(r,0,z) 9%*¢(x,y,2)
Ag(r,0,z) = 5,2 + PR + 27 02 + 022 (7.5)
0%h(r,0,¢)  20h(r,0,¢) 1 9%h(r,0,¢)
Ah(r,6,¢) = 2 Ty o e p 007 70
1 0h(r,0, ) 1 9h(r,0,¢)
r2 d¢? r’tang  d¢

Il est important de bien comprendre la signification physique du Laplacien, nous allons I'illustrer
dans le cas bidimensionnel. L'information fondamentale est que le Laplacien d"une fonction de deux
variables F mesure la concavité de F au point considéré. Ainsi :
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FIG. 7.1: Systémes de coordonnées polaires dans le plan.

.,.__
o

FIG. 7.2: Systemes de coordonnées cylindriques et sphériques dans I’espace 3D.

— Si AF(x0,y0) > 0, la fonction F est concave au point (xo, yo). Donc F(xo, o) est automatiquement
inférieur a une moyenne de F sur un voisinage de (xo, o), par exemple un petit cercle centré sur le
point (xo, yo)-

— Si AF(xo0,10) < 0, la fonction F est convexe au point (xo, o). Donc F(xg, o) est automatiquement
supérieur a une moyenne de F sur un voisinage de (xo, o), par exemple un petit cercle centré sur
le point (xo, yo).

— Si AF(x0,0) = 0, la fonction F est “plate” au point (xg,yo). Donc F(xo,yo) est automatiquement
égal a une moyenne de F sur un voisinage de (xo, o), par exemple un petit cercle centré sur le point
(x0, Yo)-

De 14, nous pouvons donner une interprétation simple a un certain nombre d’équations classiques de

la physique.

1. L’équation de Laplace Au = 0 traduit le fait que la solution u est toujours égale a sa moyenne
prise sur un voisinage. Par exemple, la hauteur d'une membrane attachée par son bord satisfait
I’équation de Laplace. Ceci traduit le fait que la hauteur de la membrane en un point est toujours
égale a la moyenne des hauteurs sur un petit cercle centré en ce point.

2. L'équation de la chaleur u} = a?Au décrit (entre autres) 1’évolution d’un champ de température
(ou de concentration), et peut s'interpréter comme le fait que la variation de température u}(x, y)
au point de coordonnées (x,y) est proportionnelle Au(x,y), c’est a dire a la concavité de la
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membrane au point de coordonnées (x, ). Ainsi, si u(x,y) est inférieur a la moyenne de u dans
un voisinage de (x,y), alors la température en ce point va augmenter. Inversement, si u(x, y)
est supérieur a la moyenne de 1 dans un voisinage de (x, y), alors la température en ce point va
diminuer.

3. L'équation des ondes u}; = a?Au décrit (entre autres) le déplacement vertical de la membrane
d’un tambour, et peut s’interpréter comme le fait que 1’accéleration (ou la force) uj;(x,y) au
point de coordonnées (x,y) est proportionnelle Au(x,y), c’est a dire a la concavité de la mem-
brane au point de coordonnées (x,y). Ainsi, si u(x, y) est inférieur a la moyenne de u dans un
voisinage de (x,y), alors I'accélération (et la force) est positive.

7.2.2 Conditions aux bords

On s’intéresse ici a ce que 1'on appelle des problemes aux bords, c’est a dire des équations aux
dérivées partielles faisant intervenir des dérivées spatiales, définies dans un domaine borné, et dans
lesquels des conditions aux bords sont spécifiées. Ce type de probleme peut se rencontrer dans de
nombreuses circonstances, par exemple apres avoir éliminé une variable temporelle d’'un probleme
parabolique ou hyperbolique par séparation des variables.

Conditions de Dirichlet

Les conditions aux bords de Dirichlet spécifient les valeurs de la solution sur le bord du domaine.
L’exemple le plus simple, en deux dimensions, est fourni par I’équation de Laplace

Au(x,y) =0, (7.7)
dans un disque () de rayon R fixé, avec une condition aux bords

u(ey) =gxy),  V(ny) €99, (7.8)

g étant une fonction fixée sur d(). On parle alors de probleme de Dirichlet intérieur , par opposition
au probléme de Dirichlet extérieur , dans lequel on résout (7.7) dans I'espace extérieur a () (son
complémentaire dans le plan), toujours avec la condition aux bords (7.8).

Conditions de Neumann

Ici, contrairement au cas des conditions aux bords de Dirichlet, on fixe la valeur de la dérivée normale
de la solution a la frontiére du domaine considéré. La dérivée normale correspond généralement a
une quantité physique appelée le flux : ce qui entre (ou qui sort) du domaine considéré.

Etant donné le vecteur n(x, y), normal au bord 0Q) du domaine () au point (x,y) € 0Q) on note

Ju(x,
W) — n(x,y) - Vulx,y)
la dérivée normale de u au point (x,y) de o).

Les conditions de Neumann prennent la forme

WY _ oxy),  ixy) €an, 79)

g étant une fonction fixée sur d(). On parle alors de probléme de Neumann intérieur, et de probléme
de Neumann extérieur pour le cas complémentaire.
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Conditions mixtes

On verra également apparaitre des conditions au bord “mixtes”, faisant intervenir a la fois la valeur
de la solution sur le bord et sa dérivée normale. Ce cas de figure se présentera notamment dans le cas
de I’équation de la chaleur ci dessous.

aug;,y) +hu(xy) =g(xy),  V(xy)€oq, (7.10)

7.2.3 Le probleme de Dirichlet intérieur en dimension 2 pour I’équation de Laplace

On s’intéresse au probleme de Dirichlet intérieur pour I'équation de Laplace dans un disque de rayon
unité. En coordonnées polaires, le probleme est le suivant :

*u(r,0) 10u(r,0) 1 %u(r,6)
a2 Tr o 2 e 0 1=l #.11)

u(1,0) = g(6), (7.12)

g étant une fonction fixée.
On utilise la méthode de séparation des variables, et on recherche des solutions sous la forme

u(r,0) = R(r)©(0), (7.13)

ot R et ® sont des fonctions supposées de classe C>.
En reportant cette forme particuliere dans I'équation de Laplace, et en divisant membre a membre
par RO, on obtient

R’(r) 1R'(r) 10"(0)

R() TrR() 2 00)

=0,

qui s’écrit aussi
SR() R ©'0)
R(r) = R(r) o(6)
Le premier membre étant indépendant de 6, et le second étant indépendant de r, ils sont tous deux
égaux a une constante, appelée constante de séparation, que ’on pose égale a A%, avec A € C. Ceci nous

conduit au systéme de deux équations découplées

r*R"(r)+rR'(r) = A*R(r) = 0 (7.14)
Q"(9) +A%0(0) = 0. (7.15)

L’équation angulaire se résout facilement, et donne des solutions de la forme
O(h) = Ae"? + Be MY, (7.16)

et les contraintes de régularité sur © impliquent que A doit étre un entier, que I’'on peut choisir positif
sans perte de généralité.
A=nezZ".

Passons maintenant a I'équation radiale. Il faut distinguer deux cas, selon que n = 0 ou n # 0.
Sin =0, on al'équation
rR"(r)+R(r)=0,

qui équivaut a I’équation de Sturm-Liouville simple (*R’(r))" = 0, d’ou rR’(r) = B et donc

Ro(r) = BIn(r) + ap . (7.17)
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7 Equations aux dérivées partielles

Sil’on veut que la solution soit bornée en r = 0, on doit nécessairement avoir § = 0, d’ou
Ro(r) = ag .
Sin # 0:1'équation prend la forme
r?R"(r) +rR'(r) = n*R(r) =0,

qui est une équation a coefficients non constants, qui peut étre résolue par la méthode de Frobenius.

Ily a en fait plus simple, en observant que 1’on peut rechercher des solutions sous la forme R(r) = r*;

en reportant cette forme particuliere, on obtient

AA=1)+A—n*>=0,
d’ot1 la solution A = £n. On vérifie facilement que

Ru(r) = anr™ + Bur™", (7.18)
et de nouveau la contrainte d’avoir une solution bornée implique 8, = 0, d’ot1 la solution

Ry(r) = apr™ .
Les solutions a variables séparées conduisent a une solution de la forme
o
u(r,0) =ag+ y_r" (aneme + bne’iw)
n=1

pour certaines constantes a,, b, € C, a déterminer.
Il est maintenant temps d’imposer les conditions aux bords :

u(1,0) =) _ (aneing + bne’ine) =g(0), V0.

n=0
En posant
a_,=Db,, VYneZ ,
on peut remarquer que les coefficients a, ne sont autres que les coefficients de Fourier de la fonction

4
1

27 —inb
= E/o g(0)e™""7de .

Ceci conclut la solution du probleme. Dans le cas un peu plus général d"un disque de rayon fixé R,
on montre de méme

an

THEOREME 7.1 Soit D un disque de rayon R, centré sur l'origine, et soit g une fonction
périodique continue sur [0,27t]. La solution du probleme de Dirichlet intérieur dans D

Au(r,0) = 0 dansD (7.19)
u(R,0) = g(0), surdD (7.20)
est donnée par
0 r\"n . .
u(r,0) =ap+ = 4,6 + pe "0 (7.21)
L (&) )

ot les coefficients sont donnés par

1 27T im0
n = 5 /0 g(0)e™™"do, by,=a_,. (7.22)
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7.2 Problémes elliptiques : le Laplacien

EXEMPLE 7.1 Considérons le cas
Alors on voit facilement que

et que la solution est donc donnée par

u(x,y)=1, V(x,y)eD
EXEMPLE 7.2 Considérons le cas
() =cos(kf), keZ.

On voit facilement que

ap = E (5n,k + 5n,fk) ’

et la solution est donc de la forme

u(x,y) =r*cos(d), avecr=y/x2+4y2, 6 = arctan(y/x) .

On voit apparaitre dans ce cas particulier une caractéristique générale des solutions : plus la condition
au bord varie rapidement, plus la solution décroit vite quand r — 0. Ceci apparaitra clairement dans
les représentations graphiques de I’exemple suivant.

EXEMPLE 7.3 On a représenté ici la solution (obtenue numériquement) correspondant a la condition

au bord
g(0) = cos(k6)?,

pour différentes valeurs de k. Les solutions pour les cas k = 1, k = 3 et k = 5 se trouvent sur les
figures de gauche et droite. On y voit en particulier que la solution « suit » bien la condition au bord,
et que la remarque de 'exemple précédent est toujours valide : plus k est grand, plus la solution tend
vers zéro rapidement quand r — 0.

Une autre forme de cette solution est donnée par la formule intégrale de Poisson

COROLLAIRE 7.1 La solution du probléme de Dirichlet intérieur sur le cercle peut s’écrire

1 27 RZ _ 7,2 .
21 Jo R2+7r2—2rRcos(f — a) g()da

u(r,6) = (7.23)

Preuve : 11 suffit de reporter les coefficients de Fourier a l'intérieur de la solution trouvée :

u(r,) = 2171 [/ dw+2( ) </ dzx+/ duc)]

- 2171/ 1+i< ) ( ea)+e—m(9_a)>

n=1

_ i /27'( 14 1 i 1 5 (D‘) m
- 21l 1—rel®=) /R~ 1 —re-i0-0) /R g ’

d’ot1 on déduit le résultat par simplification. [ )

g(a)da
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7 Equations aux dérivées partielles

FIG. 7.3: Solution de 1'équation de Laplace dans un disque avec condition au bord de Dirichlet pour
des conditions au bord oscillantes.

Cette expression est assez remarquable, car elle exprime la solution directement en fonction de la
condition au bord, sous la forme d’un produit de convolution

u(r,0) = (Prxg)(6) ,
ot la fonction P,, appelée noyau de Poisson et donnée par

_ 1 R? — 12
- 2w R2+ 12 —2rRcos(6)

P,(0)

joue donc un role fondamental. Notons que ce noyau est singulier en r = R, 6 = 0 (mais la singularité
est intégrable), ce qui montre que pour r ~ R, la contribution principale a 'intégrale est donnée
par 6 ~ a. Le noyau de Poisson est représenté dans la figure [7.4 (ot la singularité a été « gommée »,
pour que la figure soit interprétable) ; on y voit clairement le comportement mentionné ci-dessus.

7.2.4 Probleme extérieur, probleme dans une couronne

Le probleme extérieur

9%u(r,0) N 10u(r,6) 1 du(r,)

N 7 > .
or2 r or 2 902 0, r=R (7.24)
u(R,0) = g(9), (7.25)

g étant une fonction fixée. peut étre résolu de fagon tout a fait similaire. Les solutions générales an-
gulaire (7.16) et radiale (7.17) et (7.18) sont toujours valides. L'exigence d"une solution bornée impose
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7.3 Problémes paraboliques : phénoménes de diffusion

FIG. 7.4: Le noyau de Poisson

encore la nullité du coefficient du terme logarithmique dans (7.17), mais impose cette fois la nullité
des coefficients des termes en r”* dans (7.17), ce qui conduit a des solutions de la forme

u(r,0) =ap+ ni:l (%) - (anei”‘) + bne’i”f)) (7.26)

ot les coefficients sont toujours donnés par (7.22).

Le cas du probleme de Dirichlet dans une couronne R; < r < Ry, donné par

%u(r,0) N 1ou(r,6) 1 %u(r,0)

il -7 = <r< .
or? roor r2 062 0, RisrsR (7.27)
u(R1,0) = gi(6), (7.28)
M(R2,6) = gz(@) ’ (7.29)

ol g1 et g» sont deux fonctions fixées est un peu plus complexe, mais se résout par des techniques
tout a fait similaires. La solution est de la forme

u(r,0) = ao + by In(r) + ; [r_” <anei”9 + bne_ing) +r" (cneine + dne_ineﬂ ,

et les constantes sont cette fois encore déterminées a partir des deux conditions aux bords, en calculant
leurs coefficients de Fourier.

7.3 Problemes paraboliques : phénomenes de diffusion

7.3.1 Exemples

L’exemple le plus classique est celui de I’équation de la chaleur (ou équation de Fourier)

ou 2

= =a"Au 7.30
o (7.30)
ol a € R est un parametre, et A représente le Laplacien en espace. L'équation de la chaleur est utilisée
dans de nombreux contextes, par exemple pour décrire 1’évolution d'un champ de temprérature dans
un espace donné, avec une condition initiale donnée. Elle est également utilisée dans de nombreux
autres contextes, qui exhibent des comportements de type diffusif.
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7 Equations aux dérivées partielles

Comme on l'a vu, le Laplacien mesure la convexité d'une fonction. Si Au(x,t) > 0, alors u(x, t) est
inférieure & sa moyenne sur un petit voisinage de x; alors uj(x,t) > 0, ce qui va faire augmenter

la valeur de u(x,t). Inversement, si Au(x,t) < 0, alors la valeur de u(x,t) va diminuer. Ce type
d’équation a donc tendance a moyenner, ou “lisser” la solution au cours du temps.

Comme autre exemple d’équation parabolique, on peut notamment mentionner 1’équation de convection-
diffusion, que I'on obtient en ajoutant un terme de convection a I’équation de la chaleur

ou 2
— =a"Au—-V-V
5 = & Au u,

V étant un vecteur (vitesse) fixé.

Les EDP de cette classe peuvent étre considérées dans 1’espace tout entier, ou dans un domaine borné
de 'espace, ce qui donne lieu soit a des conditions au bord, soit des conditions aux limites (dans ce cas
on impose en général que la solution tende vers zéro a I'infini). La variable temporelle est en général
prise dans R, et on complete le probléme par des conditions initiales.

7.3.2 Le cas de domaines infinis : transformations

Les équations du type “équation de la chaleur” en domaine infini ou semi-infini sont souvent traitées

en utilisant des transformations intégrales, comme la transformation de Fourier dans le cas de do-
maine infini, ou la transformation de Laplace dans le cas semi-infini. L'idée essentielle est que ces
transformations transforment la dérivation en multiplication, et donc une EDP en une famille d’équations
différentielles ordinaires, plus faciles a traiter.

Comme on a vu quelques exemples auparavant, on ne discutera pas ce cas davantage ici.

7.3.3 Domaines bornés : conditions aux bords

Les conditions aux bords les plus faciles a exploiter sont comme souvent les conditions de Dirichlet
u(x,t) =g(t), VxeoQ, (7.31)

g étant un fonction fixée. Lorsque ¢ = 0, on parle de condition au bord homogene.
Il arrive toutefois que les conditions aux bords portent sur le flux, c’est a dire la dérivée normale de
la solution sur le bord. On parle alors de condition de Neumann

Z(m) =g(t), VxeoQ, (7.32)

homogene si g = 0.

Les conditions au bord mixtes, ou conditions de Robin apparaissent assez couramment, notamment
dans les problémes de conduction de la chaleur, pour lesquels la dérivée normale est proportionnelle
a la différence entre la valeur de la solution a l'intérieur du domaine et sa valeur a 1'extérieur.

ou

%(g, t) —Au(x, t) =g(t), Vxe€aQ. (7.33)

La encore, la condition au bord est homogene si ¢ = 0.

7.3.4 Equation de la chaleur 1D sur un domaine borné

Le champ de température d"une barre conductrice de longueur L fixée, isolée latéralement, est décrit
par 1’équation de la chaleur (ou équation de Fourier)

ou(x,t) 2 %u(x, t)

5 52 aeR (7.34)
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7.3 Problémes paraboliques : phénoménes de diffusion

a laquelle on ajoute une condition initiale

u(x,0) = ¢(x), (7.35)

¢ étant une fonction fixée, et des conditions aux bords, par exemple de type Dirichlet, Neumann ou
Robin.
On recherche en général des solutions par la méthode de séparation des variables, c’est a dire sous la
forme

u(x,t) = X(x)T(t) .

Sous cette forme, on se raméne alors a une équation de la forme
X(x)T'(t) = a®X" (x)T(t),

ou encore
T() _ o X(x)
T(t) — X(x)
A étant une constante de séparation, a priori complexe.
L’équation temporelle conduit directement a

= —\a? ,

T(t) = Ce™ ™,
ce qui force R(A) > 0 si on se limite & des solutions bornées. Pour ce qui est de ’équation spatiale
X"(x)+AX(x) =0,
elle conduit a des solutions de la forme
X(x) = AN 4 BN (7.36)

Pour aller plus loin, il faut imposer les conditions aux bords. On se limitera ici aux deux types de
conditions aux bords les plus courantes, c’est a dire les conditions de Dirichlet et les conditions mixtes
de Robin.

Conditions de Dirichlet homogénes
On impose les deux conditions
X(0,t) = X(L,t) =0.

Ceci correspond a une situation physique décrite dans la figure : une barre conductrice de la
chaleur, dont les deux extrémités sont maintenues a température nulle par un thermostat, et isolée
latéralement.

u[ﬂ,r}:ﬂU ) wil,t) = 0
x=10 x=4L

FIG. 7.5: Barre conductrice, isolée latéralement, dont les deux extrémités sont a température nulle.

Cette condition au bord conduit a
A+B=0, ANl yBe ™M l=0.
La premiere équation donne B = — A, et la seconde conduit a

Asin (A”ZL) —0.

143



7 Equations aux dérivées partielles

Si on évite la solution nulle, ceci implique que les seules solutions pour A sont de la forme
nr
A=te=Cp

On obtient donc des solutions a variables séparées de la forme

)2, (7.37)

un(X,t) = Ay exp {—(”ﬂ“/L)zt} sin (LZJC) ’

et plus généralement, 1’équation et les conditions aux bords étant homogenes, une solution générale

> nmwu 2 nix
x,t) = A, ex —(—) t sin(—) .
)= ), Anexp { L L
n=1
La derniére étape consiste a trouver les valeurs des constantes A,. On utilise pour cela la condition

initiale, qui prend donc la forme

TZ7TX>

¢(x) = u(x,0) = ilAn sin (T

Restent a trouver les constantes A,,. Pour cela, remarquons que

/OL ¢(x) sin <mT7Tx> dx = éz‘\n/ sin (nTnx> dx
X (e )

N\hﬁ

m

Par conséquent, les coefficients A, du développement de la solution s’expriment directement a partir
de la condition initiale, et on a

THEOREME 7.2 La solution de probleme de Dirichlet pour I'équation de la chaleur unidimen-
sionnelle sur l'intervalle [0, L] prend la forme

x,t) = i Ay exp {— <n—7za>2t} sin <n—7Zx> , (7.38)
n=1

oit les constantes A, sont données a partir de la condition initiale ¢ par

Ay =71 / sm x) dx . (7.39)

La maniere dont on a retrouvé les coefficients A, peut sembler un peu arbitraire. En fait, elle provient
du résultat suivant, qui suggere donc le calcul fait pour retrouver les A, :

LEMME 7.1 La famille de fonctions

1 sin (nnx
VL L
est une base orthonormée de I'espace L3([0, L]) des fonctions de carré intégrable sur [0, L] qui
s‘annulent en x = Oeten x = L.

en:x € [0,L] — en(x) = ) n=1,...00 (7.40)
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7.3 Problémes paraboliques : phénoménes de diffusion

REMARQUE 7.2 Il est utile de revenir en arriére et retracer I'origine de cette base de fonctions. Nous
les avons obtenues comme solutions du probleme de type Sturm Liouville

X"(x)+AX(x) =0,

en imposant des conditions au bord particulieres. Or nous avons vu au chapitre [p| que ces problemes
de Sturm-Liouville fournissent des bases orthonormées d’espaces de Hilbert adaptés aux conditions
aux bords choisies. Le lemme ci-dessus se place donc précisément dans ce cadre.

Il est important de donner une interprétation physique a la solution obtenue en (7.38). Le cas t = 0
redonne la condition initiale, sous forme d’une série de Fourier particuliere (ici une série de sinus).
On peut remarquer que 1’évolution temporelle de la solution se caractérise par une atténuation de ces
coefficients de Fourier, atténuation d’autant plus forte que 'indice fréquentiel (le n du coefficient A,,.
Ainsi, les composantes sinusoidales les plus rapides sont les plus rapidement atténuées. La solution
va donc devenir de plus en plus « lisse » au cours du temps.

On peut en voir un exemple dans les représentations graphiques de la figure ol on a représenté
les solutions a différents temps, pour une condition initiale aléatoire.

Conditions de Robin homogénes

On considere maintenant le cas des conditions aux bords mixtes. Ce choix se justifie par des considérations
physiques. En effet, la loi de Newton précise que le flux de température a l'interface entre deux mi-
lieux est proportionnel a la différence de température entre ces deux milieux. De plus, la loi de Fourier
spécifie que ce flux est également proportionnel a la valeur du gradient de température a I'interface.
On considere ici la situation décrite dans la figure d’une barre conductrice isolée latéralement,
dont le c6té gauche est maintenu a température nulle, et le droit est en contact avec un milieu se
trouvant lui aussi a température nulle.
Le calcul de la solution générale est le méme que plus haut, jusqu’a 1’équation (7.36). On doit mainte-
nant utiliser la condition au bord, que 1’on doit cette fois choisir de type Dirichlet a gauche, et mixte
a droite

u(0,) =0, u\ (L, t)+hu(L,t)=0

La premiere condition implique comme précédemment B = — A, d’ott des solutions de la forme
X(x) = Asin(A2x) .

Comme précédemment, les valeurs possibles de A sont déterminées par la seconde condition au bord,
a savoir

A2 cos(AY2L) + hsin(AY2L) =0,
d’ot1 les valeurs possibles de A1/2 sont les solutions de ’équation
A1/2

h 7

équation qui doit étre résolue numériquement. On peut toutefois voir que les solutions A!/2 sont les
points d’intersection de la droite t — —t/h (en rouge... pour ceux qui ont la couleur!) avec la courbe
t — tg(tL) (enbleu) dans la figure[7.8] Les valeurs admissibles de A forment donc un ensemble discret
{Ap,n€eZ"}.
La solution générale du probleme considéré est donc de la forme

tg(A/2L) = — (7.41)

[e0]
u(x,t) =Y ape et sin(AL/2x), (7.42)
n=1

(le cas Ag = 0 ne contribue pas), les coefficients a, restant a déterminer via la condition initiale. On va
pour cela utiliser le lemme suivant
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05

05
0 1 1 1 I
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0
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FIG. 7.6: Solutions de 1’équation de la chaleur avec une condition initiale aléatoire, et des conditions
aux bords de Dirichlet homogeénes, pout t = 0 (condition initiale), t = 0,1,¢ = 0,5, t = 1,
t=>5ett =050
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uffr) =0 U ) 0
*=0 =)

FIG. 7.7: Barre conductrice, isolée latéralement, dont I'extrémité gauche est maintenue a température
nulle, et la droite se trouve en contact avec un milieu a température nulle
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FIG. 7.8: Valeurs propres pour I'équation de la chaleur avec condition au bord mixte : les valeurs de
A1/2 sont les intersections des deux courbes.

LEMME 7.2 La famille de fonctions

faix €[0,L] = fu(x) = \/ZL '2(2\/)TL) sin(yv/Aux), n=1,...00 (7.43)
— sin 1

est une base orthonormeée de I'espace

H = {f € C([0,L]), £(0) = Ot /(L) + hf(L) = 0} .
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Preuve : pour simplifier, posons y, = \/A,, et calculons

L L L
/ sin(p,x) sin(ppyx)dx = [—1 sin(pnx) cos(]/tmx)] + ]Zn / cos(pnx) cos(pmx) dx
0 0 m J0

Wm
= _Vl sin(p,L) cos(pmL) + ;l"{ [sm(ymx)

in [F . .
+— [ sin(pnx) sin(pm,x) dx
0

WUm

COS(an)]

m

= —1{ sin(p,L) cos(pumL) — [—hsin(u,L)][— COS(VmL)/h]}

Hm

2 L
+ (,un> / sin(p,x) sin(py,x) dx
WUm 0

2 L
= <‘Z”> / sin(pnx) sin(pmx) dx ,
m 0

d’ot il s’ensuit que l'intégrale est nulle pour y, # p,. Pour ce qui est de I'orthogonalité, il suffit de

remarquer que
L .
/ sin(jux) dx = = S0C2Hal)
0 2 4

ce qui conclut la preuve. [ )

7.3.5 Problemes inhomogeénes : utilisation des bases “Sturm-Liouville”

Dans le cas o1 I'équation considérée est inhomogene, il est encore possible d’utiliser des techniques
telles que celle que nous venons de voir. Par exemple, prenons le cas de 'équation de la chaleur
inhomogeéne

9 e
a—?(x,t) - ocza—;;(x,t) +f(xt), (7.44)

f étant une fonction fixée, jouant le rdle de “source de chaleur”, avec condition au bord de Dirichlet.
On peut alors utiliser la base de Sturm-Liouville

x — Xu(x) = Cpysin (ppx) ,

avec y, = rtn/L et C, = 1/+/L, pour décomposer le terme source

Flah) = ilaamn(x),

Fa(t) = /O " e ) X (x) dx

et de la développer un calcul similaire au précédent.
En effet, on sait que la solution se décompose sous la forme

u(x,t) = io:lTn(t)Xn(x) ,

ot les fonctions Tj,(t) sont a déterminer. L'équation (7.44) se met sous la forme

[ee]

ilT,;(t)Xn(x) =a® Y (ATu()Xn(x) + Fu(8) Xu(x)) ,

n=1
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d’ot1 on déduit la famille (infinie) d’équations différentielles inhomogenes
T, (t) — a®A2T,(t) = F,(t) .

En résolvant ces dernieres, on obtient les fonctions T}, qui fournissent la solution du probleme inho-
mogene.

7.4 Problemes hyperboliques : phénomenes de propagation

Terminons ce chapitre par une rapide discussion des problemes hyperboliques, qui décrivent les
phénomenes de propagation d’ondes par exemple.

7.4.1 Exemples : corde et poutre

L’exemple le plus simple et classique est celui de I’équation aux dérivées partielles décrivant les vi-
brations transversales d'une corde de violon (ou piano); si on note u(x, t) la position du point x de la

corde a l'instant f, on a
u(x,t u(x,t
# = cz# : (7.45)
ot ox
Comme on I’a vu plus haut, cette équation signifie qu’a tout instant ¢ s’exerce au point x une force de
rappel proportionnelle a la concavité Au(x, t) de u en x.

Bien qu’il ne s’agisse pas d"une équation du second ordre, I’équation régissant les vibrations d"une
poutre, appelée équation de Cantilever

0%u(x,t) _ 2 o*u(x, t)
ar? dxt

conduit a des solutions possédant des propriétés qualitatives similaires.

(7.46)

7.4.2 Probléemes sans bord : la solution de d’Alembert
Le cas unidimensionnel

Commencons par le cas unidimensionnel en espace. L’équation des ondes (7.45) possede des solutions
simples. Il s’avere avantageux dans ce cas d’introduire les variables { = x —ct et { = x +ct. On a

alors
ox of ol ot  of aC

« 02 2 0? ? L, [ 9 02
5= o tag P on =< (oe ap 2ataz)

de sorte que (7.45) est équivalente a I’équation
*u
g0

En intégrant une premiere fois par rapport a ¢, on obtient

v
o =a(l),

0.

une fonction ne dépendant que de ¢. En intégrant cette fois par rapport a {, on obtient finalement

(&) = f(&) +8(0),
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7 Equations aux dérivées partielles

d’ot1 1a solution de d’Alembert
u(x,t) = f(x—ct) +g(x+ct). (7.47)

On obtient ainsi deux ondes f et g, se propageant respectivement dans la direction des x positifs
(onde progressive) et négatifs (onde régressive). Les fonctions f et ¢ sont déterminées a partir des

conditions initiales 3
u
u(x,O) = 47(x) ’ g(xl 0) = l/)(x) 7

qui conduit au systéme

fx)+g(x) = o(x)
—(f'(x) =8'(x)) = ¥

qui peut ensuite étre résolu directement. On obtient

F@ = (90— 1o
$@ = 5 (90+ o)

d’ou

et finalement

—_

1 x—+ct
u(xb) = 5 (plx —ct) +9(x+ ) + 5/ (s) ds . (7.48)

—ct

Le cas tridimensionnel

Le cas tridimensionnel est plus complexe, mais conduit a une solution de nature similaire. On considére
l'équation des ondes dans I'espace R®

2

Au(z, t) = 1 0u

SoR . (7.49)

Considérons le probléeme défini par I’équation des ondes (7.49) dans l’espace R3, complété par les
conditions initiales

u(x,0) = ¢(x) (7.50)
up(x,0) = ¥(x) (7.51)

pour un couple de fonctions ¢, i donné. Il est facile de voir que la solution peut s’exprimer comme la
somme d’une solution avec conditions aux bords (0, ¢) et d’une solution avec conditions aux bords
(9,0).

Le probleme peut se résoudre et utilisant une transformation de Fourier tridimensionnelle, et conduit
au résultat suivant. On se place dans un systeme de coordonnées sphériques (7,6, ¢), ¢ € [0, 7] étant
I'angle azimutal et 6 € [0, 27| ’angle fait par la projection du vecteur dans le plan (xOy) avec 1’axe

Ox (voir Figure[7.2).
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7.4 Problémes hyperboliques : phénoménes de propagation

THEOREME 7.3 La solution du probleme défini par I'équation des ondes dans ['espace,
complété par les conditions initiales (7.50) et est donné par les ondes sphériques

u(xt) = FE(x ) + o [19(x, )], (752)

ou ® et Y sont les moyennes des conditions initiales ¢ et P, prises sur une sphere de centre
x = (x,y,z) et de rayon ct :

T 27
Y(x,t) = 471;1?21‘2/ / ¥(x + ctsin ¢ cos,y + ctsin ¢ sin b,z + ct cos @) c*t* sin pdpdh
0 Jo

1 T 27
d(x,t) = m/o /04>(x—|—ctsingocos@,y+ctsingosin9,z—|—ctcosgo) c?t? sin pd pd

Ce résultat est comme annoncé la somme de la solution du probleme avec ¢ = 0 et de la solution avec
¢ = 0. La premiere est assez simple a interpréter : on voit que la solution en (x, y,z) a l'instant ¢ est la
moyenne de la fonction ¢ dans une sphére de rayon ct centrée en (x, v, z).

7.4.3 Corde vibrante : condition aux bords et résolution
On se place dans le cas unidimensionnel, et on s’intéresse a I’équation

82 2

—u(x,t) =c?

T x,t), teR", xe|0,L]. (7.53)

Freid

La solution de cette équation peut étre utilisée pour décrire un grand nombre de situations physiques
différentes, comme par exemple

— des ondes acoustiques (transverses),

— des vibrations dans les solides (longitudinales, transverses ou ondes de torsion),

— des ondes de probabilité en mécanique quantique,

— les vibrations (transverses) d"une corde

C’est ce dernier exemple qu’on prendra comme illustration.

Conditions au bord

On considere généralement trois types de conditions au bord.

1. Une condition de type Dirichlet, qu’on appelle dans ce cas condition de bords controlés
u(0,8) =g1(t), u(L,t) = g(t) -
2. Une condition de type Neumann, qui revient a exercer sur les bords des forces fixées
we(0,8) = gu(t), u(L, 1) = go(t) -
3. Une condition mixte, qui revient a supposer un lien élastique sur les bords

u' (0,t) + hu(0,t) = g1(t), ut(L,t) +hau(L,t) = go(t) .
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7 Equations aux dérivées partielles

Résolution du probléeme de Dirichlet homogéne

La méthode de résolution suit fidelement celle employée pour I'équation de la chaleur. On recherche
des solutions sous forme de fonctions a variables séparées

u(x,t) = X(x)T(t),
ce qui conduit a deux équations pour les deux fonctions

T'(t) = *AT(t) (7.54)
X"(x) = AX(x) (7.55)

Suivant les valeurs de A, on sera confronté a divers types de solutions. Dans la mesure ot u(x,t)
représente la position d"un point d"une corde, il est naturel de se limiter a des valeurs réelles de A. On
a donc les trois situations

— Si A =0, les solutions sont de la forme

u(x,t) = (Ax+B)(Ct+ D).

La solution ne sera bornée que si A = C = 0, et ne satisfera les conditions au bord que si B = D = 0.
Reste donc la seule solution nulle u(x,t) = 0.
- SiA= ,82 > 0, les solutions sont de la forme

u(x,t) = (Aecﬁt + Be‘cﬁt> (Ceﬁx + De_5x> ,

et 14 encore, seule la solution nulle est admissible.
- SiA=— ,BZ > 0, les solutions sont de la forme

u(x,t) = (Aeicﬁt + Be_icﬁt) (Ceiﬁx + De_i5t> .

Seul le dernier cas de figure convient. En imposant les conditions aux bords, on voit facilement que
D = —C, de sorte que la solution prend la forme

up(x,t) = (Aeicﬁnt + Be_icﬁ”t> sin(Bnx) ,

avec _—
Bn = I
La solution générale est donc de la forme
u(x, t) =Y (Aneicﬁnt + Bne*icﬁnt> sin(Bnx) (7.56)
n=1

Pour conclure, il faut maintenant imposer les conditions initiales, que I'on prend de la forme

u(x,0) = ¢(x),  ui(x,0) =p(t) .

On aboutit alors au systéme

=
g

I
e

(A, + By) sin(Bnx)

n=1

P(x) = Z icBn (Ay — By) sin(Bnx)

n=1

3 |l
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7.4 Problémes hyperboliques : phénoménes de propagation

d’ott on déduit, grace au lemme le systéme

A, +B, = L/ x) sin(B,x) dx
An_Bn - ch/ Sll’l an ) X,

de sorte que nous avons donc montré le résultat suivant :

THEOREME 7.4 La solution u : (x,t) € [0,L] x R" — u(x,t) € R du probleme formé de
I'équation des ondes unidimensionnelle , complétée par les conditions aux bord de Dirichlet
u(0,t) = u(L,t) = 0 et des conditions initiales u(x,0) = ®(x) et dxx(0,t) = P(t) est donnée
par la série
_ - inmct/L —inrct/L . nirx
u(x,t) = nZ::l (Ane + Be > sin (—L ) ,

oit les coefficients A, et B, s’expriment en fonction des conditions initiales sous la forme

Ap = i/OL <(p(x) I 11,[)(x)> sin (H—TLIX) dx
B = 1) (900~ Ly sin () ax

Bien entendu, si d’autres types de conditions aux bords avaient été requises, nous aurions obtenu
un résultat similaire, la famille des fonctions sin(f,x) étant alors remplacée par la base de Sturm-
Liouville associée au probléme correspondant.

7.4.4 Cas bi-dimensionnel : la membrane d’un tambour

Passons pour finir a un exemple en dimension supérieure, qui nous donnera 1’occasion de revoir nos
vieilles amies les fonctions de Bessel.

On se propose ici d’étudier les vibrations d'une membrane de tambour, décrites par une équation des
ondes bidimensionnelle. On suppose que le bord de la membrane est un cercle de rayon 1, et on note
u(x,t) = u(r,6,t) la hauteur du point de coordonnées polaires x = (7,6) de la membrane a I'instant
t € RT. En écrivant le Laplacien en coordonnées polaires, I’évolution de u est décrite par I’équation
des ondes

?;;‘(r 0,1) = (gzz( 0,0) + 12”@ 0,1) + ggzél(r,e,to . (7.57)
Cette équation est complétée par la condition au bord
u(1,6,t) =0,
ainsi que les conditions initiales
u(r,0,0) = g1(r,0), ui(r,0,0) = g2(r,0) .
On recherche des solutions a variables séparées

u(r,0,t) =U(r,0)T(t),
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7 Equations aux dérivées partielles

ce qui conduit au systéme
AU(r,0) +A%U(r,0) = 0 (7.58)
T"(t) + *A*T(t) = 0 (7.59)
ol A est le Laplacien spatial, exprimé en coordonnées polaires.
L’équation temporelle est facile a résoudre, et conduit a des solutions de la forme
T(t) = Ae'M 4 Be'ret
Considérons maintenant I’équation d’Helmholtz (7.58), complétée par la condition au bord
Uu(,e)=0.
On recherche encore une fois des solutions sous forme de fonction a variables séparées
U(r,0) = R(r)®(0),
ce qui conduit aux deux équations
P?R"(r) +rR'(r) + (A —=n®)R(r) = 0 (7.60)
@"(0) +n*@(0) = 0 (7.61)

oli on a pris la constante de séparation égale a n? (ol1 11 est a priori un nombre complexe quelconque).
Il s’agit d"un probleme que nous avons déja rencontré au chapitre|6] Encore une fois, I'équation an-
gulaire est facile a résoudre, et conduit a des solutions

@, (0) = Ae™® + Be ™,

et la périodicité et la continuité de ®, et ©), imposent n € Z+.

De plus on sait que la solution de 1’équation radiale est donnée par les fonctions de Bessel de premiere
espece et deuxieme espece J,(Ar) et Y, (Ar). Ces dernieres étant non bornées, on a donc des solutions
de la forme

R(r) = Ju(Ar) .

On doit maintenant imposer la condition au bord U(1,0) = 0. Ceci impose
Ja(A) =0,

c’est a dire que la constante de séparation A doit étre un zéro «ay,,, de la fonction de Bessel J,. Par
conséquent

unm(r/ 9) - (Anmeing + Bnmeiin()) ]n(“nnﬂ’) .

Ainsi, la solution générale de notre probleme est de la forme

u(r,0,6) =Y Y Ju(aumr) (Anme”‘e + Bnme’i”e) (Chm sin(apmct) 4+ Dy cos(aymct)) (7.62)

n=0m=1

La derniere étape consiste a calculer les constantes a partir des conditions initiales. Le cas général est
assez difficile a traiter, on se limitera ici au cas particulier ou la vitesse initiale u}(r,6,0) est nulle, et
ott la condition initiale u(r,6,0) dépend uniquement de la variable radiale r. En d’autres termes, on
considere le cas

u(r,0,0) = f(r), wui(r,0,0)=0.

154



7.4 Problémes hyperboliques : phénoménes de propagation

On a alors
[ee) o0

u(r,0,0) = f(r) =Y. Y Ju(aumr) (Anmei”(’ + Bnme’”‘e) Dy,
1

n=0m=

et on en déduit par exemple pour k € IN,

1 27T » [e) 0
E/o u(r,0,0)e ™ d0 = f(r)deo =Y Y Ju(@unt) Aumbn,k = Y Je(@imr) At Diens ,
m=1 n m=1
et un résultat similaire pour k < 0, faisant intervenir les coefficients Bj;;,.
Ainsi, pour toutk #Oona
E ]k(“kmr)Akkam = Z ]k(“kmr)Bkkam , k 7& 0
m=1 m=1

qui implique Ay Dy = BimDim = 0, et pour k = 0,
2 ]0(“0#17’) (AOm + B0m>D0m = f(r) ’
m=1

de sorte que les coefficients d,; = (Aom + Bom ) Dom sont les coefficients du développement de f sur la
base de Bessel J,.

En raisonnant similairement, on montre que les coefficients Ay, Cyun €t By Crn sOnt tous nuls, comme
conséquence de la seconde condition initiale.

Ainsi, en posant k,, = xoy,

u(r,0,t) = i A Jo(kmr) cos(kpct) .

m=1

Il reste donc a déterminer les constantes d,,. On écrit pour cela

£0) = X dufoll).

m=1

et on utilise maintenant un résultat obtenu au chapitre précédent, a savoir 1’orthogonalité des fonc-
tions de Bessel

1
/ 1o (@nm?) Jn (@) dr =0 sim’ #m.
0
Dans notre cas, on obtient, apres calcul

/01 r]n(kmr)]n(km’r) dr = %&nm’ ]12(km) ’

d’ott on déduit les constantes cherchées
d 72 ' kyr)d
= rf(r r)dr.

REMARQUE 7.3 Notons que nous avons travaillé ici dans un cas particulier, tant pour la condition
au bord (indépendante de ), que pour les conditions initiales. Dans le cas général, on obtient un
développement sur les fonctions de Bessel (7.62), et on peut vérifier que les constantes peuvent étre
déterminées par les conditions initiales et les conditions aux bords.
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Quatrieme partie

Distributions, fonctions de Green
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CHAPITRE

Distributions et fonc-
tions de Green

La théorie des distributions, développée en mathématiques par .M. Gelfand, puis par L. Schwartz,
trouve ses origines dans certains problémes de physiques. Comme motivation on cite généralement
le probleme du calcul du potentiel généré par une “distribution” de charge. Lorsque ces charges sont
des charges ponctuelles, situées en des points x1,...xy € R?, le potentiel créé en un point x € R3
s’écrit

47re0 Z ]x - xl\

o1 €) est la permittivité du vide, g; représente la charge au point x;, et on note | x| la norme Euclidienne
du vecteur x € R3. Dans le cas d'une distribution volumique, de densité p a support dans un domaine
), on écrit alors

/

V(x) = / p(x') dx’

41tey Ja |x — x|
Dans le cas le plus général, on est amené a considérer simultanément ces différents cas, ce qui com-
plique le formalisme. La théorie des distributions permet de donner une approche unifiée pour ces
situations.
Le but de la théorie des distributions est de permettre d’étendre des opérations “classiques” sur les
fonctions, telles que dérivation, intégration, convolution, transformations de Fourier, a des cadres
dans lesquels ces opérations ne sont a priori pas définies.
L'exemple le plus simple est celui de la fonction “saut”, ou fonction de Heaviside t — ©O(t). Cette
fonction, bien que tres simple, est difficile a appréhender dans un cadre de calcul intégral, dans la
mesure ot elle ne tend pas vers zéro a 'infini. Elle est également difficile a manipuler dans un cadre
de calcul différentiel, car elle est discontinue en + = 0.
Cependant, l'idée intuitive que 'on peut s’en faire est que sa dérivée, si elle avait un sens, devrait
étre nulle pour tout t # 0, et “infinie” en t = 0. Dirac a donc proposé de lui associer une “pseudo-
fonction” dérivée, notée J, définie par un passage a la limite

qui posseéde bien le comportement désiré. Ici, g est une fonction réguliére (par exemple une Gaus-
sienne), d'intégrale égale a 1, possédant un maximum en 0.

On va voir que cette limite n’a pas de sens en tant que fonction usuelle; il s’agit d"une limite d"une
suite de fonctions continues, qui ne définit néanmoins pas une fonction continue (puisqu’elle diverge
en 0.

La théorie des distributions permet de donner un sens a ce type de limites, via 'introduction d’un
concept assez élaboré, le concept de dual d"un espace fonctionnel.
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8 Distributions et fonctions de Green

8.1 Distributions : définition, propriétés et exemples

8.1.1 Fonctions test et dualité

La notion essentielle pour la théorie des distributions est la notion de dualité.

DEFINITION 8.1 Etant donné un espace fonctionnel E, on définit I’espace dual de E, noté E’,
comme l'ensemble des formes linéaires continues sur E, c’est a dire I'ensemble des applications
linéaires

T:E—-C, feE— (T f)yeC
satisfaisant les propriétés suivantes :

1. Linéarité : pour toutes f,g € Eet A,y € C,
(T,Af +pg) =ML, f) +u(T,8), 8.1)

2. Continuité :
fn— fdans E = (T, f,) — (T, f) dans C (8.2)

Un espace des distributions sera le dual, dans un sens que nous allons voir, d'un espace vectoriel de
fonctions bien choisi, que I'on appellera espace de fonctions test. On verra dans ce qui suit différents
espaces de fonctions test.

8.1.2 Distributions sur R

Les distributions sont donc définies par dualité, en considérant pour espace fonctionnel E I'espace

N

des fonctions C* a support compact.
D(R) = {f € C*(R), et 3K C R, compact, tel que f(t) = 0Vt ¢ K} . (8.3)

Pour construire le dual D’(RR) de D(RR), il faut définir ce que 1’on entend par convergence au sens de
D(R). On dira qu'une suite de fonctions f,, € D(R) converge vers f € D(R) si
— il existe un compact K tel que le support de f, soit contenu dans K pour tout n.

— Pour tout k € Z™", la suite des dérivées f,gk) converge uniformément vers f).

DEFINITION 8.2 Une distribution sur R est une forme linéaire continue
T:D(R) — C.

On note D'(R) I'espace vectoriel des distributions sur R.

EXEMPLE 8.1 L'exemple le plus simple est celui de la distribution nulle :
0:feD(R)—0.
Les propriétés de linéarité et continuité sont vérifiées facilement.

EXEMPLE 8.2 La distribution de Dirac J,, ou1 a4 est un réel quelconque, est définie de la fagon sui-
vante : pour toute fonction de test f € D(R),

(00, f) = f(a) . (8.4)
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EXEMPLE 8.3 Le peigne de Dirac, noté Ly, (lettre de 1’alphabet cyrillique), associe a toute fonction
test la somme de la série de ses échantillons (ou valeurs ponctuelles) régulierement espacés.

wwf)= Y fkh). 85)

k=—c0

Comme f est supposée a support compact, cette série est automatiquement convergente (car finie).
Le peigne de Dirac s’exprime comme

L, = 2 (Skh.

k=—oc0

En quoi les distributions sont elles des généralisations des fonctions ? on va voir que 1'espace D’ (R)
contient I'espace L} .(IR)... dans un certain sens, qu’on va maintenant préciser. Rappelons tout d’abord
qu’en notant x I'indicatrice d'un domaine I C R :

1 sitel
Xl(t)_{O sinon ,

on définit
Ll (R) = {f :R—C, fxielYR)VIC IRbomé} . (8.6)

loc

A toute fonction de L} .(IR) on peut associer une distribution de la fagon suivante. Soit ¢ € D(R).

Soit T, I'application définie par

Ty f) = [@f (e, Vf € D). 7)

Comme ¢, f € D(R), cette intégrale est absolument convergente. De plus, il est immédiat de vérifier
que T, est une forme linéaire sur D’'(IR). Le point le plus délicat a vérifier est la continuité de T,.
Ainsi, a toute fonction localement intégrable f, on peut associer une distribution, appelée distribution
réguliere Ty € D'

REMARQUE 8.1 En pratique, on note souvent (abusivement) f la distribution réguliere Ty associée a
f (etondit donc L], (R) C D'(RR), par abus de notation, au lieu de T(L},.(R)) C D’'(R)).
Ainsi, on note parfois une distribution T € D’(R) sous la méme forme qu’une fonction t — T(t), et

on écrit alors

= [ T

—o0

Par exemple, on associe a la distribution de Dirac une “fonction généralisée”, notée t — 6(t), qui a la
propriété que pour toute f € D(R)

6= [ fwaedr= ().

Avec ces notations, on peut donc noter

de sorte que 1'on écrit

G f) = [ st —a)f(t)dt = f(a) .

—00

Dans ce qui suit, on essaie au maximum d’éviter de recourir a ce type de notation, qui est cependant
parfois plus pratique pour effectuer des calculs.
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8.1.3 Propriétés élémentaires
Produit d’une fonction par une distribution

Soit u € C*®. Le produit de u par une fonction f € D(R) est toujours une fonction uf € D(R). On a
donc

PROPOSITION 8.1 Etant donnée une fonction u € C®(R) et une distribution ¢ € D'(R), la
forme linéaire

ug: f € D(R) — (ug, f) = (¢, uf)

définit une distribution.

EXEMPLE 8.4 Etant donnée la distribution de Dirac J,, et u € C*°(R), on a

(uda, f) = (0a,uf) = u(a)f(a),
de sorte que 'on a 1'égalité suivante, au sens des distributions
ud, = u(a)d, . (8.8)

Notons en particulier que I'on a nécessairement {6 = 0. Inversement, on a le résultat fondamental
suitant

PROPOSITION 8.2 Soit T une distribution telle que
tT =0

(c’est a dire le produit de T par la fonction linéaire t — t est la distribution nulle). Alors T est
multiple de la distribution de Dirac, i.e.

T=uwd, xeC.

Plus généralement, en appliquant ce résultat plusieurs fois successivement, on aboutit a

PROPOSITION 8.3 Soit T une distribution telle que
t"T =0

Alors T est combinaison linéaire de la distribution de Dirac et de ses n — 1 premieres dérivées

n—1
T=)Y o, wmecC.
k=0

REMARQUE 8.2 Alors que le produit d’une distribution T € D’(R) par une fonction C* est bien
définie, le produit d'une distribution par une autre distribution n’a généralement pas de sens, c’est a
dire ne définit par une nouvelle distribution. Par exemple, le produit 6 n’a pas de sens.
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8.2 Distributions sur R"

Distributions paires et impaires
On considere I'opérateur parité, défini par
[TIf1(8) = f(=1) -

L’action de cet opérateur sur des distributions se définit de la fagon suivante. Etant donnée T <
D'(R), onnote T~ € D’'(R), la distribution définie par

(T"f) =(T,11f), VfeDR). (8.9)
On rappelle qu'une fonction f est paire si IIf = f, et impaire si IIf = f.

DEFINITION 8.3 Une distribution T € D'(R) est pairesi T~ = T, et impairesi T~ = —T.

Il est clair que pour toute fonction paire, la distribution réguliére associée est paire :

Ty f)= [ ol=nftyar= [

—00

(o] (o]

of(—dt= [ gOf(dt = (T, f).

—00

De méme la distribution associée a une fonction impaire est impaire.
Par exemple, on vérifie que la distribution de Dirac ¢ est paire, alors que sa dérivée ¢’ est impaire.

Distributions périodiques
Soit 7, l'opérateur de translation par a € IR, défini par

[wlf(t) = f(t—a).

Une fonction f est périodique de période a si Taf = f. On définit la translatée 7,T d"une distribution
T € D'(R) par
(T, f) = (T, vaf) ,Vf € D(R).

DEFINITION 8.4 La distribution T € D'(R) est périodique de période a € R si 7,T = T.

On vérifie facilement que le peigne de Dirac uy, est périodique de période h.

8.2 Distributions sur R”

On construit de méme les distributions sur R”. Il suffit d'introduire les espaces £ (IR") des fonctions
dont toutes les dérivées sont continues, et

D(R") = {f € E(R"),supp(f) borné} .

DEFINITION 8.5 Une distribution sur R" est une forme linéaire continue
T:D(R") — C.

On note D' (IR™) I'espace vectoriel des distributions sur R".
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Comme en dimension 1, les exemples ne manquent pas. On définit par exemple les distributions
régulieres de la méme facon qu’en dimension 1 : en définissant 'espace des fonction localement
intégrables

Ll (R") = { fiR"—C, fxaelLl(R)VQCR" compact} . (8.10)

1

on associe a toute ¢ € L;

(R") la distribution réguliere T, définie par

Ty f) = [ @(0)f(x)dx. ®11)

Avec les mémes précautions qu’en dimension 1, on a parfois tendance a identifier une fonction loca-
lement intégrable ¢ avec la distribution réguliere associée T,... et a associer a des distributions non
régulieres T € D'(IR") une “pseudo-fonction”, ou fonction généralisée, notée x — T(x), de sorte que
'on écrit

(T.f) = [ TC)f(x)dx.

La encore, il convient d’étre trés précautionneux avec ce type de notation.
y

EXEMPLE 8.5 On consideére la fonction de Heaviside unidimensionnelle ®, et on construit la fonction
1 : R3 — C suivante
u(x,y,z) =0(x).

Il s’agit d’une variante 3D de la fonction de Heaviside. Cette fonction est localement intégrable, et
permet donc de définir une distribution réguliere.
Soit maintenant v € L}, (R%), définie par

v(x,y,2) = O(x)0(y)O(2) .

La fonction v (que I'ont note aussi ® ® © ® O) est I'indicatrice d"'un quadrant de l'espace tridimen-
sionnel, et définit une distribution réguliere.

EXEMPLE 8.6 Toujours dans IR3, la distribution de Dirac J,, ot1 a € R® est définie de facon similaire a
la distribution de Dirac unidimensionnelle : pour f € D(R3),

(0, f) = f(a) . (8.12)

Cependant, il est aussi possible de définir des variantes a la distribution de Dirac. Par exemple, étant
donnée une surface S C RR3, la distribution de Dirac associée dg est définie par

s, ) = [ fls)ds, (8.13)

c’est a dire associe a toute fonction test son intégrale sur la surface. Ce type d’exemple est courant en
physique, par exemple en électrostatique, ott on est couramment amené a considérer des distributions
de charge dite superficielles.

On définit de facon similaire une distribution de Dirac ¢ associée a une courbe C C R? :

e, f) = [_fw)du. (8.14)

Plus généralement, on peut utiliser des distributions unidimensionnelles pour construire des dis-
tributions multidimensionnelles, par la méthode du produit tensoriel. Commengons par le cas des
distributions régulieres.

Dans le cas bidimensionnel, soient u, v € L}, (R). On définit u ® v € D(IR?) par

(u®o)(x,y) = u(x)o(y) .
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8.3 Dérivation des distributions

Soit T,y la distribution réguliére associée. On a alors, pour f € D(IR?)
(Tusor f) = / u(x)o(y)f (x,) dxdy

- </°;v Flxy dy)dx
o0 ([

fx,y) dx> dy .

De fagon générale, étant données T,S € D’(R), T agissant sur la variable x et S sur la variable y, on
définira U = T ® S de la fagon suivante : pour toute f € D’'(IR?),

(T®S,¢) =(T,(S,9)) =(T,(S,9)),

ot par exemple (T, ¢) représente la dualité par rapport a la variable x, et produit une fonction de y,
et (S, (T, ¢)) représente cette fois la dualité par rapport a la variable y.

8.3 Dérivation des distributions

8.3.1 Le cas unidimensionnel

Les distributions constituant une généralisation des fonctions, la dérivation des fonctions, lorsqu’elle
est bien définie (c’est a dire pour les fonctions a dérivée continue), doit étre un cas particulier de
la dérivation des distributions. C’est pourquoi il est utile de se placer tout d’abord dans le cas des
distributions réguliéres, associées aux fonctions de C!(R).

Soit ¢ € C!(R), et soit T, la distribution réguliere associée. Soit T,y la distribution réguliere associée
a ¢'. On a alors pour tout f € D(R)

Ty )= [ g WOf0 == [ oo )dt = (T, ),

—0o0

ot le terme tout intégré dans l'intégration par parties est nul car f est a support borné. Ceci suggere
de définir la dérivée d’une distribution de la fagon suivante :

DEFINITION 8.6 Soit T € D'(R). Sa dérivée T' est définie par

(T',f) = —(T,f"), VYfeDRR). (8.15)

De méme, la dérivée p-ieme est définie par

(TW), f) = (-=1)"(T, fP), VfeDR). (8.16)

On vient de voir que la dérivée de la distribution réguliere associée a une fonction ¢ € C! coincide
avec la distribution réguliére de la dérivée de cette fonction. Qu’en est-il lorsque ¢ n’est plus réguliére ?
supposons par exemple que ¢ soit continiment différentiable, sauf en un point ty ot elle admet une
discontinuité de premiere espece (c’est a dire que les limites a droite et a gauche de ¢ en ty existent,
mais different). On notera

01, = lim @(t) — lim ¢(t) .

0
t—td t—ty
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8 Distributions et fonctions de Green

Calculons alors
Ty f) = - /°° o(t)f' (1) dt
= [T erwd— [ o
= —[pOF] ~ [ FO)5 + /“ nat+ [~ o0
= aft)+ [ dOf B
— (Ty + 01 610, f) ,

de sorte que 1’on peut écrire
Ty = Ty + 0ty bt - (8.17)

On dit alors que la dérivée au sens des distributions est égale a la dérivée au sens des fonctions,
additionnée d’une distribution de Dirac localisée sur le saut, multipliée par la hauteur du saut.
Plus généralement, on montre le théoréme suivant, appelé régle d’or

THEOREME 8.1 (REGLE D’OR) Soit ¢ une fonction de classe C1(R), sauf en to, t1, ..., oil elle
admet des discontinuités de hauteur

0 = lim ¢(t) — lim ¢(t) .

-t t—t

Alors, on a
T(/P = Tq,/ I ZUtkétk . (818)
k

EXEMPLE 8.7 On considere la fonction “escalier”, ou partie entiere
t — E(t) = t[mod 1] .

Cette fonction admet une discontinuité en tous les points entiers. Elle est localement intégrable, et
définit donc une distribution réguliére. Sa dérivée au sens des distributions vaut

io: 5k:LLI

k=—o00

Similairement, la fonction “dents de scie” t — E(t) admet comme dérivée au sens des distributions la
fonction 1 + w.

Dans d’autres situations, la dérivée d"une distribution réguliére peut prendre une forme plus com-
plexe. C’est le cas de la valeur principale, que nous allons étudier plus en détails un peu plus bas.
Auparavant, notons la propriété importante suivante, qui généralise au cas des distributions une
propriété utile dans le cas des fonctions.

PROPOSITION 8.4 Soit T € D'(R) et soit u € C*(IR). Alors on sait que uT € D' (R) est aussi
une distribution, et on a alors
(uT) =u'T+uT' . (8.19)
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8.3 Dérivation des distributions

Preuve : pour toute f € D(R), ona

(WT), f) = =T, f') = —(T,uf’) = ~(T, (uf)) —u'f) = W'T+uT', f),

ce qui démontre la proposition. [ )

8.3.2 Un exemple : la valeur principale de 1/t

Considérons la fonction ¢(t) = In|t|. Cette fonction est localement intégrable, et admet donc une
distribution réguliere associée T, € D’(R). Cependant, sa dérivée usuelle ¢'(t) = 1/t n’est pas
localement intégrable, et ne définit donc pas de distribution réguliere. On peut toutefois calculer la
dérivée de T, au sens des distributions.

Calculons, pour f € D(R)

T fy == [ onf dt=— [ il f .

Le point t = 0 nécessite un traitement particulier, on écrit donc

(Th,f) = —lim [ Injt| f/(¢)dt,

€—0J|t|>e

et on calcule, par exemple

[T pwa = moso - [T a

€

De méme,

/:ln\tyf’(t)dt = /:oln(t)f’(—t)dt

d’ott on déduit
(Tp, f) = lim f) dt . (8.20)

La distribution ainsi définie (dtie a Cauchy) est appelée valeur principale de 1/t , et notée

1
Tlln|i“ = V.p. <t> .

I s’agit d’une distribution non réguliere (ce qui montre au passage que la dérivée d"une distribution
réguliere n’est pas nécessairement réguliere).

Un calcul similaire permet de montrer que la dérivée de la valeur principale est une autre distribution
non réguliere, appelée partie finie de 1/#> (dtie au mathématicien francais Hadamard), donnée par

Ao (Y = s (L
at P\y) T P \r)

<p.f. (;) ,f> —im [ OO,

e—0J|t|>e 2
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8 Distributions et fonctions de Green

On définit de fagon similaire les parties finies de t~" pour tout n, par

o (2)- e )

tv.p. (1) =1

(1 représentant ici la distribution réguliére associée a la fonction constante égale a 1). Inversement, on
a aussi

On peut montrer facilement que

PROPOSITION 8.5 Soit T une distribution solution de
tT =1

(le produit de T par la fonction linéaire t — t est la distribution réguliere associée a la fonction
constante 1). Alors T est égale a la valeur principale de 1/t, plus un multiple de la distribution de
Dirac

T:V.p.<%>+0c(5, xeC.

Preuve : La preuve est une conséquence de la Proposition Notons S = T — v.p.(1/t). On a alors
tS = 0, et il suffit d’appliquer la Proposition 8.2 pour conclure. [ )

On montre également le résultat suivant

PROPOSITION 8.6 Soit T € D', solution de
(t* —a®)T=1.
Alors T est de la forme
T =vp. <ﬁ) +ady + Bo_a,

ouw, B € C,etouon anoté

o (at) - o () e (1))

8.3.3 Le cas multidimensionnel
Dans le cas multidimensionnel, les opérations de dérivation partielle des distributions sont définies

similairement au cas unidimensionnel, compme généralisations de la dérivation des distributions
régulieres.
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8.3 Dérivation des distributions

DEFINITION 8.7 Soit T € D'(R").

1. La dérivé partielle k-ieme de T par rapport a la variable x, est définie par

<akT,f> = (-1)F <Tgkf,:> , VfeDRY). (G2
X

axZ

2. Soit o = (&, az,...,0), 0l les ay sont des entiers non-négatifs, un multi-indice. On note

ol

U'opérateur de dérivation partielle, oil on a noté
laf =1 +az+ - +ay,

appelé degré de D*. Alors D*T est définie par

(DT, ) = (=1)l*(T, D*f), Vf e DR"). (8.22)

Comme on l'a signalé, la dérivation des distributions régulieres associées aux fonctions de classe
C!(R") coincide avec la notion usuelle : soit ¢ € C!(RR"). On voit facilement, par intégrations par
parties, que dans ce cas

D*Ty = Tpeg - (8.23)

Le cas des fonctions présentant des discontinuités est quant a lui plus complexe, comme on va le voir
sur I'exemple suivant.

EXEMPLE 8.8 Soit u = ©® ® © ® O la fonction localement intégrable définie par

u(x,y,2) = 0(x)0(y)O(z) -
Calculons par exemple, pour f € D(R3)

<aazTa f> = <®®®®®aa;fa>

= / / / 3.9 xy,z)dxdydz

= £(0,0,0)

car f est a support compact. Ainsi, on a

Towese =0,
on retrouve ainsi la distribution de Dirac “ponctuelle” a l'origine.

EXEMPLE 8.9 Sinous considérons maintenant u(x, y,z) = ©(x), un calcul similaire montre que pour

toute fonction test f € D(R?),
oT,
(G2 ) = F002),

oT,

dx - pyOz 4

de sorte que

la distribution de Dirac associée au plan d’équation x = 0, c’est a dire le plan yOz.

On va maintenant s’intéresser de plus prés aux cas bi et tridimensionnels.
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8 Distributions et fonctions de Green

afy) bly)

FIG. 8.1: Un exemple de surface bornée convexe dans R?, 4 bord différentiable.

8.3.4 Surfaces fermées dans R?

Considérons une courbe fermée différentiable C du plan, définie par la paramétrisation

v:5€[0,1] — v(s) € R?.

Cette courbe définit une surface fermée () C R?, de bord différentiable 9Q) = C (voir par exemple la
FIG. ol un exemple de surface fermée convexe du plan est représenté).

La dérivée en tous points de v permet de définir un vecteur tangent a la courbe en tous points; on
note t la tangente a la courbe, normalisée de sorte que |t| = 1:

-1

PEPUCIPET

Dans le plan, la tangente suffit a définir le vecteur normal a la courbe, noté 1, que 1’on choisit orienté
vers l'extérieur.

Soit maintenant ¢ € L} _(IR?), telle que ¢ soit contintiment différentiable partout sauf sur 9Q), ot elle

admet une discontinuité de premiere espece. On notera, pour w € 92

U'(w) = (Pext(w) - @in(w) ’

ol @ext(w) est la limite de ¢(x) quand x — w par l'extérieur, et une définition similaire pour ¢;,(w).

Considérons par exemple la dérivation partielle par rapport a la coordonnée x, et étudions ce qui
se passe le long dune droite d’ordonnée y. Lorsque cette droite n’intersecte pas le domaine (), la
dérivée au sens des distributions est égale a la dérivée au sens des fonctions. Lorsqu’elle la droite
d’ordonnée y (représentée en petits tirets sur la FIG. intersecte () , on notera a(y) et b(y) les
abscisses respectives des deux points ou1 elle intersecte (2 (on a choisi un exemple convexe, il n'y
a donc que deux points d’intersection). Le long de cette droite, ¢ est continliment différentiable par
rapport a x partout sauf en x = a(y) et x = b(y).
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8.3 Dérivation des distributions

Calculons pour tout f € D(R?),
(5er) = L5 e [ [ 25 i
/ </ y)(p(xy dx—l—/ 6\fxy)qo(x,y)dx
+ /b (x)af -y <p<x,y)dx> dy
= (1 )+ [ ) ot )9 - a0, ) dy

[ R 004 0),y) - 06~ () )] dy

= (T f) = [ f(@) oan(@) () deo,

ol on rappelle que la distribution de Dirac sur une courbe C du plan est définie par

(be, f) / F(w

Ce calcul ne fonctionne que dans le cas particulier d'une surface convexe. Plus généralement, on

montre le théoréme suivant

THEOREME 8.2 (REGLE D’OR EN DEUX DIMENSIONS) Soit Q C R? une surface du plan, de
bord différentiable 9Q). Soit ¢ : R? — R, continiiment différentiable partout sauf sur la courbe
0Q) oit elle admet une discontinuité de premiere espece. Soit n(w) = (ny(w), ny(w))" la normale
extérieure a 0Q) en w € Q). Alorsona

aT,
= T+ 0ondoats o
aT, ) .
qu) = T% + 050 990 ny .

Pour une fonction localement intégrable vectorielle ) = (11, 92) € D(IR?)?, notons Ty la distribution
réguliere (vectorielle) correspondante.

On peut appliquer le théoréme précédent au gradient d’une distribution : étant donnée ¢ € L7 (R?),
contintiment différentiable partout sauf sur d() ot elle admet une discontinuité de premiére espeéce,
ona

Grad Tq) = TGrad ¢ + noy0 00 - (8.25)

Dans cette équation, T, est une distribution réguliere scalaire, son gradient est une distribution vec-
torielle, et T aq 0 est également vectorielle.

8.3.5 Domaines fermés dans RR>

Passons maintenant au cas tridimensionnel. On considere une surface différentiable S de 1'espace,
définie par une application différentiable

v:(u,0) €[0,1] x [0,1] — y(u,v) € R®.
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8 Distributions et fonctions de Green

FIG. 8.2: Un exemple de domaine borné de R3, a bord différentiable : le tore

Un exemple de telle surface se trouve en FIG. Comme dans le cas bidimensionnel, la différentiabilité
de la surface permet de définir en tout point de la surface w € S non plus une tangente, mais un plan
tangent, caractérisé par les deux vecteurs unitaires

;(w) K B’yéﬁ,v) ) ‘B’y u,0)
t’(w) —K 37%,0) , K = ‘3781:;”) - ,

et une normale extérieure unitaire a la surface n, perpendiculaire a t et ¢

On définit la distribution de Dirac associée a la surface S de la fagon suivante : étant donnée f €

D(R?),
(65, f) / Flw

On peut alors montrer le résultat suivant :

THEOREME 8.3 (REGLE D’OR EN TROIS DIMENSIONS) Soit Q) le domaine de R3, intérieur a
S (donc 9Q) = 8S), et soit ¢ une fonction localement intégrable dans I'espace R3, de classe C!
partout sauf sur la surface S = 0Q), ou elle admet une discontinuité de premiere espéce. Soit
n(w) = (ny(w),ny(w), nz(w))" la normale extérieure a 9Q en w € 9CY. Alors on a

3T,

B = T?Tq; + 030 530 Ny
aT, )
a_; = T%—"’ + 0350 630 1y (8.26)
y
aT,
2= = Ta +090 60 n: .
= £

Comme application, on peut s’intéresser aux trois opérateurs de dérivation classiques : gradient, di-
vergence et rotationnel. Avec les mémes notations que ci-dessus, le théoreme peut s’écrire

Grad Ty = TGrad 0 4+ nodya, (8.27)

ottonanoté Tgraq la distribution vectorielle dont les trois composantes sont les dérivées partielles
de T,.

Soit maintenant une fonction vectorielle ¢ = (@1, 92, ¢3) ott ¢; € L} (R%) pour i = 1,2,3 satisfont
les conditions ci-dessus. On note ¢ = (U;Uz, 03) la fonction vectorielle décrivant les sauts des trois

composantes de ¢ sur le bord 0Q).
Alors N

Divl, = Ty, +1-0050
{ ¢ Dive (8.28)

RotT, = TRot, +1/ %0 -
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8.3 Dérivation des distributions

EXEMPLE 8.10 Les équations de Maxwell au sens des distributions : Dans la méme situation que
ci-dessus, c’est a dire en présence d’'un domaine () de bord différentiable d(), considérons 1’équation

de Maxwell

B
RotE = — 22 .
OtE= 7%

Supposons l'existence de densités de charge et de courant superficielles sur d() seulement (pas de
densité volumique). En considérant les champs B et E comme des distributions, écrivons ces équations
au sens des distributions :

Rot TE = —%TE,

ce qui en appliquant la regle d’or conduit a

TRot () T 1A CESaq = —Tas

t

La composante “volumique” de cette équation (c’est a dire ne faisant pas apparaitre de distribu-
tion superficielle 6;) redonne 1’équation de Maxwell précédente. Par contre, 1’équation superficielle
conduit a

nhgg =0,

c’est a dire a 1’égalité des composantes tangentielles du champ électrique a la frontiére du domaine.
De méme, supposant 1’existence d"une densité superficielle de courant j sur d(), et écrivant au sens

des distributions 5

RotTy =T+ = Tp,
ot Iy =1j+51p
ce qui en s’eparant la partie volumique de la partie superficielle, donne I'équation de Maxwell clas-
sique
TRotn = Ton ,

t

ainsi que la condition de raccordement du champ magnétique a la frontiére, c’est a dire la disconti-
nuité des composantes tangentielles de H :

nAoyg =

I~

Passons aux équations a la divergence, et supposons l'existence d"une densité superficielle de charge
o sur dQ). En écrivant au sens des distributions

Div Tp = T,,
on aboutit a 'équation classique pour la partie volumique

Tpivp =Tp.
ainsi qu’a la condition de raccordement
n-op=p,

qui spécifie donc la discontinuité de la composante normale de 1'induction électrique. De méme, en
utilisant la derniere équation
DivTp =0,

on obtient la continuité de la composante normale de I'induction magnétique.
Ainsi, I'écriture des équations de Maxwell au sens des distributions permet d’unifier le traiteent des
équations elles-mémes et des conditions de raccordement.

173



8 Distributions et fonctions de Green

8.4 Suites de distributions

De nombreuses distributions sont définies via un passage a la limite d’une suite de distributions
régulieres. La convergence au sens des distributions est définie comme suit.

DEFINITION 8.8 Une suite de distributions T, € D'(R), n € Z™ converge vers une distribu-
tion limite T € D'(R) si pour toute fonction test f € D(R), ona

lim (T,, f) = (T, f) . (8.29)

Supposons que T, — T dans D’'(R), et considérons la suite des dérivées p-iemes T,Sp ) de T;.On a
pour tout f € D(R)

lim (T{"), f) = (~1)7 lim (T,, ) = (~1)? (T, {?)) = (T, f)

n—oo n—oo

Ainsi, on a montré

PROPOSITION 8.7 Soit T, une suite de distributions convergeant vers T dans D' (R). Alors

TP, 1)

n

quand n — oo.

Les distributions permettent de donner un sens a des limites de suites de fonctions qui n’existent pas
au sens des fonctions, comme le montre 1’exemple suivant.

EXEMPLE 8.11 Soit ¢, la suite fonctions localement intégrables définies par

@u(t) = sin(27tnt) x[_1 /212 () -

La suite ¢ ne converge pas au sens usuel quand n — oo; en fait, a 'exception des points t = 0 et
t = £1/2 ot ¢, s’annule pour tout 7, on n’a jamais convergence simple. Par contre, il est possible de
montrer que

lim (T,,, f) =0 VfecD(R),

n—oo
d’ot
lim T, =0

n—oo

au sens des distributions.

Il est tentant de penser que toute suite de fonctions localement intégrables convergeant presque
partout vers une fonction localement intégrable converge au sens des distributions vers la distri-
bution réguliere correspondante. Ceci n’est pas tout a fait vrai, mais le devient via une hypothese
supplémentaire.
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PROPOSITION 8.8 Soit {@, € L} (R), n € Z*} une suite convergeant presque partout vers

loc

@ € L1 _(R), et telle qu'il existe ¢ € L} _(R) vérifiant

loc loc

lpn(t)] < g(t) Vt €R.

Alors
Ty, — Tp quandn — oo.

EXEMPLE 8.12 Soit ¢, la suite fonctions localement intégrables définies par

() = n o si|t| <1/2n
$n\t) =9 0 sinon.

On voit que ¢, converge presque partout vers la fonction nulle (en fait, partout sauf en 0, ott la limite
n’est pas définie). Par contre, la limite de la suite ¢, (ou plus précisément de la suite des distributions
réguliéres associées) est bien définie au sens des distributions. Soit en effet f € D(R).

1/2n
(Tpf)=n [ f)dt = £(0),
—-1/2n
d’ot1 on déduit
Ty, — 0
au sens des distributions. Ainsi, la limite de cette suite de distributions réguliéres est dans ce cas une
distribution non réguliere.

Un cas particulierement important est celui de la convergence vers la distribution de Dirac, qu'on
vient de voir. Plus généralement, on a

THEOREME 8.4 Soit { ¢, } une suite de fonctions localement intégrables, telles que
1. Il existe A > O tel que pour tout t € R, |t| < A, ¢,(t) > 0.
2. Pour tout € €]0,1], f|t|§€ @n(t)dt — 1 quand n — oo,
3. Pour tout € > 0, ¢, — 0 uniformément dans le domaine |t| €]e, 1/€].

Alors
Ty, — 6 quandn — oo

8.5 Produit de convolution des fonctions et des distributions

Le produit de convolution des fonctions (et des distributions) joue un role fondamental en Phy-
sique. On va se limiter ici au cas des fonctions (et distributions) d’une variable; la généralisation
des définitions au cas de plus d’une variable se fait assez simplement, mais certaines propriétés et
applications sont parfois bien plus complexes en dimensions supérieures.

8.5.1 Convolution des fonctions

Rappelons tout d’abord la définition du produit de convolution des fonctions. Etant données deux
fonctions f, g d’une variable réelle, leur produit de convolution est la fonction i = f * g définie par

(Frg)) = [ Flo)g(t=5)ds, (8:30)
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pour tout ¢ tel que I'intégrale converge. Le produit de convolution possede des propriétés simples : il

est commutatif, et distributif par rapport a ’addition.

La notion de convolution joue un role fondamental en physique. Elle intervient en particulier lors-
qu’une quantité physique, représentée par une fonction f, est mesurée al’aide d"un dispositif expérimental.
Ce dernier est généralement incapable de reproduire les fluctuations les plus rapides de f, et ne donne
pour approximation de la valeur f(t) en t qu'une moyenne locale des valeurs de f dans un voisinage

de t. On représente ceci via un produit de convolution comme en (8.30), o1 la fonction g est une
fonction localisée autour de 0 (de sorte que g(t — s) est localisée autour de s = f), qui représente en
quelque sorte la réponse du dispositif expérimental.

REMARQUE 8.3 Un dispositif expérimental parfait admettrait comme réponse une fonction g telle
que f x g = f. Oril s’avére que la réponse g permettant ceci n’est autre que la distribution de Dirac :

/_O;f(s)d(t _s)ds = f(t).

8.5.2 Support d’une distribution

Rappelons tout d’abord la notion de support d"une fonction. Par définition, le support d"une fonction
d’une variable réelle f est le plus petit sous-ensemble fermé de R tel que f s’annule en dehors de ce
domaine. Plus généralement, en dimension quelconque, étant donnée f : R" — C,

Supp(f) = {x € R", f(x) # 0},

la barre représentant la fermeture.
Ceci nous permet de donner un sens a la notion de support d'une distribution.

DEFINITION 8.9 Soit T € D'(R").

1. T est nulle sur un domaine Q) C R" si
(T.f) =0 VfeDR"), Supp(f) C Q.

2. Le support de T est le plus petit domaine fermé Q) C IR" tel que T soit nulle en dehors de ce
domaine.

Bien évidemment, le support d"une distribution réguliére T, coincide avec le support de ¢.

EXEMPLE 8.13 1l est facile de vérifier que le support de la distribution de Dirac ¢ est le singleton {0}.
De méme, le support de ¢, est le singleton {a}. En dimension supérieure, le support de la distribution
d¢ sur une courbe C de R? est la courbe C elle-méme.

Muni de cette définition, on peut alors introduire aussi les notions suivantes

DEFINITION 8.10 1. Une distribution T € D'(R) est a support limité a gauche si
Supp(T) C [a,o0[, pour un certain a € R. On note en particulier D', (R) les distribu-
tions a support limité a gauche telles que a > 0.

2. Une distribution T € D' (IR) est a support limité a droite si Supp(T) C] — o0, b|, pour un
certain b € R. On note en particulier D' (R) les distributions a support limité a droite
telles que b < 0.
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8.5.3 Convolution des distributions

Comme d’habitude, la convolution des distributions s’obtient comme généralisation de la convolu-
tion des distributions régulieres. Considérons donc ¢, ¢ € D(R) et les distributions réguliéres as-
sociées. Alors, ¢ * p € D(R), et on peut considérer Ty : soit f € D(R),

Tpe £y = [ [ o@utt—s)fasat= [~ [~ p@)ylfe)deds,

ou T, est I'opérateur de translation
[fl(t) = f(t—s).

On reconnait dans l'intégrale sur t ’action de la distribution réguliere Ty, = 7Ty sur f

| st at = (wTy. f).

—00

qui produit donc une fonction de s ; I'intégrale par rapport a ¢ représente alors I’action de T,, sur cette

fonction de s, ce que I'on note
(Topsy, f) = (To, (T Ty, )

ol on a aussi noté (7, Ty, f) la fonction d’une variable réelle

(TeTy, f) : t — (TTy, ) = (Tuy, f) -

Cette fonction possede la propriété suivante

LEMME 8.1 Soit T € D'(R). Pour tout f € D(R), la fonction (T, Ty, f) est C*. Cette fonction
est a support limité a gauche (resp. a droite) si T est a support limité a droite (resp. a gauche).

Dans un cadre plus général, en définissant I’action d"un opérateur de translation sur une distribution
T € D'(R) par

(wT, f) = (T, tf),
on est conduit a définir de méme la fonction (7, T, f) par

(T, f) : t — (T, f) = (T, T-+f) . (8.31)

On peut alors introduire le produit de convolution de deux distributions :

DEFINITION 8.11 Soient T, S € D'(R). Le produit de convolution T * S est défini par

(T*S,f) = (T, (w5, f)) (832)

lorsque ces opérations ont un sens.

Malgré cette définition quelque peu formelle, le produit de convolution est relativement simple a uti-
liser, comme on le verra. En pratique, on utilise souvent la notation des distributions comme fonctions
généralisées, ce qui permet de se débarrasser des notations trop lourdes.

En fait, le produit de convolution de deux distributions données n’est pas toujours bien défini. Il 1’est
toutefois au prix d’hypothéses supplémentaires.
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8 Distributions et fonctions de Green

PROPOSITION 8.9 Soient T,S € D'(IR). Le produit de convolution est bien défini en tant que
distribution de D' (R) quand

1. T et S sont a support limité a gauche. T * S est alors a support limité a gauche. En particu-
lier, le produit de deux distributions de D', (IR) est toujours une distribution de D’ (R).

2. T et S sont a support limité a droite. T x S est alors a support limité a droite. En particulier,
le produit de deux distributions de D' (R) est toujours une distribution de D’ (R).

3. T et S appartiennent a l'espace E'(R) des distributions a support compact, dual de I'espace
E(IR) des fonctions indéfiniment différentiables.

Alors, le produit de convolution posséde les propriété suivantes :

1. Il est commutatif :
T«xS=SxT, S,TeD(R).

2. Il est distributif par rapport a 'addition :
Tx(U+V)=T«U+T*V, T,UV €D (R).

3. Il est associatif,
T+«(UxV)=(T+«xU)xV, T, UV eD(R),

lorsque toutes ces opérations sont bien définies.
EXEMPLE 8.14 La distribution de Dirac est élément neutre pour le produit de convolution :
5+xT=T, VTeD'(R).
Similairement, pour tout réel 4, on montre que
O xT =1,T,
d’ot, en appliquant cela au peigne de Dirac, on obtient pour tout T € D’'(RR)

I_Llh*TI Z TkhT-
kez

Cette distribution est appelée périodisée de T de période h.

8.5.4 Equations de convolution

L'utilisation des distributions pour la résolution d’équations différentielles et équations aux dérivées
partielles repose essentiellement sur le résultat suivant :

PROPOSITION 8.10 1. Soient S, T € D'(R), telles que S x T existe dans D'(R). Alors
(S*xT) =S'«T=8xT,
et plus généralement, pour tout entier positif n,
(S+T)W =8 « T =55 TM (8.33)
2. Pour tout T € D'(R), et tout entier positif n,

T = 5 5T (8.34)
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Preuve : Commengons par la premiére partie, et supposons que S * T existe. Alors (S* T)" € D'(R)
aussi, et

(S«T).f) = —(SxT,f)
<S T.T )
(S, )
(S, (r.T’,f)>
(S«T',f)
car la dérivation commute avec les translations. L'autre égalité se montre de méme. La preuve pour

les dérivées de tous ordres est identique.
Pour la seconde partie, il suffit de remarquer que

T =T %x6=Txd,

cette démonstration se généralisant elle aussi a tous les ordres. '

La conséquence immédiate de cette proposition est que les équations différentielles au sens des distri-
butions peuvent se mettre sous la forme d’équations de convolution. Plus précisément, considérons
une équation différentielle d’ordre 7, de la forme

1, X o 1 XD 4 X X =Y,

ott les oy sont des coefficients fixés, et le membre de droite Y € D(IRR) est lui aussi supposé connu.
Cette équation se met sous la forme
T«X=Y,

ou la distribution T est donnée par
T = a,0™ +a, 160V 4 a8 + s

La question est alors la suivante : peut on trouver un “inverse” a T pour le produit de convolution. En
d’autres termes, puisque comme on 1’a vu, la distribution de Dirac est élément neutre pour le produit
de convolution, existe-t-il une distribution, que 1’on note T 1, telle que

T '%«T =67
Si tel est le cas, on pourra alors écrire
X=T"'+T«X=T"'xY,

ce qui résout 1’équation différentielle.
La question est : dans quel cadre ce calcul a-t-il un sens?
Un cadre possible est donné par les algebres de convolution.

DEFINITION 8.12 Une algebre de convolution dans D'(R) est un sous-espace vectoriel A de
D'(R), tel que

1. A est stable par convolution : VT,S € A, T*S € A, et le produit de convolution est
commutatif et associatif dans A.

2.6 A.
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8 Distributions et fonctions de Green

EXEMPLE 8.15 Les sous-espaces de D’(R) suivants sont des algebres de convolution :
— L'espace £'(R) des distributions a support compact.

— L’espace des distributions a support limité a gauche.

— L'espace des distributions a support limité a droite.

— L'espace D/ (R) des distributions a support dans [0, oo|.

— L'espace D’ (R) des distributions a support dans | — oo, 0].

Considérons 1’équation de convolution

T+«X=Y (8.35)
Etant donnée une algebre de convolution A, et une distribution T € A, si il existe U € A telle que
UxT=y¢, (8.36)

alors il est possible de montrer que U est unique dans A.

DEFINITION 8.13 Etant donnée T € A, l'inverse de convolution U € Ade T € A,
vérifiant , si il existe, est appelé solution élémentaire de (8.3

EXEMPLE 8.16 Dans D’ (R), soit T € D’ (R) la distribution de Heaviside (distribution réguliere
associée a la fonction de Heaviside). On considére 1’équation

T@*X:Y
On a déja vu que § = T, et comme 6 € D', (R), ona
§xTo=6xTh=6x6=95.

0’ est I'inverse de convolution de Tg, et est donc la solution élémentaire dans D’ (R) de I'équation
ci-dessus.

EXEMPLE 8.17 La primitive peut aussi s’interpréter en termes de solution fondamentale. On considére
cette fois 1’équation, toujours dans D/, (R)

X =§+X=Y.

Comme on vient de le voir, I'inverse de convolution de ¢’ est Ty, qui est donc solution fondamentale
de I'équation ci-dessus.

8.5.5 Application aux probléemes de valeur initiale

On vient de voir que la dérivation des distributions est équivalente a la convolution avec une dérivée
de la distribution de Dirac. Un domaine d’applications immédiat est constitué par les équations
différentielles. On se limite ici a un cadre relativement simple, en se limitant a 1’algébre de convo-
lution D', , qui permet toutefois de cerner les points importants.

Considérons 1'équation différentielle au sens des distributions

XMW 4a, XD 4 X X =Y, (8.37)

ot les a; sont des coefficients fixés, et le membre de droite Y € D’ (R) est lui aussi fixé. Comme on
I’a vu, cette équation se met sous la forme

DxX=Y,
ot la distribution D est donnée par

D=06"4a, 1607V 4. 408 +aps. (8.38)
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THEOREME 8.5 Soit f une fonction, solution de I'équation différentielle
FOE) + @y 1 fOD(E) + -+ arf (1) +aof(£) =0, (839)
avec les conditions initiales
fO =f(©0) =--=f20) =0, fV0)=1. (840)
Alors la solution fondamentale U = D*~! € D', (R) de I'équation
DxX=Y,
oit D est donné en (8.38) est la distribution réguliere
U =T, (8:41)
et admet donc I'unique solution dans D', (R)

X =Tje+Y €D, (R). (8.42)

Preuve : soit donc U = Tyg. Un calcul direct montre que

U’ == Tf/@ ’ . o U(”_l) - Tf(n—])® 7 u(n) - Tf(n)® + 5 .

Par conséquent, on a bien
U™ +a, UV - a U+ agU(t) = Tf0 a1 fO4obar friagf TO =0

ce qui montre que U est une solution fondamentale. U € D', et est donc 'unique solution fonda-
mentale dans D/, . Finalement, on voit facilement que U * Y est solution de 1’équation différentielle.
Comme U, Y € D/,, qui est une algebre de convolution, on en déduit le résultat. 'Y

EXEMPLE 8.18 Considérons I'exemple simple d"un circuit RC; on note V; la tension générée par un
générateur, et V; la tension aux bornes du condensateur. Comme on l'a vu, Vj et V, sont liés par
I’équation

TVzl + Vz = V1 ,

ou T = RC. Il s’agit donc d"un probleme de la forme
X +AX=Y,
avec X = Vp, A = 1/7etY = Vi /7. La solution élémentaire prend donc la forme d’une distribution
réguliere
u= Tue ’

ot u, solution de u’ + Au avec u(0) = 1 est donné par

Finalement, la solution est donc
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8 Distributions et fonctions de Green

La solution élémentaire possede une interprétation physique simple : elle donne la réponse du systéme
a une “impulsion élémentaire”, représentée par une distribution de Dirac :

Twe = Tue %9 .

C’est pourquoi on appelle parfois réponse impulsionnelle la solution élémentaire.
Dans le cas ot le systeme étudié (ici le circuit RC) est excité par une distribution Y plus complexe, la
solution V; apparait comme une superposition de ces réponses impulsionnelle.
Supposons maintenant que Y soit une distribution réguliere, Y = T, pour une certaine fonction
¢ € L, (R).On aalors

V1 = Tu@ * T‘P = T(u@)*q) .

La fonction v = (4®) * ¢ prend la forme

— 00

v(t) = /Oo u(s)O(s)e(t—s)ds = /Ooou(s)q)(t —s)ds = /O.oo e~ Tt —s)ds.

8.6 Transformations de Laplace et Fourier des distributions

La transformation de Fourier joue elle aussi un role fondamental, et la théorie des distributions per-
met de lui donner un sens dans des cas ot1 la définition usuelle (au sens des fonctions) n’en a plus.

8.6.1 Espace de Schwartz et distributions tempérées

DEFINITION 8.14 1. Une fonction f € C®(R) est dite a décroissance rapide si pour tout
entier positif k, on a
Jim t1f(£)] = 0. (8.43)
L’espace des fonctions C* dont toutes les dérivées sont a décroissance rapide est appelé
Espace de Schwartz, et noté S(R).

On peut facilement voir que toute fonction de D(IR) appartient automatiquement a 1’espace de Schwartz.
De plus, toute fonction de S(IR) est de carré intégrable. On a donc

D(R) ¢ S(R) C L*(R) .

Pour préciser la topologie de S(IR), il est nécessaire de définir la convergence dans S(R). On dira
qu’une suite de fonctions { f, € C®°(R), n € Z" } converge vers f si pour tout k, la suite des dérivées
d’ordre k de f, converge uniformément vers f(~).
On peut alors définir les distributions tempérées :

DEFINITION 8.15 Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur l'espace de
Schwartz. Les distributions tempérées forment un espace vectoriel, noté S’(RR).

Comme conséquence des inclusions ci-dessus, on montre également les includsions inverses au ni-
veau des espaces duaux :
L[*(R) c S'(R) C D'(R).
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EXEMPLE 8.19 Les exemples les plus simples de distributions tempérées sont les distributions réguliéeres.
Cependant, toute distribution réguliére n’est pas nécessairement tempérée. En effet, étant donnée

¢ € L},.(R), (T, f) peut étre bien définie pour toute fonction test f € D(R), mais pas pour f € S(R).
Par exemple, en prenant ¢(t) = e!” pour tout ¢, (Ty, f) nest pas bien défini pour une large classe de
fonctions f € S(R) (par exemple f(t) = ¢'). Il est nécessaire de faire des hypotheses supplémentaires
sur ¢.

On dit que ¢ € L} (R) est a croissance lente si il existe A, M et k tels que pour tout |t| > M, on
ait |@(t)| < AJt|F. On montre alors que les distributions régulieres associées a de telles fonctions a
croissance lente sont tempérées.

Par exemple, Tg est une distribution tempérée.

EXEMPLE 8.20 On montre facilement que toutes les distributions de Dirac et leurs dérivées sont des
distributions tempérées. En effet, leur action sur les fonctions test de I'espace de Schwartz est bien
définie. Par exemple, (6("), f) = (—1)"f(")(0) est bien défini pour tout entier n si f € S(R).

Il est possible de montrer pour les distributions tempérées un certain nombre de propriétés similaires
a celles que nous avions rencontrées dans D’ (RR). Notamment

PROPOSITION 8.11 Soit T € S'(R). Alors
1. TP € S'(R) pour tout p € Z*.
2. PT € S§'(R) pour tout polyndme P.

8.6.2 Transformation de Laplace des distributions

Commencons par aborder brievement la transformation de Laplace. Comme dans le cas des fonctions,
on se limitera ici au cas de distributions a support borné a gauche, plus précisément aux distributions
de D/, (R).

+

DEFINITION 8.16 Soit T une distribution a support borné a gauche, telle qu’il existe w tel que
pour tout x > a, la distribution e~ *'T(t) soit tempérée. La transformée de Laplace unilatérale de
T est la distribution réguliere

[LT)(p) = (T,e7P°). (8.44)

La borne inférieure des « satisfaisant cette propriété est appelée abscisse de sommabilité.

Il est important d’insister sur le fait que la transformée de Laplace ainsi définie est une distribution
réguliere, c’est a dire une distribution de type « fonction ». Ceci simplifie beaucoup les choses dans
certains calculs.

Par exemple, la distribution de Dirac est elle méme une distribution tempérée, a support borné a
gauche, et admet une transformée de Laplace

L8l (p) =1, (8.45)

avec abscisse de sommabilité égal a —co.
Le lien entre transformation de Laplace et dérivation reste assez simple, voire plus simple que dans
le cas des fonctions.
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PROPOSITION 8.12 Soit T € D', et soit T' sa dérivée. Alors si T admet une transformée de
Laplace LT, T" admet également une transformée de Laplace LT', qui satisfait

[£T'](p) = p[LT](p) -

Il est a noter que ce résultat est compatible avec celui que nous avons vu dans le cas des fonctions. En
effet, considérons ¢ € L] (R"), continiiment différentiable sur R*, et soit T = Tg,. On a alors

[T@(Pr]/ = T@(P/ + gD(O)(S ,

et par application de la transformation de Laplace,

[LToy|(p) = plLTeyl(p) — ¢(0),

ce qui coincide avec la regle de transformation de Laplace de la dérivée des fonctions.

EXEMPLE 8.21 On a déja vu que la transformée de Laplace de la distribution de Dirac est la fonction
constante égale a 1. plus généralement, on a en notation « fonction » (rappelons que la transformée
de Laplace est une fonction)

[L6M](p) =p", neN. (8.46)

Pour finir, il est intéressant de caractériser les distributions qui sont transformées de Laplace d"une
distribution :

dans un demi-plan R(p) > w est transformée de Laplace d’une distribution de D',

PROPOSITION 8.13 Toute fonction p — F(p), holomorphe et majorée par un polyndme en p

EXEMPLE 8.22 Application au calcul de certaines fonctions de Green dans D/,

1. Considérons le cas de la dérivation : la fonction de Green correspondante G dans D/, doit satis-

faire G’ = ¢, d’ou par transformation de Laplace

pG(p) =1.

On en déduit (rappelons que la transformée de Laplace d"une distribution est une distribution
réguliere) que
1
LClp) =0 Rp) >0,

dont on a vu que c’était la transformée de Laplace de la fonction de Heaviside, d’ot1
G=Tp.

Dong, la solution de I'équation T" = S est de la forme T = Tg * S, sans surprise quand on
se souvient que convoluer avec la fonction de Heaviside est la méme chose que calculer la
primitive valant 0 a I’origine.

2. Considérons le cas de I'opérateur de Helmholtz : d? /dt? + w3. Les fonctions de Green satisfont
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dont la solution (LG étant une fonction) est [LG](p) = 1/(p* + w3, avec R(p) > 0. La solution
prend donc la forme de la distribution réguliere

G(t) =Tog,  g(t) = ;O sin(wof)

Notons que la présence de la fonction de Heaviside dans cette affaire provient du domaine de
définition de LG, a savoir R(p) > 0.

8.6.3 Transformée de Fourier des distributions tempérées

On rappelle la propriété centrale de la transformation de Fourier des fonctions, appelée formule
d’échange : pour toutes fonctions f,¢ € L!(R), on a

[ rmsma= [ josteas.

La transformation de Fourier des distributions généralise cette propriété aux distributions tempérées.

DEFINITION 8.17 Soit T € S'(R). Sa transformée de Fourier T est la distribution tempérée
définie par R
(T.fy=(T.f), VfeSR). (8.47)

On note F I'opérateur de transformation de Fourier :

T=7FT.

EXEMPLE 8.23 Distributions de Dirac. Calculons 4 : pour toute fonction test f € S(R),

(6, F) = (6, f) = f(0) = «2? [ s,

Par conséquent, la transformée de Fourier de la distribution de Dirac est, & une constante pres, la
distribution réguliére associée a la fonction identiquement égale a 1 :

T . (8.48)
De méme, pour touta € R,

g £ £ 1 Oo —iat
oy =t f) = fla) = —— [ fear,

d’ott on déduit
bp = ——=T.,, (8.49)

ol ¢, est la sinusoide
EXEMPLE 8.24 Sinusoides. Calculons tout d’abord

(T f) = (T f) = [ flw)dw = V27f(0),
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d’apres la formule d’inversion de Fourier, qui s’applique (point par point) pour les fonctions de S(R).
On a donc

T, =V2rs. (8.50)

Si on prend le parti de noter les distributions sous forme de fonction généralisée, on notera alors

1 oo —iwt
—_— e dt = V2méd(w),
V21T /—oo ( )

d’ot1 la formule suivante, extrémement utile dans les calculs :

1 >
ow) = o [ et 851
(@ =5 [ e 851)
De méme, on montre facilement que
Te, = V2o, (8.52)
que l'on interprete aussi en termes de fonctions généralisées comme
1 >
5 =5 [ _eerrar,
(w+a) e B

8.6.4 Propriétés

La transformation de Fourier des distributions tempérées possede la plupart des propriétés “standar-
d” de la transformation de Fourier des fonctions. On en donne une liste (non exhaustive) ci-dessous.

1. Linéarité. On vérifie facilement que pour tous T, S € S'(R) et A € C,

T+S = T+S§ (8.53)
AT = AT. (8.54)

2. Comportement vis a vis des translations et modulations. Soit 2 € R, et soit 7, 'opérateur de
translation par a : 7,f(t) = f(t — a). En notant comme plus haut ¢, la fonction qui a tout t € R
associe €,(t) = e, ona

—_— ~

T, T =¢€,T. (8.55)
De méme, en notant comme d’habitude €,T le produit de la distribution (tempérée) par la fonc-
tion C™ ¢, - R

€,1T — TfaT . (8.56)

8.6.5 Transformation de Fourier et dérivation

Comme on I’a vu plus haut, I'espace de Schwartz ainsi que 1'espace des distributions tempérées sont
stables par dérivation. Par conséquent, étant donnée une distribution tempérée T, a laquelle on sait
associer sa transformée de Fourier T, on sait également associer une transformée de Fourier a toutes
ses dérivées, qui sont elles aussi dans S’ (R).
Par ailleurs, on sait que pour toute fonction f € S(R),

_—

A(w) = (=it) f(w)

N N

flw) = iwf(w),

ot on a noté it la fonction qui a t associe it.
Ecrivons dong, pour T € §’(R) et tout f € S(R)

(T, f) = (T', ) = —(T,(f)') = —(T, (=it f)) = (T,it ) = (itT, ) .
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Ceci étant vrai pour tout f € S’'(R), on a donc montré
T =itT. (8.57)
Similairement, calculons
(T, f) = ~(T.f) = ~(T.f)) = ~(Tit f) = (Zi) T. ).

En étendant ces calculs aux dérivées d’ordres quelconques, on montre similairement

THEOREME 8.6 Soit T € S'(R). Alors on a, pour tout entier positif n,

T = GO"T (8.58)
T = (SityT (8.59)

EXEMPLE 8.25 Dérivées de distributions de Dirac. En appliquant directement les expressions que
nous venons de voir, et 'expression de la transformée de Fourier de distributions de Dirac, on obtient
directement

8(p) = (it)Pé = (it)PTy . (8.60)

1
V21T
EXEMPLE 8.26 Distribution de Heaviside. Pour simplifier les notations, on notera ® la distribution
réguliere Tg associée a la fonction de Heaviside ©. De l'égalité @' = § on déduit la relation

~ 1
w® = —

V2n

d’ott on déduit, d’apres la Proposition que O est nécessairement de la forme

~ 1 1
O = v.p. <> +ad
iv2r P\w
pour une certaine constante a. Cette derniére est déterminée grace a la remarque suivante : la fonction
© — 1/2 est réelle et impaire, de méme que la distribution associée. Par conséquent, la transformée

de Fourier de ® — 1/2 doit étre impaire également. Dong, la transformée de Fourier de 1/2 valant
o/ 2\@, et la distribution de Dirac étant paire, on a nécessairementa = 1/ 2v/2, d’ott

0= L [V.p. (i}) + imS} . (8.61)

i27T

De méme, en notant ©_ la distribution réguliére associée a t — O(—t), on a

1 1
—vp.(— |+ Z'7T(5:| . 8.62
V2 [ P <w ) (562
Finalement, notons sgn = © + ©_ la distribution réguliére associée a la fonction qui a t associe son
signe :

~

sgn=0—0_.

On a alors

— 2 1
sgn = imv.p. <w>
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8.6.6 Inversion de la transformation de Fourier

La transformation de Fourier des distributions tempérées hérite de la propriété d’inversibilité de la
transformation de Fourier dans 1'espace de Schwartz. En effet, si f € S(IR), alors f(w) est bien défini
pour tout w € R, et on a, pour tout t € R,

1 N ;
t) = — / w)etdw , 8.63
f == [ fl@) 569
ce que 'on note
f=7f,
l'opérateur linéaire F étant appelé transformée de Fourier conjuguée, ou transformée de Fourier

adjointe. On peut donc noter
FF =15w), FF =15 - (8.64)

Ceci permet de définir la transformation de Fourier conjuguée des distributions tempérées : si T €
S’'(R), on définit sa transformée de Fourier conjuguée T = FT par dualité :

(T,f) =(T.f). (8.65)
On voit alors facilement que pour tout TR € S’'(R) et tout f € S(R),
(FFT,f) = (FT,Ff) = (T, FFf) =(T.f),

d’apres (8.64), d’ott on déduit

THEOREME 8.7 La transformation de Fourier des distributions tempérées est inversible : on a

?]’-' = 15/(]1{) 7 f? S ISI(IR) . (866)

Cerésultat trouve de nombreuses applications, notamment pour la résolution d’équations différentielles,
et d’équations aux dérivées partielles en dimensions supérieures.

8.7 Application au calcul des fonctions de Green

On a déja vu plus haut l'intérét de la transformation de Fourier pour la résolution des équations
différentielles (ou équations aux dérivées partielles) a coefficients constants. La transformation de
Fourier permet également le calcul explicite de Fonctions de Green, dans le méme contexte, et en
prenant en compte des conditions aux bords ou aux limites.
Le schéma général est le suivant : étant donné un opérateur différentiel linéaire D, une fonction de
Green G de D satisfait

DG=6.

Par transformation de Fourier, cette équation devient

— ~ 1
DG = HG = —,
V27T

ol H est une distribution, et c’est cette derniere équation qu’il faut ensuite résoudre au sens des
distributions.
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8.7.1 Exemple simple : fonction de Green de I'opérateur de dérivation dans D’

Reprenons l'exemple de l'opérateur D = d/dt en dimension 1. Par transformation de Fourier, on
aboutit a 'équation

d’ot1 on déduit
~ 1 1
Gw) = ——vp.| — ) +¢d,
@ =z <w)

pour une certaine constante c. Or nous savons d’aprés I'Exemple que G est donc égal a la trans-
formée de Fourier de la distribution de Heaviside, & un terme additif de la forme ¢’é pres. Donc G
est de la forme G = Tg + ¢’ pour une certaine constante ¢”. Parmi toutes les valeurs possibles de ¢”,
la seule qui assure G € D/, est ¢’ = 0. Donc 'unique fonction de Green G € D/, du probleme est la
distribution de Heaviside

G=Tp. (8.67)

8.7.2 Oscillateur harmonique 1D

Considérons le cas de l'oscillateur harmonique, défini comme solution de 1’équation différentielle
F/(8) + WRf () = u(t). (5.68)
Par définition, une fonction de Green associée a cette équation doit donc satisfaire I"équation
G"+wiG = (8" +wis)xG =1, (8.69)
ce qui en passant dans le domaine de Fourier, conduit a

(@R — w?)C(w) = \/;* . (8.70)

A ce point, on pourrait conclure que G(w) = 1/(w3 — w?), et terminer le calcul par transforma-
tion de Fourier inverse, mais c’est aller un peu vite en besogne. En effet, au sens des distributions,

I’équation (8.70) n"admet pas une solution unique, comme le montre la Proposition La solution
est de la forme

A 1 1
Glw) = mv.p. < 7 w2> + by + PO,

e (vp (o) e (e )) 0 B0
2w0/2T -p- w—wo -p- @ + wo wp —wp

pour certaines constantes «, 3 € C. Notons que ces deux constantes sont précisément les constantes
d’intégration qui apparaissent lorsque 1’on veut résoudre une équation différentielle du second ordre.
On obtient de la sorte une famille paramétrique de fonctions de Green, définies pour l'instant dans
le domaine de Fourier. Il faut maintenant en calculer les transformées de Fourier inverses. Pour cela,
nous avons déja vu dans I'Exemple[8.16/que v.p.(1/w) est la transformée de Fourier de la distribution
isgn/2. On a donc

1 ; .
G(t) = Two Sin(wot)sgn(t) + lxlezwgt + ,Bleflwot

pour certaines constantes o/, p’ € C.
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8 Distributions et fonctions de Green

I est maintenant temps de se préoccuper des conditions aux bords. On peut par exemple voir que le
choix «’ = —p’ = 1/2wy conduit a une fonction de Green causale Gt € D’,, appelée fonction de
Green retardée

1
Gret(t) = w—@(t) sin(wot) (8.71)
0
alors que le choix &' = —p’ = —1/2wy produit la fonction de Green avancée G,y € D', qui est
anticausale 1
Gav(t) = —w—®(—t) sin(wot) (8.72)
0

La fonction de Green retardée est précisément celle que nous avons obtenue plus haut en utilisant la
transformation de Laplace.

REMARQUE 8.4 Nous nous sommes spécialisés ici sur les problemes de type probleme de Cauchy, c’est
a dire des problemes dans lesquels I"équation considérée est complétée par des données initiales. Des
techniques similaires s’appliquent pour des probléemes aux bords, par exemple des problemes dans
lesquels I'équation différentielle est considérée sur un intervalle, et complétée par des conditions aux
bords. Les conditions aux bords peuvent alors étre utilisées pour fixer les valeurs des constantes « et
p ci-dessus.

8.7.3 Un exemple multidimensionnel : 'opérateur de la chaleur

Nous avons déja vu l'utilisation de la transformation de Laplace pour résoudre 1’équation de la cha-
leur. Nous allons maintenant étudier I’approche basée sur les distributions.
On considere 1'opérateur différentiel L agissant sur les fonctions de deux variables par

ou o%u
Lu(x,t) = g(x,t) - txﬁ(x,t) (8.73)
Soit G une fonction de Green de L : on a donc
oG G
g(x,t) - am(x,t) =6(x)d(t) . (8.74)

Introduisons une transformation de Fourier en temps et en espace. En notant respectivement w et k
les fréquences temporelle et spatiale, la transformée de Fourier G de G est solution de

(i + ak?) Gk, w) = % . (8.75)

Donc, a une distribution solution de (iw + ak?)G(k, w) = 0 pres, la solution est de la forme

A 1 1 1 1
(k) 2riw + ak? 20w — ink? (8.76)
La transformation de Fourier inverse par rapport a la variable w peut se calculer en utilisant le
théoreme des résidus. Sans entrer dans les détails, notons que pour ¢t < 0, la présence d'un terme
¢! dans l'intégrand force a prolonger le contour d’intégration par un demi-cercle dans le demi-plan

complexe inférieur, a l'intérieur duquel l'intégrand est holomorphe. Ainsi,
G(x,t)=0 Vt<O. (8.77)

Pour t > 0 on doit prolonger par un demi-cercle dans le demi-plan complexe supérieur, a l'intérieur
duquel l'intégrand admet un pole simple en w = iak?. En notant G(k, t) la transformée de Fourier
temporelle inverse, le théoreme des résidusﬂ fournit donc

~ 1
Gk, t) = %Zine_"‘kzt — ot

1La vérification du fait que l'intégrale sur le demi-cercle tend vers 0 quand le rayon tend vers I'infini est laissée en exercice
au lecteur,... qui ne demande que ¢a.
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Il suffit maintenant de calculer la transformée de Fourier inverse de G :

1 © . 1
G(x,t) = _E o G(k,t)elkx dk — \/ﬁe*xz/‘h"t /

une expression déja vue quelque part.
La solution de I'équation aux dérivées partielles

(8.78)

ou 82u
5 —(x,t) — 8 2(x t) =

prend finalement la forme d"un produit de convolution bidimensionnel

u(x,t) = (Gxv)(x,t) / / o(x —x',t—t)dt'dx .

Il faut noter que cette solution correspond a une condition initiale nulle : lim;_, u(x, t) = 0. Pour tenir
compte d’une contition initiale non-nulle, il faut ajouter une solution uy de I’équation homogene,
satisfaisant une condition initiale donnée

up(x,0) = To(x) .

Ce probleme peut lui aussi étre résolu grace aux distributions. Introduisons une solution sous forme
de distribution réguliere (notée comme fonction pour simplifier) Uy(x, t) = up(x, t)O(t). La distribu-
tion U satisfait

ol 0*Up B
W@’t) - zxﬁ(x,t) = To(x)d(t)

d’ott on déduit la solution

Up(x, £) = /°° G(x, ) To(x — x') dx’,

—00

et finalement

o(x,t) = /O:O/OOOG(x/,t’)v( "dt'dx ~|—/ (x/, 1) To(x — x") dx’ . (8.79)
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Cinquieme partie

Operateurs linéaires
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CHAPITRE

Opérateurs linéaires

9.1 Introduction, rappels

Dans cette section, on revoit les notions de base d’algebre linéaire, en se placant sur le corps des
complexes C, en dimension finie et infinie, avec toutefois I’accent sur la dimension finie.
Commencgons par le premier rappel suivant :

Soient E, F deux espaces vectoriels sur C. Une application f : E — F est linéaire si pour tous x,y € E
ettous A,y € C,ona f(Ax+ py) = Af(x) + f(y). Une application f : E — F est antilinéaire si pour

tous x,y € Eettous A,y € C,ona f(Ax+ py) = Af(x) + if(y).

9.1.1 Formes sesquilinéaires, formes Hermitiennes

DEFINITION 9.1 Soit E un espace vectoriel sur C.

1. Une forme sesquilinéaire sur E est une application
Yy:EXE—C,

qui est antilinéaire par rapport a la premiere variable, et linéaire par rapport a la seconde.
En d’autres termes, pour tous x,y,z € Eet A,y € C,ona

YAx+puy,z) = Ay(xz)+pEv(y,2), (9.1)
v(x, Ay +uz) = Ay(xy) +py(xz). 9.2)

2. Une forme sesquilinéaire -y sur E est Hermitienne si pour tous x,y € E,

Yy, x) = v(x,y) . (9.3)

EXEMPLE 9.1 les exemples suivants donnent un premier apercu de situations possibles.

1. Soit E = C2, muni de la base canonique. Pour tous x,y € E, caractérisés par leurs coordonnées

N o X1 . Y1 e
talab X = ty = , définit
par rapport a la base : x < % > ety ( " > on défini

Y(x,¥) = X1y1 + X2y> .

On vérifie facilement qu’il s’agit d"une forme Hermitienne.

2. Avec les mémes notations, toujours dans E = C2, on définit

— — o o —( 1 i
¥(x,¥) = X1y1 + 3Xoy2 + iX1y2 — iXoys = x! < _i ; > v

De nouveau, on vérifie facilement qu’il s’agit d"une forme Hermitienne.
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9 Opérateurs linéaires

3. Passons maintenant a un exemple en dimension infinie. On note Cy(Z) 1’ensemble des suites
(infinies) {u,, n € Z} a support fini :

Co(Z)={u:Z—C, 3N € Z*|u, =0si|n| > N} .
On définit alors v = Co(Z) x Cy(Z) — C par

[ee]

Yooy) =Y. Ty, xyeC(Z).

n=-—oo
Il s’agit la encore d’une forme Hermitienne.

4. Considérons maintenant 1’espace C([0,1]) des fonctions continues dans l'intervalle [0,1]. On
vérifie facilement que l'application -y définie par

1) = [ Fstar,  fgeco)

est une forme Hermitienne.
5. Avec les mémes notations, étant donnée une fonction de deux variables a : [0,1] — C bornée,
'application y définie par
1

10f9) = [ aFg®a,  f,gec(o)

est une forme sesquilinéaire, qui est Hermitienne si et seulement si a est a valeurs réelles.

9.1.2 Bases, matrices

Commengons par considérer le cas d’espaces vectoriels complexes de dimension finie (voir la re-
marque [9.3|ci dessous pour la dimension infinie). Soit E un tel espace, de dimension dim(E) = n, et
soit B = {ey,...e, } une base de E. Soit v : E x E — C une forme sesquilinéaire sur E.

Soient x,y € E, quelconques, et soient x = (x1,...x,) ety = (y1,...yn)" leurs vecteurs colonne de
coordonnées par rapport a la base B. Alors on peut écrire

v(xy) = v(Z xiej, Zyjej) =Y Y xyjv(ee) =x'Ty, 9.4)
i=1 j=1 i=1j=1

]:

ou I est la matrice dont les éléments sont donnés par

ri]' = ’)/<€1', 6]) . (95)

REMARQUE 9.1 La forme sesquilinéaire 7y est Hermitienne si et seulement si sa matrice dans la base
considérée est telle que
I'‘t=r.

On dit que la matrice I' est Hermitienne.

Par exemple, dans les exemples (1) et (2) de I'exemple les matrices, respectivement
10 ‘ 1 i
01)" °© —i 3 )"

Il est important de se souvenir que la matrice d'une forme sesquilinéaire dépend de la base choisie.
Lorsque I’on passe d’une base a une autre, la matrice change, comme l’exprime la remarque suivante.

sont Hermitiennes.
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REMARQUE 9.2 Soit 7y une forme sesquilinéaire sur E, soit B = {ey,...e,} une base de E, et soit T
la matrice de -y par rapport a cette base. Soit B’ = {e],...e},} une autre base de E. On rappelle que
les coordonnées x d'un vecteur x € E par rapport a la base B se transforment en coordonnées x’ par
rapport a la base B’ comme

x'=Px, (9.6)

ot P = Pg_.p est la matrice de passage de la base B a la base B’, dont les colonnes sont les compo-
santes des vecteurs ef dans la base B. En d’autres termes,

ej = Puei+Puex+---+ Puey,
e = Piper + Pyes + -+ - + Pypoey ©7)
5; ; 'P‘l;iel + Pyyer + - - 4 Puyey, .
On peut alors écrire, pour tous x,y € E,
7(x,y) = x'Ty = x*"PTPyY’,
de sorte que la matrice de y dans la base B’ prend la forme
I' = PITP. (9.8)

REMARQUE 9.3 Le cas des espaces de dimension infinie. Si I’espace vectoriel considéré est un espace
de dimension infinie, et étant donnée une base de cet espace {ey, ey, , ...}, il est encore possible d’as-
socier une matrice I' & une forme sesquilinéaire <y : E x E — C. Cette matrice est toujours constituée
des images des vecteurs de base, comme en , mais il s’agit cette fois d'une matrice infinie. Les
manipulations effectuées dans cette section se transposent facilement a ce nouveau cas, a condition
toutefois de vérifier que les opérations sont bien définies.

9.1.3 Rang et noyau

Dans cette section, on se limite de nouveau au cas d’espaces vectoriels complexes de dimension finie.

DEFINITION 9.2 1. Soit y une forme sesquilinéaire sur E. Le rang de -y, noté rg (7y), est
défini comme le rang de la matrice T, c’est a dire la dimension de I'espace engendré par les
vecteurs-colonne de T'.

2. vy est non-dégénérée si son rang est égal a la dimension de E, ou de facon équivalente, si

det(T) # 0.

Cette définition peut donner I'impression que le rang d’une forme sesquilinéaire dépend de la base
dans laquelle la matrice est calculée. Il n’en est rien, en effet les matrices de passage étant toujours
inversibles, I’équation montre que pour toute autre base B, le rang de la matrice associée I est
égalaurangdel.

DEFINITION 9.3 Le noyau de la forme sesquilinéaire <y : E x E — C est défini par

N(y)={y€E y(x,y) =0Vx € E} . (9.9)
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REMARQUE 9.4 Nous avons déja remarqué que dans une base quelconque de E, on a y(x, y) = EI’%
Donc, dire que y(x,y) = 0 pour tout x € E revient a dire que I'y = 0, de sorte que la définition du
noyau de 7 coincide avec la définition du noyau de la matrice associée I'.

Le dernier résultat de cette section, donné sans démonstration, est un résultat fondamental de 1’algébre
linéaire.

THEOREME 9.1 Soit vy une forme sesquilinéaire sur ’espace vectoriel complexe E. Alors on a

dim(E) = rg (7) + dim(N(7)) . (9.10)

9.1.4 Réduction d’une forme Hermitienne

Parmi les bases d’un espace vectoriel sur C, certaines sont particulierement bien adaptées a une forme
Hermitienne donnée.

DEFINITION 9.4 Une base B = {ey,ez,...} de I'espace vectoriel complexe E est orthogonale
pour la forme Hermitienne <y si pour tous i, j, on a

v(ei,ej) =0, siiFj. (9.11)

Dans une telle base, la matrice I' de 7y prend une forme diagonale :

a100
06120

les nombres a; étant des réels (car 7y est supposée Hermitienne). En d’autres termes, étant donnés
x,y € E,ennotant x = (x1,x2,...)" ety = (y1,y2,...)" leurs coordonnées par rapport a cette base, on
peut écrire,

y(x,y) = Zﬂifiyi .
1

Un autre résultat fondamental de 1’algebre linéaire montre qu’en dimension finie, il existe toujours
de telles bases. Plus précisément,
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THEOREME 9.2 Soit 7y une forme Hermitienne sur E, espace vectoriel complexe de dimension
finie.
1. Il existe toujours une base orthogonale pour <.

2. 1l existe une base orthogonale B = {ey, ...ey} telle que la matrice T de vy dans cette base
prenne la forme

1 0 . 0
01 . 0
0 0 1
-1 0 0
o -1 ... O
I'= ) , (9.12)
0 -1
0 0 . 0
0 0 . 0
00 ... 0

de sorte que l'on puisse écrire pour tous x,y € E, en notant x = (x1,xz,...) ety =
(y1,vy2, ... )" leurs coordonnées par rapport a cette base,
p r
Y(x,y) = Zfiyi - Z XilYi , (9.13)
i=1 i=p+1

r étant le rang de -y. Le couple (p,r — p) est appelé signature de -y, et noté sign(y).

La seconde partie de ce théoréme porte le nom de théoreme d’inertie de Sylvester.

EXEMPLE 9.2 Reprenons le cas (2) de I'exemple On a manifestement, en utilisant la méthode de
réduction de Gauss,

Y(x,x) = |x1)? + 3|x2|* + iX1x2 — i%px1 = |x1 +ix2|? 4+ 2|x2|?,
et on vérifie sans peine que

v(x,y) = (x1+ix2)(y1 +iy2) + 2%y -

On est donc dans ce cas en présence d'une forme non-dégénéré, de signature (2,0). -y est diagonale
dans le nouveau systéeme de coordonnées

!/ . /
X1 = X1 +1x2, Xy =X2.
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9.1.5 Espaces pré-Hilbertiens, espaces Hermitiens

DEFINITION 9.5 1. Une forme Hermitienne -y sur E est positive si y(x,x) > 0 pour tout
x € E.

2. Elle est définie si y(x, x) = 0 implique x = 0.

3. Siy n'est pas définie, un vecteur x € E tel que y(x, x) = 0 est dit isotrope.

Notons qu’une forme Hermitienne définie est non-dégénérée.

DEFINITION 9.6 1. Un espace pré-Hilbertien est un espace vectoriel sur C, muni d'une forme
Hermitienne définie positive.

2. Un espace pré-Hilbertien de dimension finie est appelé espace Hermitien.

On utilise généralement une notation spécifique lorsque 1’on se place dans un cadre d’espace pré-
Hilbertien. La forme Hermitienne correspondante, appelée produit scalaire Hermitien est notée (-|-) et
on note aussi

[0 2= el = /{2

REMARQUE 9.5 Cette application est appelée norme associée au produit Hermitien. Elle possede en
effet les propriétés d"une norme :

1. |[[Ax|| = |A] ||x||, pour tous x € Eet A € C.

2. ||x|| = 0 implique x = 0.

3. lx+y|| < |lx|| + |ly|]| pour tous x,y € E (inégalité de Minkowsky).
Par ailleurs, la connaissance de la norme est suffisante pour caractériser le produit scalaire Hemmi-
tien, grace a I'identité de polarisation

(ely) = llx+yl? = lx =yl = illx + iy[* + iflx — iy]>.

Une propriété essentielle des espaces pré-Hilbertiens est I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

PROPOSITION 9.1 Soit E un espace pré-Hilbertien. ALors pour tous x,y € E, on a

[ y) | < llxl Hlyll

l'inégalité devenant une égalité si et seulement si x et y sont proportionnels.

Une grande vertu des espaces Hermitiens est qu’ils posseédent toujours une base orthonormée. En
effet, d’apres le théoreme d’inertie de Sylvester (voir théoreme[.2)plus haut), on peut toujours trouver
une base orthogonale pour la forme Hermitienne , telle que les éléments diagonaux de la matrice
vaillent 1, -1 ou 0. La forme Hermitienne étant supposée définie positive, les valeurs -1 et 0 sont
impossibles, ce qui prouve ce résultat.
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9.2 Opérateurs linéaires dans les espaces Hermitiens
Les notions introduites dans ce qui suit peuvent ’étre dans un cadre plus général que ce qui est fait

ici. On a plutoét choisi pour simplifier de se limiter au cadre des espaces Hermitiens, dans lesquels on
a l’assurance de pouvoir disposer de bases orthonormées par exemple.

9.2.1 Définitions

DEFINITION 9.7 1. Soit H un espace Hermitien. Un opérateur linéaire de H (aussi appelé
endomorphisme de H) est une application linéaire A : H — H.

2. La norme d’un opérateur linéaire A sur 'H est définie par

Ax
1 Aflop = sup 1AZ]

Al (9.14)
xer |Ixll

La norme d’un opérateur A sur un espace Hermitien H peut aussi s’écrire

Ax
Allop = sup HAMD]

cyer Xyl

Etant donné un opérateur linéaire A sur H, et une base B de 'H, on peut construire la matrice M = M4
de A par rapport a cette base : il s’agit de la matrice dont les colonnes sont les composantes de Aey,
Aey,... Aey, par rapport a la base :

Aey = Miyeg + Mpyer+ -+ Me,,
Aey = Myper + Mpey + -+ Mpey,, (9.15)
Ae, = Mye1 + Moer+ -+ Myye, .

Considérons x € H, et notons x = (x1,...x,)" le vecteur colonne de ses coordonnées par rapport a la
base B. On peut donc écrire

n
X = Exiei ,
i=1
et donc

n n n n n
Ax =) xi) Mjej =) (Z Mjixi) ej =) (Mx)je; .
i1 j=1 i=1 =

j=1 j

Par conséquent, les coordonnées de Ax dans la base B = {e1,...e,} sont données par le vecteur
colonne Mx :
Ax = Mux .

REMARQUE 9.6 En prenant des produits scalaires avec les vecteurs de base, on obtient par exemple
(e1|Aer) = My (erler) + Moy (ealer) + - - - + My (ealer) = (T'M)11,
et plus généralement, en notant M la matrice définie par

M;ij = (ei| Aej) ,

201



9 Opérateurs linéaires

on a
M=T'M.

La situation est évidemment plus simple si la base B considérée est orthonormée pour la forme Her-

mitienne (- | - ). Dans ce cas, I est la matrice identité, et M = M.

DEFINITION 9.8 Soit A un opérateur linéaire de H. Le rang de A est la dimension de I'image
AH de 'H par A. Le noyau de A est le sous-espace de 'H dont I'image par A est nulle :

N(A) ={x e H,Ax =0} . (9.16)

Le théoréme de la dimension est un résultat fondamental :

THEOREME 9.3 Soit A : E — E un opérateur linéaire sur l'espace vectoriel de dimension finie
E. Alorsona
dim(E) = rg(A) + dim(N(A)) . (9.17)

Les exemples les plus simples d’opérateurs sont les opérateurs de rang 1, c’est a dire les opérateurs
dont I'image est de dimension 1. La forme générale de ces opérateurs est la suivante : étant donnés
u,v € 'H, on construit 'opérateur suivant :

A(u,v):x € H— (v|x)u, (9.18)
qui sont parfois notés (en mécanique quantique notamment) comme des “dyades”
A(u,0) = |u){o] -

Un cas particulier important est fourni par les opérateurs de projection orthogonale de rang 1, qui
correspondent au cas v = u, avec |[u| = 1.

On peut également s’intéresser aux opérateurs de projection orthogonale de rang supérieur a 1. On
peut facilement montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 9.2 Soit H un espace Hermitien, soit F C H un sous-espace de H, et soit
{f1,... fm} une base orthonormée de F. Alors l'opérateur de projection orthogonale Iy de H
sur F est la somme des projecteurs orthogonaux de rang 1

Ir = YA f) 9.19)
i=1

Preuve : Soit x € H, quelconque, et notons xg = ITrx = Y " | ax fx son projeté orthogonal sur F. Alors
onapourtouti =1,...m,x —xo L f;, ce qui s’écrit

(filx =x0) =0, Vi=1,...m.

En remplagant x( par son expression, on aboutit a
m
(filx) = 2 axlfilfi) = i,
k=1

d’ou
m

xo=Trx =) (felx)fi,

k=1
ce qui est le résultat recherché.
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9.2 Opérateurs linéaires dans les espaces Hermitiens

9.2.2 Opérateur adjoint

La notion d’opérateur adjoint est une notion fondamentale.

THEOREME 9.4 Soit H un espace Hermitien. Pour tout opérateur linéaire A de H, il existe un
unique opérateur linéaire A*, appelé opérateur adjoint de A, tel que pour tous x,y € 'H,

(x|Ay) = (A"x]y) . (9:20)

Considérons une base B, orthonormée pour la forme Hermitienne de H. Alors la matrice de I’adjoint
A* de A dans cette base n’est autre que la conjuguée Hermitienne (en d’autres termes, le complexe
conjugué de la transposée) de la matrice de A. En effet, on peut écrire

s n n n o n I
(x|Ay) =x'My =) %) Myy; =) ) M = Mix'y
i=1 j=1 j=li=
Ceci s’écrit donc L
My = MY, . (9.21)

REMARQUE 9.7 Lorsque la base considérée n’est pas orthonormée, la relation est quelque peu plus
complexe : il faut cette fois écrire
Mp- =T 'MT

L’adjoint posséde un certain nombre de propriétés simples, qui sont énoncées ci-apres

PROPOSITION 9.3 Pour tous opérateurs linéaires A, B sur H, et tout A € C,
1. A =A; 1" = 1.
2. (A+B)*=A*+B*; (AA)* = AA*; (AB)* = B*A*.
3. rg(A*) =rg(A).

Preuve : La plupart de ces propriétés sont démontrées de fagon élémentaire. Par exemple pour la
premiere : pour tous x,y € H,on a

{x|A™y) = (A%xly) = (x|Ay),
ce qui montre bien que A** = A. De fagon similaire,

((AB)"x|y) = (x[ABy) = (A"x[By) = (B"A"x|y) .

EXEMPLE 9.3 1. Dans C?, on considere l'opérateur linéaire déterminé dans la base canonique par
la matrice

-1
V3 V3

L’adjoint de cet opérateur est déterminé par la matrice

[uy

LS|

1+ =1
V3 3
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9 Opérateurs linéaires

2. Dans C3, on considere 'opérateur linéaire déterminé par la matrice
7

1/v2 1/vV2 0
M= | i/vV2 —i/V2 0
0 0 i

On peut aussi vérifier que M* est également I'inverse de M, de sorte quel’'ona MM* = M*M =
1. De tels opérateurs sont dits unitaires.

3. Soient u, v € H, espace Hermitien, et soit A(u, v) I'opérateur de rang 1 associé, défini en (9.18).
Pour tous x,y € H,on a

(x[A(u, 0)y) = (x[(v]y)u) = (oly)(x|u) = ((u|x)oly) = (A(v,u)x]y),

de sorte que l'adjoint de 'opérateur de rang 1 A(u,v) n’est autre que 1'opérateur de rang 1
A(v,u):
A(u,v)* = A(v,u) . (9.22)

4. De fagon plus générale, étant donnés un espace Hermitien H et un sous-espace F C H, la
projection orthogonale ITr de H sur F (voir Proposition[9.2) est auto-adjointe :

I =T1p .

9.2.3 Diagonalisation des opérateurs autoadjoints
On rappelle que v € E est vecteur propre de 'opérateur A si il vérifie
Av = Av,

pour un certain A € C. A est appelé valeur propre de A. Le sous-espace propre associé a A est I’ensemble
des vecteurs propres de A de valeur propre A :

Ey={v€E, Av = Av}.

A est diagonalisable s'il existe une base {ey, ...} telle que la représentation de A dans cette base soit
diagonale.
ai 0o ... 0

My = 0 a ... 0 (9.23)

DEFINITION 9.9 Un opérateur linéaire A sur H est auto-adjoint si A* = A, c’est a dire si pour
tous x,y € 'H,
(x|Ay) = (Ax]y) . (9.24)

Compte tenu de la forme donnée en (9.21) pour la matrice de I'adjoint dans une base orthonormée,
il est clair que A est auto-adjoint si et seulement si sa matrice M4 dans une base orthonormée est
Hermitienne, c’est a dire telle que

M, =M, . (9.25)

Le résultat fondamental concernant les opérateurs linéaires auto-adjoints en dimension finie est le
suivant :
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9.2 Opérateurs linéaires dans les espaces Hermitiens

THEOREME 9.5 Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace Hermitien H.
1. Les valeurs propres de A sont toutes réelles.
2. A est diagonalisable.

3. Les sous-espaces propres de A sont orthogonaux deux a deux. On peut donc construire une
base orthonormeée de 'H en choisissant une base orthonormée dans chaque sous-espace propre
de A.

En termes de matrices et vecteurs, ce résultat est équivalent au résultat suivant.

COROLLAIRE 9.1 Toute matrice Hermitienne est diagonalisable, et posseéde des valeurs propres
réelles. Les sous-espaces propres correspondants sont deux a deux orthogonaux pour le produit
scalaire Hermitien canonique dans C" : (x|y) = Y1 Xiy;.

Partant du théoréme on peut donner de la formule (9.23) I'interprétation suivante : soit x € H, sa
décomposition sur la base orthonormée qui diagonalise A est

n
x =) (eix)ei, (9.26)
i=1
et I'image de x par A s’écrit quant a elle
n
Ax =Y ailej|x)e; . (9.27)
=1

Une telle expression porte le nom de représentation spectrale de l'opérateur A.

REMARQUE 9.8 Partant de leur représentation spectrale, il est possible de construire simplement cer-
taines fonctions d’opérateurs. Commengons par les puissances. Etant donné un opérateur autoadjoint
quelconque A € L(’H), sa puissance k-ieme est obtenue en appliquant k fois consécutivement A. En
utilisant (9.27), on obtient facilement la représentation spectrale du carré de A :

n

A’x = Z (ej|x) Ae; = Za (ei]x)e;
i=1

Plus généralement, on a de méme, pour tout k € IN

n

Afx =Y ak(ei|x)e;

i=1

De 1a, on peut également construire des fonctions plus élaborées d’opérateurs. L'exemple le plus
simple est la fonction exponentielle : en écrivant

> 1
oxp(4) = 1 A",

on obtient de méme la représentation spectrale de 1’exponentielle de 'opérateur audo-adjoint A :
pour tout x € H,

[ee]

exp(A)x =) l'Akx =
= !

o n

1
ZEZ Klei|x)e; = Zexp )(ei|x)e;

k=0 i=1
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9 Opérateurs linéaires

Partant de 13, on obtient également les représentations spectrales d’autres fonctions d’opérateurs,
pourvu que ces fonctions puissent étre développées en série entiere, et que les problémes de conver-
gence de ces dernieres puissent étre évités. Nous n’entrerons pas dans les détails de ces problemes
ici.

La norme des opérateurs auto-adjoints prend une forme particulierement simple. En effet, on a

PROPOSITION 9.4 Soit A un opérateur auto-adjoint sur l'espace Hermitien H, et soit Ayay la
plus grande (en valeur absolue) de ses valeurs propres. Alors

||A||0p = | Amax| - (9.28)

Preuve : Supposons que A ait été diagonalisé, notons ay, ... ay ses valeurs propres (réelles, car A est
auto-adjoint). Partant de la représentation spectrale (9.27), on peut écrire pour tout x = Y/ ; a;e;
JAx|? _ T a2l
[ x[|2 Y |aq]?

Supposons sans perte de généralité que la plus grande valeur propre (en valeur absolue) soit a3, et
écrivons

[Ax]> Sy (ai/a)?|eq 5 X ((ai/a1)? = 1) |aqf?
7 — M z 2 =t n 2
[ x| Yo |l Yisg |al

Le second terme est toujours négatif ou nul, de sorte que l'on a

| Ax]|?
]2

<a,

et I'inégalité devient une égalité si et seulement si a; = 0 pour tout i tel que |a;| < |a;|. Donc ||Al|op =
|a1|, ce qui prouve la proposition.

EXEMPLE 9.4 1. Dans un espace Hermitien H, soit u € H, tel que ||u]| = 1, et soit A(u,u) le
projecteur orthogonal sur Cu C ‘H. Si on note K le complément orthogonal de Cu dans H, c’est
a dire le sous-espace de ‘H engendré par les vecteurs orthogonaux a u, on a pour tout v € Cu,
A(u,u)v = v, et pour tout v € K, A(u,u)v = 0. Par conséquent, A(u,v) admet 0 et 1 pour
valeurs propres, et la décomposition
H=Cud K

estla décomposition de H en sous-espaces propres correspondants. Il est clair que || A(u, u) ||y =
1.

2. Similairement, soit 7 C H un sous-espace de H, et soit I1 le projecteur orthogonal de H sur
F. Soit K le complément orthogonal de F dans H. Alors pour tout v € F, I1rv = v, et pour
tout v € K, ITrv = 0. Le projecteur orthogonal I1r admet 0 et 1 pour valeurs propres, et la
décomposition

H=FaeKk
est la décomposition de H en sous-espaces propres correspondants. De nouveau |[I1z|[o, = 1.

3. Considérons le cas de H = C?, et soit A € ﬁ(CZ), défini par sa matrice dans la base canonique :
_ 2 141
Ma = ( 1—i 2 ) ‘

206



9.2 Opérateurs linéaires dans les espaces Hermitiens

A est clairement auto-adjoint (car M4 possede la symétrie Hermitienne : qu = M), et est donc
diagonalisable. Chercher les vecteurs propres et valeurs propres de A revient a diagonaliser M 4,
donc a rechercher les racines (en A) du polynéme caractéristique

P(A) =det(Mg — A1) = (2—A)? — (1+i)(1—i) =A> — 41+ 2.

Les racines sont A = 2+ +/2, donc |Allop = Ay =2+ V2. Les vecteurs propres correspondants
ont pour coordonnées dans la base canonique

LT s\ 4

_ 2++2 0 -1
un=p (2 )

ou P est la matrice de passage, dont les colonnes ne sont autres que les vecteurs e :

1 14 140
P=_——_| v2 Vv2 | .
V2 1 -1

Finalement, la représentation spectrale de A s’écrit

St

On peut écrire

Ax = (24+V2) (e |x)er + (2 = V2){e_|x)e_ .

9.2.4 Diagonalisation simultanée d’opérateurs auto-adjoints qui commutent

Etant donnés deux opérateurs sur un espace Hermitien, ils ne sont généralement pas diagonaux dans
la méme base, sauf dans certaines situations particulieres. Considérons tout d’abord le cas de deux
opérateurs auto-adjoints A et B sur H, et soit

[A,B] = AB — BA
leur commutateur. Supposons que [A, B] = 0, soit 4 € R une valeur propre quelconque de A, soit
H, ={x € H,Ax = ax}
le sous-espace propre associé, et soit x € H, un vecteur propre de A, de valeur propre 4. Calculons
ABx = BAx = aBx .

Nous avons montré que Bx est lui aussi vecteur propre de A avec la méme valeur propre. En d’autres
termes, le sous-espace propre de A de valeur propre a est stable par B. En diagonalisant la restriction
de B a ce sous-espace propre, nous obtenons donc une base orthonormée de H,, formée de vecteurs
propres simultanés de A et B. Ceci étant vrai pour toute valeur propre a de A, on a donc montré le
résultat important suivant :

THEOREME 9.6 Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints sur 'H, tels que [A, B] = 0. Alors
il existe une base orthonormée de H formée de vecteurs propres simultanés de A et B.

Ce résultat, et sa généralisation aux opérateurs auto-adjoints en dimension infinie, prend toute son
importance en mécanique quantique, ot la diagonalisation simultanée d’observables (opérateurs
auto-adjoints) qui commutent permet de spécifier I’état quantique d"un systeme. Nous considererons
des exemples plus loin.
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9 Opérateurs linéaires

9.3 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

9.3.1 Généralités

Apres avoir analysé le cas de la situation finie, passons maintenant au cas plus général.

DEFINITION 9.10 Un espace de Hilbert est un espace pré-Hilbertien, complet pour la norme
issue du produit Hermitien.

En d’autres termes, on impose que toute suite de Cauchy dans un espace de Hilbert converge dans
cet espace.

REMARQUE 9.9 1. Le cas de la dimension finie est le plus simple : tout espace Hermitien est un
espace de Hilbert.

2. L'exemple classique d’espace de Hilbert est ’exemple des espaces de fonctions de module carré
intégrable. Par exemple, l'espace

2(o1) = {s: 01~ ¢ [ 1fOPd<wf,

muni du produit Hermitien

(g = [ Fgwar, f.g € 12(0,1)

est un espace de Hilbert.

3. Un exemple d’espace pré-Hilbertien qui n’est pas un espace de Hilbert est fourni par 1'espace
C([0,1]) des fonctions continues sur [0, 1], muni du méme produit Hermitien que L?([0,1]). En
effet, considérons la suite de fonctions f, € C([0,1]), définies par f,(t) = inf(n,t~1/3). Un calcul

simple montre que pour tout 7,

3

aner_anz S EI

de sorte qu’il s’agit bien d'une suite de Cauchy. Par contre, il est aussi facile de voir que lorsque
n — oo, f, tend vers t — £1/3, qui n’est pas continue en f = 0. Ainsi, cette suite ne converge
pas dans C([0,1]), et cet espace n’est donc pas un espace de Hilbert.

REMARQUE 9.10 On se limitera ici au cas des espaces de Hilbert séparables, c’est a dire admettant
au moins une base orthonormée. C’est un cadre suffisamment large pour ce dont nous avons besoin.
On peut par exemple montrer que tous les espaces de fonctions de module carré intégrable sont des
espaces de Hilbert séparables.

Comme plus haut, étant donné un espace de Hilbert H, nous appellerons opérateur sur H une appli-
cation linéaire

A H—-"H
bornée, au sens ot1 sa norme
A A
Al = sup 143 g 1zl
xeH HXH x,yeH HxH HyH
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9.3 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

est finie. On note £(H) I'ensemble des opérateurs sur un espace de Hilbert . On montre facilement
qu’étant donnés deux opérateurs A, B € L(H), leur somme et leur produit (ou leur composition) est
également un opérateur de L(H). De plus, on a I'inégalité

1ABllop < [|AlloplIBllop -

EXEMPLE 9.5 1. Opérateurs scalaires : étant donné un espace de Hilbert H, on considere I'opérateur
A € L(H) défini par

Ax=Ax, VxcH,
ot A € C est une constante. On vérifie facilement que ||Al[op = |A|.

2. Opérateurs de rang 1 : ces opérateurs sont définis similairement a leurs analogues en dimension
finie. Etant donnés 1, v € 'H, on note A(u, v) I’opérateur défini par

A(u,v)x = (v|x)u, VxeH.

Il est clair que siu # 0 etv # 0, dim(A(u,v)H) = dim(Cu) = 1, il s’agit donc d’un opérateur
de rang 1.

3. Opérateurs de rang fini et projecteurs orthogonaux : Les opérateurs de rang fini, qui jouent un
role important dans la théorie des opérateurs compacts (voir plus bas), sont définis comme
sommes d’opérateurs de rang 1 : partant d’une suite de vecteurs uy,...un,v1,...ony € H, on
construit A : H — 'H, défini par

N

N
Z (un, vn) xGH—>Z<vn]x>un

n=1

Un cas particulier est fourni par le cas dans lequel u, = v, pour tout n, et les vecteurs u,
forment une base orthonormée de 1’'espace qu’ils engendrent. On montre alors facilement qu'un
tel opérateur A est le projecteur orthogonal sur 'espace en question.

4. Opérateurs définis par une matrice infinie : Supposons que B = {ej, ey, . . .} soit une base ortho-
normée de l'espace de Hilbert H, et soit A € L(H). A est caractérisé par les images des vecteurs
de base. Plus précisément, pour tout

oo
v=) (efv)e; e H,
i=1
ona
o0
=Y (ei]v) Ae;,
i=1
et

Il
\.Mg

(e}l Avhe; i (i (e}l Aci) (e >)

=1 =1 1

Ainsi, A est caractérisé par la (double) suite de nombres complexes
Mi]‘ = <e]"A€i> ’

qui forme la matrice (infinie) M4 de A dans la base orthonormée choisie.

Inversement, soit M = {Ml-]-, i,j =1,2,...} une famille infinie de nombres complexes. Il est ten-
tant d’introduire un opérateur A sur H, qui serait défini par Ae; = )2 Mjie;. Ceci n’est mal-
heureusement pas possible en général, car une telle suite produit généralement un opérateur A
qui ne serait pas borné.
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9 Opérateurs linéaires

5. Opérateurs de translation : Considérons l’espace L?(IR) des fonctions de module carré intégrable

sur IR, et soita € R. On lui associe 1’opérateur T, de translation par 4, qui associe a toute fonction
f € L?(R) sa translatée

(Taf)(8) = f(t —a) .

Il est immédiat de vérifier que pour tout f € L*(R), | T.f|| = | f|l, (on dit que T, est une
isométrie), et on a donc || T, [[op = 1.

Opérateurs de multiplication : Toujours dans L?(R), soit m : t € R — m(t) une fonction bornée
(c’est a dire telle qu'il existe C > 0 tel que |m(t)| < C pour tout f). On associe a cette fonction
l'opérateur de multiplication M,, sur L?(IR), défini par

(Muf)(t) = m(t)f(t) Vf € LX(R).

Il est facile de vérifier que la norme d"un tel opérateur vaut

[Minlop = sup [m(t)] .
tER

Opérateurs a noyau : Plagons nous encore une fois dans le cadre de 1’espace de Hilbert L?(RR),
et soit k une fonction de deux variables, a valeurs complexes. On peut associer a cette fonction
un opérateur, défini comme suit. Pour tout f € H,

Kf ) = [ kayf)dy, VxeR.

Pour vérifier que cette expression définit bien un opérateur borné sur L?(R), des hypotheses
supplémentaires sur le noyau k sont nécessaires. Nous verrons quelques exemples plus loin.
Attention : ne pas confondre le noyau d"un opérateur tel que celui-ci, et 'ensemble des fonctions
dont I'image par K est nulle, que I’on appelle aussi noyau. Il y a la une regrettable confusion de
terminologie.

9.3.2 Adjoint d’un opérateur sur un espace de Hilbert

L’objectif est de pouvoir construire une théorie spectrale pour les opérateurs linéaires sur un espace
de Hilbert, similaire a celle que nous avons construire sur les matrices. Nous avons besoin pour cela
d’une version adaptée de 1'opérateur adjoint, dont 'existence est donnée par le résultat important
suivant, dont nous omettrons la preuve (pour les connaisseurs, c’est une conséquence du théoréme
de Riesz-Fisher).

PROPOSITION 9.5 Soit A € L(H) un opérateur linéaire sur l'espace de Hilbert H. Alors il
existe un unique opérateur A* € L(H), appelé adjoint de A, tel que pour tous u,v €: H

(u|Av) = (A*ulv) . (9.29)

Notons que I’on a aussi, pour tous u,v €: 'H,

(Au|v) = (u|A*v) .

Les propriétés de 1’adjoint généralisent celles que nous avons vues dans le cas des espaces Hermi-
tiens :
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9.3 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

PROPOSITION 9.6 Soit H un espace de Hilbert. Pour tous A, B € L(H), et tout A € C,
1. A**=A; 1* =1.
2. (A+B)*=A*+B*; (AA)* =AA*; (AB)* = B*A*
3. [|A*]lop = [|Allop-

Preuve : La preuve des premiers points reprend essentiellement la preuve donnée dans le cas de la
dimension finie. Pour ce qui est du dernier point, notons que pour tous u,v € H, ona

[(ulA%0)| = [{Aulo)| = |{v]Au)],

de sorte que
1A% = sup 1(4°0) (o] Aw)|

RTPATRTERT = [|Allop -
u,veH HuH HUH u,veH ||MH HUH o

ce qui conclut la preuve.

DEFINITION 9.11 Soit A € L(H) A est auto-adjoint si A* = A.

Les exemples suivants donnent quelques illustrations pour la détermination de 1’adjoint d 'un opérateur
sur un espace de Hilbert, dans les situations considérées dans 1'exemple

EXEMPLE 9.6 1. Opérateurs scalaires : on voit facilement que dans ce cas, pour tous x,y € 'H,

(x| Ay) = {x|Ay) = (Ax]y) ,

de sorte que A* est 'opérateur scalaire de multiplication par A, complexe conjugué de A. Donc
A est auto-adjoint si et seulement si A € R.

2. Opérateurs de rang 1 : soient u, v € H, et soit A(u,v) I’opérateur de rang 1 correspondant. Pour
tousx,y € H,ona

(x|A(u,0)y) = (x[(ylo)u) = ({x[u)v]y) = (A(v,u)x|y),

de sorte que
A(u,0)* = A(v,u) .
Par conséquent, A(u,v) est autoadjoint si et seulement si v = u.

3. Opérateurs de rang fini et projecteurs orthogonaux : Comme corollaire immédiat de 1’exemple
précédent, I’adjoint de

N
A=Y A(uy,vy)

n=1
est
N
A* = Z A(vn, uy)
n=1

Les projecteurs orthogonaux sont toujours auto-adjoints.
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4. Opérateurs définis par une matrice infinie : Soit A € £(’H), et soit M = M, sa matrice (infinie)

dans la base orthonormée B = {ey, ey, .. .}. On vérifie facilement que 1’adjoint de A est lui aussi
caractérisé par une matrice infinie :

(u|Avy = ii (ej| Ae;) (ei]v) (ule;) :Z<<u]e,-><Ae,-]e]->ej|v)

j=1li=1 i,j
Ainsi, la matrice de A* n’est autre que la conjuguée Hermitienne de la matrice de A :
— M
My =M, .

Opérateurs de translation : Soit a € R, et soit T4 'opérateur de translation par a dans L*(R).

Alors pour tous f, g € L>(R), on a

(fITg) = [ Fogt—apdt = [~ Fle+ag(t)dt = (T-oflg)

Donc
(Ta)* - Tfu .

Opérateurs de multiplication : Dans L?(R), soit My, ’'opérateur de multiplication par la fonc-
tion bornée m. Alors on voit facilement que 1’adjoint de M,, est donné par

M, = My,

c’est a dire un opérateur de multiplication par la complexe conjuguée de m. Evidemment, M,,
est auto-adjoint si et seulement si m est a valeurs réelles.

Opérateurs a noyau : Toujours dans L?(IR), soit K I'opérateur a noyau, de noyau k. On vérifie

de méme que 'adjoint de K est toujours un opérateur a noyau, de noyau k, défini par

k(x,y) = k(y, x) .

9.3.3 Spectre d’un opérateur sur un espace de Hilbert

Dans le cas d’opérateurs en dimension finie, I'analyse spectrale se raméne au calcul des valeurs
propres, et (si possible) a la diagonalisation de 1'opérateur étudié. Nous allons voir qu’en dimen-
sion infinie, la situation peut malheureusement étre bien plus complexe, comme nous allons le voir
sur les exemples suivants.

EXEMPLE 9.7 1. Considérons tout d’abord le cas de I'espace L?([0,1]) des fonctions de module
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carré intégrable sur 'intervalle [0, 1], et de I’opérateur de “position” de la mécanique quantique,
noté X, et défini comme suit. Pour tout f € L?(]0,1]),

(Xf)(x) = xf(x) .

Manifestement, X est auto-adjoint, et ||X||,, = 1. La question est de savoir si X admet des
valeurs propres et vecteurs propres. En d’autres termes, existe-t-il A € Ret ¢ € L%([0,1]) tels
que X¢ = Ag@? Laréponse est négative... On aurait pu penser que pour A € [0, 1], la distribution
de Dirac J, fasse l'affaire... mais ca n’est pas une fonction de L?([0, 1]).

Considérons maintenant le cas de l’espace L?(RR), et de I'opérateur position, défini comme ci-
dessus. Dans ce cas, la situation est méme plus complexe, dans la mesure ot X n’est méme plus
un opérateur borné sur L(IR). Par exemple, la fonction f(x) = 1/(1 + x?) € L?(R), mais Xf ¢
L?(R). Comme on ne peut pas se passer d"un tel opérateur, il y a la une difficulté supplémentaire
a lever.



9.3 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

La notion qui étend la notion de valeur propre dans ce nouveau cas est la notion de spectre.

DEFINITION 9.12 Soit A € L(H).

1. Le spectre de A est I'ensemble
Sp(A) = {A € C: (A — A1) nest pas inversible} . (9.30)

2. L’ensemble résolvant Q)(A) est le complément de Sp(A) dans C.

3. La famille d’opérateurs
R(-,A): A€ Q(A) — R(A,A) = (A1 —A)™! (9.31)

est appelée la résolvante de A.

4. Le nombre
p(A) = { sup |A|} (9.32)

est le rayon spectral de A.

La question suivante est de savoir, pour un opérateur donné A € L£(’H) donné, de quoi son spectre
est formé. Nous avons déja vu que si H est un opérateur Hermitien, le spectre est formé de valeurs
propres. Tel n’est plus le cas dans le cas général.

EXEMPLE 9.8 Reprenons l'exemple de I'opérateur position sur L?([0, 1]), et cherchons les valeurs A €
C telles que X — A ne soit pas inversible. Etant donnée ¢ € L?(]0,1]), soit ¢ € L?([0,1]), telle que
¢ = (X —A)gp. Alors on aurait P(x) = @(x)/(x —A). Si A € [0,1], la fonction x — 1/(x — A) est
bornée, et |[¢]| < |l¢| sup,(1/(x — A)), dott (X — A)~! est borné. Donc dans ce cas A € Q(X).
Supposons maintenant A € [0,1]. Nous allons maintenant voir que (X — A) n’est plus inversible. Soit
@ définie par ¢(x) = 1 pour tout x € [0,1]. Alors (X —A)"lp(x) = 1/(x — A), et cette fonction
n’appartient pas a L2([0,1]).

Ainsi, dans ce cas, Sp(X) = [0,1], mais aucune des valeurs du spectre n’est valeur propre, comme
nous 'avons vu.

DEFINITION 9.13 Soit A € L(H).
1. A € C est valeur propre de A s'il existe p € H, ¢ # 0, telle que

Ap=Ay. (9.33)

Un tel  est appelé vecteur propre de A (ou fonction propre su H est un espace de fonctions).

2. A est valeur propre approchée de A si il existe une suite de fonctions , € H, telles que
Y, = 1 pour tout n, et

|Ap, — Agy|| — 0 quand n — co. (9.34)

EXEMPLE 9.9 Revenons une fois encore sur le cas de I'opérateur position sur L?([0,1]), et montrons
que tout A € [0, 1] est valeur propre approchée. Pour cela, soit 7, la fonction définie par

v (x):{ V5 sixe[A—1/n,A+1/n]

0 sinon
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9 Opérateurs linéaires

On vérifie facilement que ||, || = 1 pour tout n. Calculons maintenant
A+1/n n 1/n 1
X =l = [ “APdx =1 [ dr= o 0 quand ,
=M= [ A= b [ = 0 quandn
ce qui est le résultat désiré. Donc,
Sp(X) =1[0,1].

Il est clair que toute valeur propre de A € L(’H) appartient au spectre de A. Plus généralement,

PROPOSITION 9.7 Toute valeur propre approchée d'un opérateur A € L(H) appartient a
Sp(A).

Dans une situation quelconque, le spectre d’un opérateur peut ne pas étre seulement composé de ses
valeurs propres et ses valeurs propres approchées. Toutefois, la situation est plus simple dans certains
cas, comme par exemple le cas des opérateurs normaux.

DEFINITION 9.14 Un opérateur A € L(H) est dit normal s'il commute avec son adjoint, c’est
a dire si
AA" = ATA.

Les opérateurs normaux sont les opérateurs qui permettent d’obtenir des résultats de décomposition
spectrale proches de ceux que 1’on peut obtenir en dimension finie.

REMARQUE 9.11 Notons que tout opérateur auto-adjoint est normal. Par contre, il existe des opérateurs
normaux qui ne sont pas auto-adjoints. Par exemple, si A est auto-adjoint, AA est normal pour tout
A € C, mais n’est pas auto-adjoint des que la partie imaginaire de A est non-nulle.

Prenons I'exemple suivant : dans C3, I'opérateur linéaire A défini par sa matrice dans la base cano-
nique

—i —i 0
Mpa=1| -1 i O
0 0 1

est effectivement normal. Il est aussi diagonalisable, et ses vecteurs propres sont orthogonaux deux a
deux (le vérifier).

LEMME 9.1 Soit A € L(H) un opérateur normal. Alors, son image est orthogonale a son noyau.

Preuve : pour tout x € H,ona
| Ax[]2 = (Ax|Ax) = (x|A*Ax) = (x| AA") = || A"
Donc, Ax = 0 implique A*x = 0, autrement dit, pour touty € H,
0 = (A*xly) = (x]Ay),

ce qui implique que x est orthogonal a Ay, pour tout y € H. Ceci prouve le résultat.

Une conséquence simple (dont la démonstration est omise ici car elle dépasse le cadre de ce cours)
est le résultat suivant, que nous avons déja rencontré dans le cas de I'opérateur position :
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9.3 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

THEOREME 9.7 Le spectre d’'un opérateur normal est 'ensemble de ses valeurs propres ap-
prochées.

Il est souvent relativement facile de trouver les valeurs propres approchées d’un opérateur normal.
Par contre, la représentation spectrale d'un opérateur normal quelconque est souvent bien plus com-
plexe, et fait appel a des notions qui dépassent le cadre de ce cours. On se contentera de signaler ici
que dans ce cas, il existe tout de méme un théoréme, appelé Théoreme spectral, permettant de donner
un sens précis a ces notions. Comme on le verra, ce théoreme spectral prendra toutefois une forme
plus simple dans le cas des opérateurs compacts.

EXEMPLE 9.10 Prenons I'équation de la chaleur unidimensionnelle sur IR. Le champ de température
au point x et au temps t, noté T(x, t), est solution de 1’équation aux dérivées partielles

0T (x,t) CazT(x, t)

ot ox? 7

C étant une constante positive. Comme on le verra plus tard, il est possible de montrer que pour une
condition initiale fixée Ty € LZ(IR), il existe une et une seule solution, donnée par

T(x, ) = % [ ety i ak,

ott Ty est la transformée de Fourier spatiale de la condition initiale :

To(k) = / To(x)e ™ dx .

Soit P, : ¢ € L2(R) — P l'opérateur linéaire sur L?(R) qui a la condition initiale associe la solution
al'instant ¢, donc défini pour tout t € R™ par

1 (>
(Prp)(x) = 5 [ e (i)

—0o0

Pour tout + € RT, P} est auto-adjoint, donc normal. Il est possible de montrer que tout A € R™ est
valeur propre approchée de P;. En effet, pour tout A € RT, on peut écrire pour tout ¢ € L?(R) (grace
a la formule de Plancherel)

— 1 00 2
1P = AVl = S (B = gl = o= [ | Al Ip() Pk,
271 J oo

=
27
et il est facile de construire une suite de fonctions ¢, de norme unité telles que ||(Pr — A1)¢@,|| — 0
quand n — oo : par exemple, les fonctions ¢, définies par leur transformée de Fourier

Pu(k) = v 2NTCX (a1 /2n,0+1/21] (k)
font parfaitement I'affaire, et sont associées a la valeur propre approchée A = exp(—Ca?t). Par contre,
aucune de ces valeurs propres approchées n’est une “vraie” valeur propre. Il n’existe pas dans L?(RR)

de fonction propre correspondante. Les candidats naturels seraient les fonctions x — ¢/**, mais ces
fonctions ne sont pas de module carré intégrable.
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9 Opérateurs linéaires

9.4 Théorie spectrale des opérateurs compacts

Le cas des opérateurs compacts constitue un cas particulier assez simple, pour lequel les résultats de
I’analyse spectrale généralisent assez simplement les résultats vus en dimension finie.

DEFINITION 9.15 Un opérateur A € L(H) sur l'espace de Hilbert H est compact si pour toute
suite bornée {u, € H,n € Z}, on peut extraire de la suite {Au,, n € Z} une sous suite
convergente.

Les opérateurs compacts possédent un certain nombre de propriétés intéressantes, que nous énongons
ci-dessous, sans démonstration.

PROPOSITION 9.8 1. L’ensemble des opérateurs compacts sur un espace de Hilbert H est un
sous-espace vectoriel de L(H).

2. Si A,B € L(H) avec A compact, alors AB et BA sont compacts.

3. L'adjoint A* d’un opérateur compact A est compact.

Une propriété remarquable des opérateurs compacts est qu’ils peuvent étre approchés par des opérateurs
de rang fini (c’est a dire par des opérateurs dont I'image est de dimension finie).

THEOREME 9.8 Pour tout opérateur compact A € L(H) sur un espace de Hilbert séparable H,
il existe une suite d’opérateurs de rang fini A, € L(H), tels que

,}EEO||A_An||op =0. (9.35)

Inversement, étant donné un opérateur A tel qu’il puisse étre arbitrairement bien approché par
des opérateurs de rang fini comme en (9.35) ; alors A est compact.

Le résultat essentiel de la théorie spectrale des opérateurs compacts tient dans les deux résultats
suivants.

THEOREME 9.9 Soit A € L(H) un opérateur compact sur un espace de Hilbert séparable H.
Alors les éléments non-nuls du spectre de A sont des valeurs propres, de multiplicité finie. De
plus, pour tout € > 0, le nombre de valeurs propres supérieures i € en module est fini.

Ainsi, ce théoreme montre que le spectre d’un opérateur normal est constitué de valeurs propres
de multiplicité finie, qui peuvent étre ordonnés de fagon a tendre vers 0 (qui est valeur propre ap-
prochée). Dans le cas des opérateurs compacts normaux, la représentation spectrale prend une forme
simple, réminiscente de la situation rencontrée en dimension finie.
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9.4 Théorie spectrale des opérateurs compacts

THEOREME 9.10 Soit A € L(H) un opérateur compact normal sur un espace de Hilbert
séparable H. Alors il existe une suite orthonormée de vecteurs propres , de A et une suite de
nombres {A, € C,n =1,...}, telles que

A — 0 quand n — oo (9.36)

et, pour tout x € H,
Ax =Y Ap(@n|x) P . (9.37)

EXEMPLE 9.11 Soit H = L3([0,1]) I'espace des fonctions périodiques de période 1, de module carré
intégrable sur [0,1]. Soit h € L%,([O, 1]), et soit T = K}, 'opérateur de convolution par h, défini sur
L%([O, 1]) par

Kf () = [ W)t )ds

Grace a la formule de Parseval, on peut écrire

Kif(t) =} en(l)en(f)e*™
expression qui fait intervenir les coefficients de Fourier de h

1 .
cu(h) = / h(t)e 27 g
0

et ceux de f. Il est possible de montrer que cet opérateur est un opérateur compact. Les fonctions
propres correspondantes sont les fonctions

e, te0,1] — g2kt

et les valeurs propres correspondantes ne sont autres que les coefficients de Fourier cx(h) de h.
Comme h € L2([0,1]), le théoréeme de Riemann-Lebesgue implique que ces coefficients de Fourier
tendent vers 0 lorsque k — oo, et 0 est valeur propre approchée, sans étre nécessairement valeur
propre (sauf si 'un des coefficients de Fourier de / est nul).

Parmi les opérateurs compacts, il existe une classe particulierement intéressante : il s’agit des opérateurs
a noyaux (comme on les a déja rencontrés plus haut) dits de Hilbert-Schmidt.

DEFINITION 9.16 Soit k € L?(IR?), et soit K I'opérateur sur L?(R) défini par le noyau k : pour
tout f € L*(R),

Kf(x) = [ Kxy)fy)dy 9.38)

—o0

Un tel opérateur est appelé opérateur de Hilbert-Schmidt.

Pour que cette définition définisse réellement un opérateur sur L?(R), il faut montrer que si f €
L*(R), alors Kf € L*(RR) aussi. Pour cela, on a par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

sl =| [~ kx| < \f [ ke Ra e,
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9 Opérateurs linéaires

d’ott on déduit
£ G < N1kl Z2 oy I F11? < o0

Il est facile de montrer que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est automatiquement compact. Ainsi,
les propriétés spectrales que nous avons énoncées dans les théoremes 9.9 et sont valables.

9.5 Quelques mots sur les opérateurs non bornés

Jusqu’a présent, nous nous sommes limités aux opérateurs bornés sur un espace de Hilbert. Mal-
heureusement, il existe de multiples exemples d’opérateurs, ayant un intérét physique indéniable,
qui ne sont pas bornés. Par exemple, comme nous 'avons vu, I'opérateur position de la mécanique
quantique n’est pas borné sur L?(R). De méme, ’'opérateur de dérivation n’est pas borné sur L?(R),
ni sur L2([0,1]) par exemple. Dans ces situations, il est nécessaire de se limiter & un domaine (ou do-
maine de définition) dans lequel I’opérateur en question est bien défini. On note alors (A, D, ) le couple
constitué de l'opérateur A et de son domaine D4 C H.

Dans cette situation, la notion d’opérateur auto-adjoint est elle aussi plus subtile, et on doit recourir
a la notion (plus faible) d’opérateur symétrique.

DEFINITION 9.17 Soit A un opérateur linéaire sur H, de domaine D 4. (A, D) est symétrique

si pour tous x,y € Dy, ona
(x|Ay) = (Axly) . (9:39)

EXEMPLE9.12 1. Soit H = L?(RR), et considérons I'opérateur position X vu précédemment. Alors

Dx = {f € I2(R), /jox2|f(x)|2dx <o)

I est facile de vérifier que (X, Dx) est symétrique. Pour tout f, g € Dx, on a en effet

(fIXg) = [ Flx)xgx)dx = [ xF(x) glx) dx = (Xflg)

2. Soit de nouveau H = L2(IR), et soit P I'opérateur “impulsion” de la mécanique quantique :
(PF)(x) = if'(x) -
Le domaine de P est 'espace
Dp={f € L*(R), f' € L*(R)} .

Etant données f, g € Dp, on peut calculer

[ee]

(fIpg) =i [ Fg = [ Fng(e)at = (Pflg).

—0o0

Donc P est symétrique.
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DEFINITION 9.18 Soit (A, D) un opérateur linéaire sur ‘H, tel que D 4 soit dense dans H. Soit
Dy = {y € H, t.q.'application ¢ € H — (¢|Ay) est continue } . (9.40)

1. L'adjoint (A*, D% ) de (A, Da) est défini de la fagon suivante :
(x|A*y) = (Ax|ly), Vx €Dy, yeDj. (9.41)

2. (A, D) est auto-adjoint si
(A", D}) = (A,Dy) . 9.42)

Si A est un opérateur symétrique, il est clair que
Dy C 'Dji\
et que la restriction de A* a D4 est A. Par contre, D7, est souvent strictement plus grand que D 4.

La plupart des opérateurs linéaires intervenants en physique (bornés ou non-bornés) sont auto-
adjoints. On montre qu'il est possible dans ce cas d’en donner une représentation spectrale. Cepen-
dant, il en existe une sous-classe pour laquelle cette représentation se simplifie. Cette sous-classe fait
appel a la résolvante, que nous avons déja rencontrée plus haut en (9.31), et dont nous rappelons la
définition :
R(,A): A€ Q(A) - R(AA) = (A1 —A) L.

Si il existe A dans I’ensemble résolvant tel que 1’opérateur R(A, A) soit compact, alors la situation se
simplifie considérablement.

THEOREME 9.11 Soit (A, D) un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert séparable H. Alors
les trois propriétés suivantes sont équivalentes.

1. Ilexiste A € Q(A) tel que R(A, A) soit compact.
2. Pour tout A € Q(A), R(A, A) est compact.

3. a) (A, Dy) admet une base orthonormée de vecteurs propres {u,,n € Z} :
Aun = /\nun , Et An € DA . (9.43)

b) Le spectre de (A, Dy) est un ensemble infini dénombrable {\,,n € Z*} de points
isolés.

c) Le domaine de A n’est autre que l'ensemble des éléments u € 'H tels que la suite de
terme général A, (u,|u) soit de module carré sommable :

Dy = {ueH {Aluslu), n€Z*} € (Z4)} . (9.44)

On ne donnera pas la preuve compléte de cet important résultat ici. Ceci étant, il est intéressant de
comprendre quelle en est 1'origine. Pour cela, supposons que le point (1) soit vérifié, et montrons
les grandes lignes du point (2). Soit A € Q(A) tel que R(A, A) soit compact. A étant autoadjoint,
on vérifie facilement que R(A, A) 1’est aussi. Alors on sait que le spectre de R(A, A) est constitué de
valeurs propres non-nulles i, avec lim, . #, = 0. Notons u, les vecteurs propres correspondants.

On a alors, comme p,, # 0,

iun = (A1—A)u,,

Hn
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de sorte que

Au, = </\—1> Uy .
Un

Comme A est auto-adjoint, ses valeurs propres sont réelles (notons que R(A, A) n’étant pas nécessairement
auto-adjoint, ses valeurs propres sont généralement complexes, tout comme A).

9.6 Eléments de théorie des perturbations

Il existe des situations dans lesquelles le spectre d'un opérateur n’est pas calculable explicitement,
mais peut I'étre de fagon approchée. C’est en particulier le cas d’opérateurs Ay € L(H) qui peuvent
s’écrire comme “perturbations” d’un opérateur Ay dont la représentation spectrale est connue, c’est a
dire comme la somme de celui-ci et d"un “petit” opérateur eW (petit au sens ol sa norme est petite) :

A=Ao+eW.

Dans ce cas 13, il est naturel de s’attendre a ce que le spectre de A soit dans un certain sens proche
de celui de Ay, et de méme pour la représentation spectrale. La théorie des perturbations permet
de donner une estimation du spectre de A sous forme d'une développement en série suivant les
puissances de €, le premier terme (d’ordre zéro) correspondant au spectre de Ay.

Dans ce qui suit, on va démontrer un résultat de ce type, dans le cas particulier d’opérateurs sur un
espace Hermitien (c’est a dire de dimension finie), en nous limitant au premier ordre.

9.6.1 Perturbation d’un vecteur propre non-dégénéré d’un opérateur linéaire auto-adjoint
sur un espace Hermitien

Soit H un espace Hermitien, et soit
e — A(e) € L(H)

une famille d’opérateurs linéaires auto-adjoints sur H, que 1'on suppose C* par rapport a la variable
GEI On suppose que la représentation spectrale de Aj est connue, et on note Ag, ... Ay_1etxp,...xn_1
les valeurs propres et vecteurs propres correspondants. On s’intéresse dans un premier temps aux
valeurs propres non-dégénérées, et on suppose que Ay est non-dégénérée.

Il est possible de démontrer (en utilisant la continuité de ’application € — A(€)) que pour € suffisam-
ment petit, il existe un voisinage O de A tel que A(e) admette une unique valeur propre A(e) dans O,
et on note x(¢€) le vecteur propre correspondant. Ce dernier étant défini & une constante multiplicative
pres, on le normalise, en imposant (par exemple)

(xo|x(e)) =1. (9.45)
Le caractere C* de € — A(e) implique que € — A(e) et € — x(€) sont C* également. Ecrivons
A(e)x(e) = Ae)x(e) . (9.46)
En différenciant par rapport a €, on obtient
(A'(e) = N(€)) ¥(€) = (Ale) — Ae)) ¥€) 9.47)

alors que (9.45) donne
(xox(€)) = 0.

L'équation (9.47) donne, par produit scalaire avec xg
A (€) = (xo|A'(€)x(e)) + (xo| A(e)x'(€)) ,

ICeci revient a supposer que la matrice de A(e) est C*.
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et dans le cas particulier € = 0,
A'(0) = (x| A’ (0)x0) + (x0] A(0)x'(0)) = (x0] A’(0)x0) . (9.48)

Ceci, combiné a un développement de Taylor au premier ordre, donne donc une estimation de la
valeur propre perturbée :
Al€e) = Ag + e(x0| A’ (0)x0) + O(€?) .

Passons maintenant a I’analyse du vecteur propre perturbé. En considérant le cas € = 0 dans (9.47),
ona
[A"(0) — (x0] A"(0)x0)]x0 + [A(0) — Ag]x'(0) =0,

d’ot1 on déduit
(A(0) — Ag)x'(0) = (xo]A'(0)x0)x0 — A’'(0)xg = (Iy, —1)A’(0)x0, (9.49)

ol on note Iy, le projecteur orthogonal sur 1’espace (de dimension 1) Cxg engendré par xo.

A ce point, il suffit d’appliquer des deux cotés de cette équation l'inverse de A(0) — A1 pour obtenir
une expression de x’(0), d’ot1 on tire une expression de x(€) par développement de Taylor au pre-
mier ordre. Cependant, il faut faire attention, car Ag étant valeur propre de Ay, A(0) — Agl n’est pas
inversible. o
Commengons par remarquer que le noyau de l'opérateur A(0) — Agl n’est autre que Cx, et que
x'(0) L Cxp (voir plus haut). Par ailleurs, on peut aussi noter que le membre de droite de 1’équation (9.49)
ci-dessus n’est autre que la projection orthogonale de A’(0)x sur le complément orthogonal (Cxp)

de Cx( dans ‘H. Donc cette derniere équation est une équation dans (Cxp)*.

Notons (A(0) — Ag1)* I'opérateur défini par

(A(0) = Ag1)ix = { (AQ) ~ A1) 7w six € (Cro)'

Alors on peut écrire

'(0) = (A(0) — Ap1)* (IT, — 1) A'(0)xo, (9.50)
Pour conclure, il nous suffit maintenant d’expliciter le membre de droite de cette derniere équation.
Partant de la représentation spectrale de Ay

N-1
X = E (xj|x)x;, VxeH,
i=0

on peut écrire

N-1
Iy, —1)x=— Y (xi|x)x;, VxeH,
i=1
et
i / = 1 /
(A(0) — Ag1)" (T, — 1) A'(0)xg = ) | A (x;:] A’ (0)x0)x; .
i=1 "M
Ainsi, nous avons obtenu l'expression suivante pour la dérivée du premier vecteur propre xo :
N-1 1
X/(O) = Z /\i — )\0 (xi|A’(0)x0>xi , (951)

i=1
d’ot par développement de Taylor au premier ordre,

N-1

1
= A -
x(e) =x0+e€ g Y (x;]A"(0)x0)x;

Bien entendu, le méme traitement s’applique a toutes les valeurs propres non-dégénérées.
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9 Opérateurs linéaires

REMARQUE 9.12 Notons que dans ce calcul, nous avons uniquement supposé que la valeur propre
Ap était non-dégénérée, sans aucune hypothese de la sorte sur les autres A; (qui peuvent quant a elles
étre dégénérées).

9.6.2 Le cas des valeurs propres dégénérées

Relaxons maintenant nos hypotheses, en évitant de supposer que la valeur propre considérée est de
multiplicité 1. On se limitera ici a étudier les valeurs propres perturbées, le calcul des vecteurs propres
correspondants est laissé en exercice au lecteur intéressé.

Supposons donc que la valeur propre considérée Ay a pour multiplicité m. Donc, le sous-espace
propre correspondant, noté Hy, est de dimension m, et admet une base orthonormée que 1’on no-
tera {x(()l), x(()z), . xém) }. Pour € # 0, il n'y a aucune raison que la valeur propre A(e) sois elle aussi
dégénérée, et on va donc supposer qu’il existe m valeurs propres A (e),...A(")(¢), simples ou
dégénérées. On note x(V(¢),. .. x(")(¢) les vecteurs propres correspondants.

Le point de départ du calcul est le méme que précédemment, partant de

[A(e) — A (e)]xP(e) =0,

en différentiant par rapport a € puis en prenant le produit scalaire par rapport a un xég) quelconque,

on aboutit &
(x1[4' () = A% (e)] x®(e)) + (x{[A(e) — AP ()] (e)) = 0.

En prenant le cas particulier € = 0, et en utilisant le fait que A est auto-adjoint, et que A(%)(0) = Ag
pour tout k, on obtient

A 0) = A )]y =0, ve=1,...m. (9.52)

Ceci étant vrai pour tout / = 1,...m, on en déduit que A(k),(O) est nécessairement valeur propre de
la restriction de A’(0) au sous-espace propre Hy.
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CHAPITRE

il Introduction aux Pro-
babilités

10.1 Modélisation probabiliste

10.1.1 Généralités
Modeéle probabiliste :

Les modeles probabilistes s’introduisent naturellement en physique dans deux contextes différents :

— 1l existe une grande quantité de systémes physiques qui sont trop complexes pour pouvoir étre
décrits de facon déterministe. L'exemple le plus immédiat est fourni par des systemes de particules
“libres”. Supposons simplement que nous ayons a décrire un systeme de 10'° particules, évoluant
librement dans un volume fini donné, interagissant par chocs élastiques. Il est clair que les lois
fondamentales de la dynamique nous permettent théoriquement de calculer les trajectoires indivi-
duelles de chacunes des particules. Cependant, un tel calcul s’avere irréalisable en pratique, compte
tenu du grand nombre de possibilités dont il faut tenir compte.

— Il existe aussi des systemes qui ont une nature intrinsequement probabiliste. C’est en particulier le
cas des systemes quantiques, si on s’en tient aux interprétations classiques. Etant donné un systéme
quantique, on ne peut généralement pas prédire a I’avance ce que sera le résultat d"'une mesure. On
doit se contenter de connaitre les résultats possibles, auxquels on peut affecter une probabilité.

Dans de tels cas de figure, la modélisation est une modélisation probabiliste. Une modélisation proba-

biliste consiste essentiellement en un ensemble (discret ou continu) de “possibles” (appelés évenements),

auxquels on associe un nombre (la probabilité de I’évenement) qui en caractérise la vraisemblance.

EXEMPLE 10.1 Prenons 'exemple d’une piece normale, avec laquelle on tire a pile ou face. Il est qua-
siment impossible de calculer avec une précision suffisante la trajectoire de la piéce pour prédire le
résultat. Par contre, il est possible d’associer des probabilités aux résultats possibles. Par exemple,
si on note P et F les 2 résultats possibles d'un tirage, et si on effectue un seul tirage, on a donc
deux résultats possibles, avec probabilités 1/2. Si on effectue 2 tirages, on a 4 résultats possibles
équiprobables; et ainsi de suite. On peut faire le tableau suivant :

P | F PP | PF | FP | FF PP...P | ... FF...F
1 1 1 1 1 1 — _
2020 1| 3| 1| 1 27" 2

On associe ainsi une probabilité a chacun des évenements considérés. On vérifie facilement que la
somme des probabilités associées & un nombre de tirages n fixé vaut 1.

EXEMPLE 10.2 Marche au hasard : Prenons 1’exemple d'un ivrogne, a la démarche hésitante. Si il a une
jambe plus courte que l'autre, on peut penser qu’il a une probabilité p d’aller vers la gauche (G), et
g = 1 — p d’aller vers la droite (D). On peut faire le tableau suivant, représentant les configurations
possibles pour un nombre 1 de pas donné :
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10 Introduction aux Probabilités

P14 p pa | P9 q e p

On vérifie aussi dans ce cas que pour un nombre fixé de pas 1, la somme des probabilités vaut 1.

Ces exemples suggerent de poser la premiere ébauche de définition suivante.

PRE-DEFINITION Un modele probabiliste pour une expérience a un nombre fini N de résultats possibles
consiste en

1. Un ensemble Q) = {wy, ...wn} de résultats possibles.

2. Une application P : Q3 — [0, 1]

wj — P{wj},
telle que
N
Y P{w;}=1. (10.1)
j=1

Nous allons voir un peu plus loin que cette définition n’est pas suffisante pour couvrir les cas suscep-
tibles de nous intéresser.

EXEMPLE 10.3 On tire a pile ou face avec une piece ordinaire. Si le résultat est pile (P), on jette un dé
a 6 faces. Si le résultat est face (F), on retire a pile ou face. L'ensemble des résultats possibles est

Q={(P,1),(P,2),(P,3),(P,4),(P,5),(P,6),(F,P),(F,F)}

w (P,1) | (P,2) | (P,3) | (P, 4| (P,5) | (P,6) | (F,P) | (F,F)

P{w}

|
N"‘
W=
=

1
2

==
==
==
==

Probabilités et statistique

La théorie des probabilités et la statistique sont deux sciences complémentaires. Plus précisément, la
théorie des probabilités est une science prédictive : son objectif est de construire des modéles décrivant
la réalité, et prédisant les fréquences d’apparition de phénomenes, ou résultats de mesure.
Comment connait on les probabilités de tels événements ? La réponse a cette question est fournie par
la théorie statistique, qui permet d’estimer ces probabilités a partir d’expériences. La statistique est
donc une science descriptive.

Comment fait on le lien entre les deux théories ? la relation est souvent donnée par ce que 'on nomme
des théorémes limites, comme par exemple la loi des grands nombres, ou encore le théoreme central limite.
L’exemple suivant permet d’illustrer la situation.

On considere un dé usuel a 6 faces. Si le dé est un dé ordinaire, les 6 faces sont équiprobables, et les
6 faces ont donc probabilités p1 = p» = --- = ps = 1/6. Supposons maintenant que I'on fasse N
expériences, c’est a dire N tirages, et que 'on obtienne 1, fois la face 1, ... et ng fois la face 6. Posons
alorspouri = 1,...6: p; = n;/N. En général, on n'a pas p; = p;, mais le “bon sens” suggere que
lorsque N est grand, on devrait avoir p; ~ p;. La loi des grands nombres permet de donner un sens
plus précis a cette assertion. On montre en fait que pour tout § > 0,

P{|pi —pi| >6} -0 quand N — co.

Le théoréme central limite permet de préciser cette limite.
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10.1 Modélisation probabiliste

10.1.2 Calcul des probabilités
Ensembles d’événements, union, intersection

Etant donnés un ensemble () et une application IP comme ci-dessus, nous allons maintenant étendre
ces notions. IP associe un nombre a tout élément de (); on veut également étre capables d’associer
une probabilité a des sous-ensembles de () : calculer les probabilités pour que le résultat appartienne
a un certain ensemble A C () de résultats possibles. Les sous-ensembles A C () auxquels on peut
associer une probabilité seront appelés évenements.

Pour cela, examinons cas par cas un certain nombre de situations possibles.

Le cas fini Supposons tout d’abord que (2 soit un ensemble fini, et qu’on dispose d"une application
P : OO — RT, définie donc sur les éléments de Q). Pour tout sous-ensemble A C ), il est alors facile
d’introduire P{A} :

DEFINITION 10.1 Soit Q) un ensemble fini, et soit A C Q). On définit alors P{A} par

P{A} =) P{w}. (10.2)

weA

Il est immédiat qu’avec cette définition, on a nécessairement
P{Q}=1. (10.3)

Ayant posé cette définition, on se retrouve tout naturellemement dans un contexte de théorie des
ensembles. On a alors :

PROPOSITION 10.1 1. Si A, B C Q) sont deux ensembles disjoints (c’est a dire AN B = @),

alors
P{AUB} = P{A} + P{B} . (10.4)

2. Plus généralement : si A,B C ),
P{AUB} =P{A} +P{B} —P{ANB}. (10.5)
3. Si A€ est le complémentaire de A dans () :

P{A‘} =1—P{A}. (10.6)

Le cas infini dénombrable Supposons maintenant que () soit un ensemble infini dénombrable.
Supposons aussi qu’on ait introduit une application P : O — R*. On peut alors étendre P a
des sous-ensembles plus généraux de (), comme dans le cas fini, en définissant (comme dans la
DEFINITION [10.1) pour toute famille (finie ou infinie dénombrable) A = {ay, 4y, ...,4; € O} la proba-
bilité de I'événement A par

P{A} =) P{a,} =P{a1} + P{ax} +... . (10.7)

La formule (10.3) est bien évidemment toujours valable.
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10 Introduction aux Probabilités

EXEMPLE 10.4 On considere une variante du jeu de pile ou face, dans laquelle les deux faces de la
piéce ont probabilités 1/2, mais la piece est tirée jusqu’a ce que “face” apparaisse. L'ensemble des
résultats possibles est

Q = {F,PF,PPF,.. .},

et les probabilités des éléments de () sont données par

w || F | PF|PPF| PPPF| ... | P...PF (nfois P)
1 1 1 1 — 1
Plw} |l 2| 7 | 3 16 2~ (n+1)

A partir de 13, on peut calculer les probabilités des évenements (les sous-ensembles de Q) : par
exemple, la probabilité pour que le nombre de P soit inférieur a 4 est donnée par

11 1 1 1
P{{P,PF,PPP,PPPF}}:§+i+§+E:£.

On a évidemment

> 1
P{Q} =) 2 "=iip 1=
n=1

Le cas continu Le cas infini continu est un peu plus complexe. Prenons I'exemple d"un nombre tiré
au hasard dans l'intervalle [0, 1], toutes les valeurs ayant méme probabilité. On a donc Q) = [0, 1].
Mais () étant un ensemble continu, les probabilités des valeurs individuelles sont nulles :

P{t} =0Vvte[0,1].

Dans ce cas, il est nécessaire d’utiliser directement des sous-ensembles de () pour construire le modele.
Toutes les valeurs étant équiprobables, on définit alors IP par

P{[a,b[} =b—a
pour tout intervalle [a,b[C Q. Pour définir P{A} pour des sous-ensembles (presque) quelconques
A C ), on peut alors s’inspirer de la PROPOSITION et écrire par exemple, pour toute famille
d’intervalles disjoints deux a deux Iy = [ay,b1[, [ = [a2, b2, ...,

]P{IlUIzU...}I]P{Il}—l—lp{lz}—i—---:(bl—al)—l—(bz—ﬂz)—l—...

Dans ce cas, nous serons naturellement amenés a considérer des intégrales, comme nous le verrons

dans la section

Définition fondamentale Motivé par les discussions précédentes, on peut maintenant donner la
définition suivante d’'un modele probabiliste au sens de Kolmogorov (dans la littérature mathématique,
on parle d’espace probabilisé).
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10.1 Modélisation probabiliste

DEFINITION 10.2 Un modele probabiliste consiste en

1. Un ensemble de résultats possibles ) (appelé univers, espace des épreuves ou
référentiel).

2. Une tribu, c’est a dire une famille F de parties de ), appelées évenements, telle que :
- 0QeF
- Si A € F, alors son complémentaire A° = Q\A € F.
— Si Ay, Ay, - -+ € F est un ensemble (fini ou infini dénombrable) de parties de (), alors
AiUAU--- € F.
— Si Ay, Ay, - -+ € F est un ensemble (fini ou infini dénombrable) de parties de (), alors
AiNAnN--- e F.

3. Une application P : A € F — P{A} € [0,1], telle que
- P{Q} =1
— Si Ay, Ay, - - - € F est un ensemble de parties de Q) deux a deux disjointes,

IP{A1UA2U...}:I[){Al}—{—I[){Az}—I-... . (10.8)

L'ensemble F possédant les propriétés ci-dessus est parfois appelé tribu. Une conséquence immédiate
de la définition est que @ € F, et que P{®} = 0.

Calcul sur les événements

La formulation en termes de théorie des ensembles permet de formuler simplement un certain nombre
de résultats. En particulier, le résultat suivant est une conséquence immédiate des définitions.

PROPOSITION 10.2 Soit (Q), F,IP) un modele probabiliste.
1. SiA,Be Fet AC B,alors P{A} <P{B}.
2. SiA€ F,P{A} =1—TP{A}.
3. SiA,Be FetAC B,alorsP{B\A} =P{B} —P{A}.
4. SiABe F,P{AUB} = P{A} +P{B} — P{ANB}.

Preuve:1)Ona B = AU (B\A),et AN (B\A) = @. Donc P{B} = P{A} + P{B\A} > P{A}.

2) estimmédiat: P{A} + P{A‘} = P{AUA‘} =P{Q} =1.

3)SiACB:B=AU(B\A)avec AN (B\A) = @.Donc P{B} =P{A} + P{B\A}.

4) AUB = AU (BN A°), donc P{AUB} = P{A} +P{BN A°}. De plus, P{B} = P{BNA} +
P{B N A°}, d’ot le résultat.

Indépendance ; probabilités conditionnelles

Rappelons que l'opération d’intersection des ensembles correspond au et logique des évenements.
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10 Introduction aux Probabilités

DEFINITION 10.3 Soit (Q), F,P) un modele probabiliste

1. On dit que deux évenements A, B € F sont indépendants si
P{ANB} =P{A}IP{B}. (10.9)

2. Une famille finie (Aq,Ay,...A,) d'éléments de F est une famille d’évenements
indépendants si

P{A1N AN+ N Ay} = P{A}P{A} ... P{A,} . (10.10)

REMARQUE 10.1 1l est important de signaler que si (A1, Ay, ... A;) est une famille d’événements
indépendants, les événements A; sont indépendants deux a deux : P{A; N A;} = P{A;}IP{A;} pour
tous i, j. La réciproque n’est pas vraie, comme le montre I’exemple suivant.

EXEMPLE 10.5 On tire a pile ou faces 2 fois avec une piece non biaisée. On considere les évenements
suivants : A = {PP,PF}, B = {PF,FF}, C = {FF, PP}, qui ont tous probabilité 1/2. 1l est facile de
voir que A, B, C sont deux a deux independants, mais que P{ANBNC} = 0, de sorte que la famille
{A, B, C} n’est pas une famille d’éveénements indépendants.

Lorsque deux évenements A et B sont indépendants, le fait que A soit réalisé n’apporte aucune in-
formation sur le fait que B soit réalisé ou pas. Par contre, ¢a n’est plus le cas si A et B ne sont pas
indépendants. Il est dans ce cas utile d’introduire la notion de probabilité conditionnelle, qui permet de
calculer la probabilité P{B|A} de B, supposant A réalisé.

DEFINITION 10.4 Soit (Q), F,P) un modele probabiliste. Si A et B sont deux évenements quel-
conques, la probabilité de A sachant B (ou conditionnée par B) est le nombre

P{AN B}

P{AJB} = o

(10.11)

EXEMPLE 10.6 On considére deux dés non pipés. Calculer la probabilité pour que le résultat obtenu
avec le premier soit un 4, sachant que le résultat du “bi-tirage” appartient a I'ensemble

B ={(3,6),(4,5),(4,6),(54),(55),(56),(6,3),(64),(65),(6,6)}.

L'espace de configurations est O = {(i,/),i,j = 1,...6} et card(Q)) = 36. Pour tout w € Q, P{w} =
1/36.

A={41),42),...(4,6)}.
P{ANB} =2/36,etP{B} =10/36.On a donc

P{A|B} — % .
Sous forme multiplicative, on peut aussi écrire
P{ANB} =P{A|B}P{B}, (10.12)
d’ot1 on déduit la formule de Bayes
P{A|B}P{B} = P{B|A}P{A}. (10.13)

On en déduit également le résultat plus général suivant :
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PROPOSITION 10.3 Pour toute famille finie d’évenements (A1, Ay, ... Ay) :

]P{Al NAN---N An} = ]P{A1}H?{A2|A1}]P{A3|A1 N Az} e

X ]P{An|A1 N---N Anfl} o (1014)

Preuve : 11 suffit de procéder de proche en proche :
P{AiN---NA,} = P{A,JAIN---NA,1}P{A1N---NA,_1}

P{Au|A1 N N Ay 1 P{A, 1|A NN Aps}
x P{A1N---N Ay}

= P{A)P{A A }P{A3]A N A} ...
X ]P{AnlAl n---N An—l} s

ce qui prouve la proposition. [
Une autre propriété utile est la formule de probabilité totale

PROPOSITION 10.4 Pour toute famille dénombrable d’évenements (A1, Ay, ... ) telle que A; N
Aj = @ pour tous i,j et NA; C ), on a pour tout B € F

P{B} = ) P{B|A;}P{A;}. (10.15)

Preuve : Ecrivons la propriété de distributivité
P{B} =P{BN(A1UAU...)} =P{(BNA1)U(BNAy)U...)}.
Les B N A; étant disjoints deux a deux, il suffit d’appliquer (10.8) puis la formule de Bayes. [ )

Probabilités et intégrales

La fagon la plus usuelle de construire un modele probabiliste dans le cas continu est basée sur 1’heu-
ristique suivante, que nous décrivons tout d’abord en dimension 1, par exemple dans le cas (O C R.
On a déja vu que dans ce cas, les nombres IP{t},t € () n’ont pas de signification. On consideére plutot
un petit intervalle de la forme At = [t,t + 6t], et on écrit

P{At} =P{[t, t + 5t[} ~ p(t)dt;

ceci revient a écrire que la probabilité se comporte, en premiére approximation, de fagon linéaire
par rapport a la taille de 'intervalle, tout du moins lorsque celui ci est petit, les variations sur des
distances plus grandes étant décrites par une fonction p.

Etant donné maintenant un intervalle I = [4, b[, on commence par le “découper” en petits intervalles
de tailles 0t1, 6t> . .. Otn, centrés sur les valeurs tq, to, . . . ty, et on écrit

IP{I} = p(t1)§t1 + p(t2)5t2 +-- p(tN)(StN .

Or, ceci n’est autre qu'une approximation de l'intégrale

/Ip(t)dt - /abp(t)dt
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par une somme finie (a la Riemann). Ceci suggere de définir
P{I} = /p(t) dt .
I
De plus étant donnés K intervalles Iy, . . . I, disjoints deux a deux, etsi A = Iy UL, U - - - U Ik, on peut

cerire P{A} :/Ilp(t)dt—k/Izp(t)dtJr.../IKP(t)dt:/AP(t)dt.

Ainsi, dans les cas o1 () est un ensemble infini continu, on peut (sauf dans certains cas pathologiques)
définir I'application IP a partir d"une fonction p, par la formule

P{A} = / o(t)dt . (10.16)

A

DEFINITION 10.5 La fonction p ci-dessus est appelée densité de probabilités.

EXEMPLE 10.7 Si on reprend 1’exemple ci-dessus d'un nombre tiré au hasard dans l'intervalle [0, 1],
on a bien

]P{[a,b[}:b—a:/ubdt,

de sorte que cette probabilité est bien construire a partir d"une densité, qui est dans ce cas

p(t) = Xxjoq(t) -

REMARQUE 10.2 Nous avons utilisé l'intégrale de Riemann pour introduire la notion de densité de
probabilités. Cependant, une formulation plus rigoureuse et générale de la théorie doit étre basée sur
la notion de mesure et I'intégrale de Lebesgue. Ceci ne change toutefois pas grand chose tant qu’il
s’agit de faire des calculs explicites.

Lorsquun modele probabiliste est construit a partir d’une densité de probabilités, celle-ci doit satis-
faire un certain nombre de conditions. On en donne les deux les plus importantes ci-dessous.

PROPOSITION 10.5 Soit p une densité de probabilités sur (3 C R.
1. p(w) > 0 pour presque tout w € Q.

2. [p(t)dt=1

Preuve : Tout d’abord, supposons qu'il existe un ensemble A C () de mesure non nulle, tel que p(w) <
0 pour tout w € A. Alors on aurait P{A} = [, p(w)dw < 0, ce qui est impossible. Par ailleurs, on a
évidemment [, p(w)dw = P{Q} =1 o

REMARQUE 10.3 une densité n’est pas a proprement parler une probabilité. Elle est certes a valeurs
positive, mais n’a aucune raison d’étre toujours inférieure a 1 : il peut exister des valeurs t telles que

p(t) = 1.

En dimension supérieure, on peut procéder de fagon similaire. Par exemple, si () C R", on est conduit
a introduire une densité de probabilités p, qui est cette fois une fonction de plusieurs variables, ou
d’une variable vectorielle x = (x1,...xy) :

p:Q—R",
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qui est telle que
dx=1.
/QP(E) x

et
p(x) >0, VxeQ.

On peut aussi s’intéresser a des () plus compliqués (par exemple en considérant des points tirés au
hasard sur des spheéres ou dans des objets géométriques complexes). On en verra des exemples par la
suite.

Variables aléatoires

Nous étudierons les variables aléatoires en détails dans le chapitre suivant. On se contente ici de
donner une idée grossiere de la définition.
On considere un modele probabiliste (), F,IP). On dira qu'une fonction X : Q3 — U C R (ou parfois
C) est une variable aléatoire si on peut lui associer une distribution de probabilités, c’est a dire des
nombres

Px{V} =P{w e Q: X(w) € V}

pour certains sous ensembles V' C U, telle que
Px{Uu} =1.

On verra de multiples utilisations de cette notion essentielle.

10.1.3 Exemples

Les exemples suivants illustrent la souplesse qu’offre la modélisation probabiliste, qui permet de
couvrir des situations tres différentes. On va voir ici des exemples qui couvrent les trois cas de figures
que nous avons vus, a savoir des espaces () finis, infinis dénombrables, et continus.

Modéles finis

Quelques formules utiles Les modeles finis sont souvent construits a partir de dénombrements. On
voit ici quelques exemples simples.

1. Nombre d’applications E — F (ou E, F sont deux ensembles finis) :

Card(FE) = Card(F)Card(E) :

2. Nombre d'injections E — F (ou E,F sont deux ensembles finis, avec r = Card(E) < n =
Card(F)):
n!
A=
To(n—r)!

Ce nombre représente le nombre de fagons différentes de ranger r objets différents dans n boites,
avec au maximum un objet par cellule.

En particulier, le nombre de bijections E — E est donné par A}, = n! (aussi appelé nombre
d’arrangements de E).

3. Nombre de parties a r éléments de F :

r_ [ m\ _ Ay n!
C”_<r>_ (=)

Ce nombre représente le nombre de facons différentes de ranger r objets identiques dans n
boites (permutations), avec au maximum un objet par boite.
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Le modeéle uniforme fini Le modéle uniforme consiste en un ensemble fini Q = {wy,...,wyn}, au-

quel on associe des probabilités

1
Plw} =, i=1...N.

On prend alors pour F 'ensemble (fini) de toutes les parties de (), et il est facile de voir que pour
tout k-uplet de w; distincts wj,, ... w;,, onalP{w;,...w; } =k/N.

Le modeéle binémial On considére tout d’abord une expérience a 2 résultats possibles Oy = {wq, wy },
avec probabilités

Pl{wi} =p1, Plw}=p=1-p1.

Considérons maintenant N réalisations de cette expérience. Les résultats possibles sont des n-uplets
(wi,, Wi, . . . wi, ), qui engendrent I'ensemble

Ql = {(wil,wiz,...wm) € Qé\[} ,

etona
. . —
H—){(wu'wlz' T wZN)} - pl pZ 4
ot n; est le nombre d’occurrences de w; dans le n-uplet (w;,, wi,, . . . wj,, ). Supposons maintenant que

I'on ne s’intéresse qu’aux nombres 1y et n;. Comme n; = N — ny, il suffit de s’intéresser a 1. Les
valeurs possibles de 17 forment I’ensemble

Q={01,...N},
et la probabilité d'une valeur particuliere de n; est de la forme
P{n1} = Cyppy ™. (10.17)

On a noté ici C}; le nombre de fagons différentes d’obtenir # fois le résultat w; en N tirages. Il est bien
connu que l'on a

LEMME 10.1
Ch=——7—. (10.18)

Preuve : Procédons par récurrence et supposons le résultat valide jusqu’a 1’ordre m, pour tout n =

0,...m. Pour obtenir n fois w; en m tirages, il faut soit avoir obtenu n fois wy en m — 1 tirages (C],_,

chances), soit avoir obtenu n — 1 fois wy en m — 1 tirages (Cfnill chances), et 'obtenir au m-iéme tirage.
(m—1)! (m—1)! m!

n __ -—n n—1 __ —
Cn = Cma F G = nl(m—1-—n)! + (n—"1)!(m—-n)!  n'(m—n)!’

Comme Cg = 1, ceci prouve le résultat. ' Y
La formule du bindme donne immédiatement

N
ChpipY "= (pr+p)N =1.

n=0

Comme précédemment, on prend pour F l'ensemble (fini) de toutes les parties de (). Le modele
correspondant est appelé modéle binomial, et est donc caractérisé par

P{n} =C{pipy".
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10.1 Modélisation probabiliste

Le modéle multinémial On considére tout d’abord une expérience a K résultats possibles )y =
{w1,wy, ..., wk}, avec probabilités

P{w:i} = p1,P{w2} = pa, ... P{wk} = pk,

avec

P1+P2+"'+PK:1-

Considérons maintenant N réalisations de cette expérience. Les résultats possibles sont des n-uplets
(wj,, wiy, . .. wi, ), qui engendrent ’ensemble

0 = {(wil,wiz,...wm) S Qé\]} p

etona
- ws R N . nK
P{(wiy, Wiy, - wiy)} = pr'pa* - i
ot n; est le nombre d’occurrences de w; dans le n-uplet (wj,, wj,, . . . w;y ). On a évidemment

n+ny+---+ng=N.

Supposons maintenant que l'on ne s’intéresse qu’aux nombres 7y, ...nk. Leurs valeurs possibles
forment un ensemble noté (), et la probabilité d'un w = {ny, ny, ... ng} particulier est de la forme

ny_,np

P{ny,ny,...ng} = N(N;ny,ny,...nx) p1ipas .. P& (10.19)

Les nombres N (N; 1y, ... ng) sont obtenus pas un calcul similaire au précédent :

LEMME 10.2 NI

Le modeéle correspondant est appelé modele multinomial.

Le modéle hypergéométrique Le modele hypergéométrique décrit des situations ot un choix aléatoire
est effectué dans une population d’objets de deux types : par exemple, choisir 8 individus dans une
population de 10 garcons et 7 filles. Plus généralement, on considere une population de N objets, dont

n sont de type 1 et N — n sont de type 2. On en tire m au hasard, et on s’intéresse a la probabilité d’en
avoir tiré k de type 1 (et donc m — k de type 2). On peut montrer que cette probabilité vaut

ckcnt . .
P{k} — { ci;g si max(0,n — (N —m)) < k < min(m,n) (1021)
0

sinon.

On parle alors de modele hypergéométrique H(N,n, m).

Un autre exemple est donné par ldes problemes de type “loterie”, dans lesquelles on effectue n tirages
(sans remise), parmi N résultats possibles. Un joueur choisit (ou mise sur) m résultats possibles (bien
entendu, m < N), et la probabilité qu'il ait k bons numéros vaut précisément le IP{k} donné ci-dessus.
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Modeles infinis dénombrables

Le modéle de Pascal Le modele de Pascal (on parle aussi de modele géométrique) est donné par
Q=2z",

et F est ’ensemble (infini dénombrable) des parties de (). La distribution de probabilités correspon-
dante est complétement caractérisée par un nombre p €]0,1], par

P{n}=p"(1-p). (10.22)

On vérifie facilement que
(o)

E]P{n}_ (1-p 2

car il s’agit de la somme d’une série géométrique, qui converge puisque 0 < p < 1.

Le modéle de Poisson Le modele de Poisson est généralement utilisé pour décrire la fréquence
d’apparition d’évenements rares. C’est un modéle dans lequel I'ensemble des résultats possibles (2
est infini dénombrable :

O=2z",

etona,pourn € Z*,

An
P{n}="re, (10.23)

ou A est un réel positif fixé. On vérifie que

iﬂ’{n}ze‘Ai/\—Tzl.
n=0 n=0 n:

REMARQUE 10.4 Le modele de Poisson peut étre obtenu comme une certaine limite d’un modéle
bindémial. En effet, partons d’un modele bindmial comme plus haut, et supposons que la probabilité
p1 soit tres faible et que le nombre d’expériences N soit tres grand :

p<l, N>1.

Alors, pour n < N, et en posant A = Np1, on peut écrire

log P{0} = log ((1 - pl)N> — Nlog (1 - ;\‘]> - N (Z)\‘] +0 <<2}>2>> :

de sorte que 1’on peut écrire
P{0} ~e ",

'approximation étant d’autant plus valide que A2/ N est petit. De méme, on a aussi

P{n+1} (N —k)!n! p_ A [(1_”)1}~ A
P{n} ~ (N—-n—-1!n—1)!py n+1 p2] T n+1

si on utilise ’hypothése n < N et p; < 1. Ceci conduit alors a
A"
P{n} ~ PTLI

c’est a dire a un modele Poissonnien.
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10.1 Modélisation probabiliste

Modeles continus

Le modéle exponentiel Le modele exponentiel est généralement utilisé pour décrire le temps d’at-
tente avant un évenement rare. Il s’agit d"un modele continu :

QO=R",

et
P{[t,00[} =&, (10.24)

ol A € Rt caractérise le modele. On voit facilement que

b
P{la,b]} = P{la, o[} ~ P{lb,co[} = —e M = [ p(t)it,
a
d’ot1 une densité de probabilités de la forme
o(t) = Ae M. (10.25)

de nouveau, il est facile de vérifier que

/ p(t)dt:/\/ e Mdr=1.
0 0

Le modéle exponentiel peut aussi étre obtenu comme une limite de modeles discrets, comme le
montre I’exemple suivant.

EXEMPLE 10.8 On s’intéresse a la désintégration d’un atome (disons, un atome de radium), et on
s’intéresse au temps de survie de 1’atome. Les valeurs possibles sont des nombres positifs (ou nuls),
de sorte que 'on prend Q) = R*.

Pour décrire le processus en termes probabilistes, on commence par découper () en intervalles de
taille Jt, et on fait le modele suivant : si 'atome ne s’est toujours pas désintégré a l'instant ty, on
suppose qu’il a une probabilité p;; de se désintégrer entre ty et to + Jt, et une probabilité égale a
g5t = 1 — pst de ne pas se désintégrer entre tj et ty + dt. L'hypothéese essentielle qui est faite ici est
que ces deux probabilités ne dépendent pas de t(. Par contre, il est normal de supposer que ces deux
probabilités dépendent de Jt (et que ps; soit une fonction croissante de 4t).

On peut alors calculer la probabilité pour que 1’atome ne se soit toujours pas désintégré apres le temps
t:

P{[t,oof} = (30" = (}{*)

Supposons que la limite limg;_,o q};t/ o existe, elle est nécessairement comprise entre 0 et 1. On pose

alors
lim /% = ¢=*
st Tot ’

ol A est un nombre positif, et on obtient ainsi un “modéle limite” exponentiel.

Le modele uniforme continu Le modele uniforme est un autre exemple de modele a ensemble ()
continu, et correspond a la notion d’équiprobabilité : dans un modele uniforme, les résultats possibles
ont tous méme probabilité.

Commencons par le cas le plus simple : Etant donné un intervalle

Q=abl CR,

on définit le modele uniforme sur [a, b] en associant une probabilité a tout intervalle [u, v[C [a,]] :

P{[u, 0} = Z — Z , (10.26)
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10 Introduction aux Probabilités

et en utilisant (10.8) pour associer des probabilités a des sous-ensembles plus compliqués de Q). Il est
facile de vérifier que ce modele uniforme peut étre construit a partir d’'une densité de probabilités p
de la forme

p(x) = blfax[a,b}(x) : (10.27)

Plus généralement, il est possible de construire des modéles uniformes dans des domaines plus com-
plexes que des intervalles. Par exemple, étant donné un domaine borné V de dimension #, le modele
uniforme sur V est donné par les probabilités P{ A} des sous-ensembles A C V

_ vol(A)
{a}= vol (V) "’

(10.28)

ou l'application volume vol associe a A C V sa longueur (en dimension 1), son aire (en dimension 2),
son volume (en dimension 3) ou les généralisations en dimension supérieure.

Par exemple, prenons le cas d'un disque D de rayon fixé R. Sa surface vaut 7R?. Etant donné un
sous-ensemble A C D, sa probabilité vaut

1
P{A}=—5 [ d
(A= [ s,
de sorte que 1'on peut caractériser le modele par la densité de probabilités

p(x) = %m(x) :

Notons qu’il s’agit d"une fonction qui est constante sur son support.

REMARQUE 10.5 Il est important de signaler ici une propriété “désagréable” de la densité de proba-
bilités : elle change de forme lorsque 'on change de variables : en effet, considérons 1’écriture de x en
coordonnées polaires : x = (r,6). En effectuant le changement de variables (,6) = ¢(x), on a alors

P{A} = % /Ardrde,

de sorte qu'une fois écrite en coordonnées polaires, la densité de probabilités correspondante est
donnée par
v
pp(r,0) = p(p(x)) = ﬁX[O,R](V)X[O,Zn](G) /
et n’est donc plus une fonction constante de 6 et r. On verra cette propriété de facon plus précise en
discutant les variables aléatoires.

Le modéle normal (ou Gaussien) Le modele normal joue un role central en théorie des probabilités
et en physique, car il est obtenu comme cas “limite” de bon nombre d’autres modeles. Il s’agit d"un
modele a espace () infini continu :

O=R, ouQ=R".

Dans le cas unidimensionnel, il est donné par la densité de probabilités Gaussienne :

1 2 2
N - (=12 /207 10.29
p(t) T ( )

ou o € R et u € R sont deux parametres caractérisant respectivement la largeur de p et sa localisa-
tion. Pour tout intervalle [2,b[C R, on a

b
P{[a,b[} = - 1271 /ﬂ e (1?20 gy

et de nouveau [°_p(t)dt = 1.

238



10.2 Variables aléatoires

10.2 Variables aléatoires

10.2.1 Généralités

Les modeéles probabilistes que nous avons décrits dans le chapitre précédent ne donnent pas un cadre
suffisamment large pour les applications. On introduit alors les variables aléatoires, qui permettent
d’enrichir le calcul des probabilités.

Pour introduire la notion de variable aléatoire, il est bon d’illustrer tout d’abord par quelques exemples.

EXEMPLE 10.9 Dans un expérience de N tirages de “pile ou face”, a chaque w € () on peut associer

le nombre de fois o1 on a obtenu face dans w = (wj,, ... w;j, ). Ceci définit donc une fonction
N:weQ— Nw)eZ",

qui est un premier exemple de variable aléatoire.

EXEMPLE 10.10 On tire au hasard, selon un modéle uniforme, un point dans un carré [0,1] x [0,1],
et on s’intéresse a la distance a 'origine :

R:we[0,1] x[0,1] — R(w) € [0,v2] .
R est encore une fonction Q) — [0, \@], et est un autre exemple de variable aléatoire.

En termes imagés, les variables aléatoires permettent de manipuler des “produits dérivés” des modeles
probabilistes.

DEFINITION 10.6 Etant donné un modele probabiliste (Q), F,IP), on appelle variable aléatoire

toute fonction mesurable
X:weQ—Xw)eR(ouz),

c’est a dire telle que pour tout intervalle I C R, son image inverse X (1) par X appartienne i

F.

Soit maintenant un sous ensemble Borélien A C R (c’est a dire une partie de R a laquelle on sait
associer une mesure). On peut alors s’intéresser a la quantité

Px{A} =P{we Q:X(w) € A}, (10.30)

qui est bien définie.

DEFINITION 10.7 La collection des nombres Px{A}, oit A C R est un sous-ensemble Borélien
de IR, est appelée distribution de probabilités de la variable aléatoire X.

Dans la suite, on utilisera indistinctement les notations

Px{A} = P{w € Q: X(w) € A} = P{X(w) € A} = P{X € A} .

REMARQUE 10.6 Il est utile de faire ici un certain nombre de remarques.
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10 Introduction aux Probabilités

1. En pratique, on n’a pas a se donner les nombres Px{ A} pour tout A C R. On se contente d'une
regle permettant de calculer ces nombres. On en verra de nombreux exemples dans ce qui suit.

2. Dans le cas ou ) C IR, la variable aléatoire la plus simple correspond a la fonction identité :
X(w) = w.

3. Souvent, il n’est pas nécessaire de connaitre les détails du modele probabiliste sous-jacent pour
caractériser la distribution d"une variable aléatoire. C’est d’ailleurs préférable, dans la mesure
ol les ensembles () sont souvent gigantesques et difficiles a manipuler (en particulier pour ce
qui est des applications en physique).

EXEMPLE 10.11 Si nous reprenons un des exemples que nous avons déja abordés précédemment,
a savoir celui qui nous a conduits au modele bindmial, on considere I'ensemble (); de toutes les
configurations possibles en N tirages. A chaque a € ()1 on peut alors associer le nombre X (a) de fois
ol w; est apparu. Cette fonction X définit une variable aléatoire dont la distribution est donnée par

Pi{n} = Pfa € O, X(a) = n} = Chpip) ",
et il s’agit d"une distribution bindmiale.

De méme que nous avions vu des modeles probabilistes discrets et continus, on peut considérer des
variables aléatoires prenant leurs valeurs dans un espace discret (par exemple Z), ou continu. Plus
précisément, on distingue trois types de variables aléatoires : les variables aléatoires discrétes (c’est a
dire les fonctions X prenant un nombre fini ou infini dénombrable de valeurs), et deux catégories de
variables aléatoires continues : des variables aléatoires dites “a densité”, qui sont caractérisées par une
fonction appelée densité de probabilités, et des variables aléatoires dites “mixtes”, dont la distribution
de probabilités ne peut étre caractérisée par une densité.

On discutera ici les deux premiers cas (discret et continu) séparément, évitant les variables aléatoires
mixtes, dont le traitement est plus complexe. Le cas discret nous permettra d’introduire des notions
dont la plupart se généralisent facilement au cas continu.

10.2.2 Variables aléatoires discréetes

Commengons donc par le cas des variables aléatoires discretes. Etant donné un modéle probabiliste
(Q, F,IP), on considere donc la fonction mesurable X : O — R, dont on suppose qu’elle ne prend
qu'un nombre fini ou infini dénombrable de valeurs {x1,x2,...}. Il est clair que la distribution de
probabilités de X est completement caractérisée par la donnée des nombres Px{x;} : en effet, on peut
facilement en déduire la probabilité pour que X prenne une des valeurs xi , X,, ... Xk, } grace a la
regle

Px{xk, %k - Xk, } = Px{xp, } +Pxfag b+ -+ Px{x,} .

Fonction de répartition

La fonction de répartition constitue un intermédiaire de calcul souvent utile (dans le cas discret et
plus encore dans le cas continu).

DEFINITION 10.8 Soit X une variable aléatoire sur (Q), F,IP). Sa fonction de répartition est la
fonction Fx : R — [0, 1] définie par

Fx(x) =Px{] —oo,x[} =P{w € O : X(w) < x}. (10.31)
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Fonction de Repartition
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FIG. 10.1: Fonction de répartition d"une variable aléatoire discrete

Si X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans {x1, x2,...}, on a alors

Fx(x) = Z Px{xk} . (1032)

kixpe<x

La fonction de répartition possede un certain nombre de propriétés intéressantes, faciles a démontrer :

PROPRIETE 10.1 1. Fx est monotone : si x < y, alors Fx(x) < Fx(y).
2. Par conséquent, pour tout x, 0 < Fx(x) < lim, . Fx(y) = 1.

3. La fonction de répartition est continue a gauche : pour tout x,

lim Fx(y> = Fx(x) .

y—xy<x

En fait, quand X est une variable aléatoire discrete, sa fonction de répartition est une fonction constante
par morceaux, comme on peut le voir dans 1’exemple donné en FIG.

Fonction d’une variable aléatoire : transfert de loi

Etant donnée la distribution d"une variable aléatoire X, et une fonction ¢ : R — IR, on peut en déduire
la distribution de probabilités d"une nouvelle variable aléatoire (on parle alors de transfert de loi)

Y=9¢(X):weQ—Y(w)=9Xw)),
a condition que ¢ vérifie des conditions de mesurabilité appropriées. On peut alors calculer
Pr{y} = Plw: p(X(w) =y} = P{w: X(w) € o (¥ | =Px{o ' (y})},  (1033)

ot ¢ 1({y}) est I'image inverse du singleton {y} par la fonction ¢. Si ¢ est bijective, le choses sont
plus simples car ¢~ !({y}) est le singleton ¢ ~!(y), et on peut écrire

Py} = Pw: X(@) = ¢7'(y) } = Px{g~' ()}

EXEMPLE 10.12 Prenons 1’exemple d’une variable aléatoire X a valeurs entiéres : X(w) € Z pour
tout w € O, et la fonction ¢(x) = x2. Alors poury # Oona

Py{y} = P{w: X(w) = £y} = Px{y} + Px{—/y},
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et H)y{()} = ]Px{O}
Prenons le cas particulier d’une variable aléatoire X Poissonnienne : Px{n} = e~*A"/n!. Comme X
ne prend que des valeurs positives, ¢ est une bijection de Z" sur ¢(Z™), et on peut écrire

e/ (YY) siyyeZT
Pyiy} = { 0 sinon .
Espérance, variance

Espérance mathématique L’espérance mathématique estla notion probabiliste qui permet de décrire
la valeur moyenne d’une variable aléatoire. La définition est donnée par

DEFINITION 10.9 Soit X wune variable aléatoire discrete sur (Q,F,IP). Son espérance
mathématique est donnée par

E{X} =) xPx{x}, (10.34)
k

oit les xi sont les valeurs prises par X.

L’espérance mathématique est une application linéaire : si X, Y sont deux variables al éatoires sur le
méme modele probabiliste, alors E{X + Y} = E{X} +E{Y}. De méme,si A € R,ona E {AX} =
AE {X}.

Une autre propriété importante est la propriété suivante :

E {|X|} = 0 implique X(w) = 0 presque stirement. (10.35)

La signification précise de cette derniére assertion est la suivante : si E {|X|} = 0, alors P{X(w) = 0} =
1.

EXEMPLE 10.13 Prenons I’exemple de la roulette : 37 résultats possibles ((Q = {0,d...36}. Si on mise
une somme Xxp sur 1'une des 37 cases, le gain est de 36 x( en cas de tirage favorable, et de 0 sinon. On
peut donc modéliser le gain comme une variable aléatoire X qui vaut 36x avec probabiilité p = 1/37,
et 0 avec probabilité 1 — p = 36/37. L'espérance de X vaut alors

36
E{X}:ﬁxo

On peut également miser sur rouge ou noir, ou sur pair ou impair. Dans ce cas (comme le 0 est
considéré comme “ni pair ni impair”, et est associé a la couleur verte), la probabilité de gagner est
p = 18/37. 5i on mise xo, le gain est une variable aléatoire X qui vaut 2xp en cas de tirage gagnant, et
0 sinon. L'espérance du gain vaut de nouveau E {X} = 36x,/37.

EXEMPLE 10.14 Espérance d'une variable aléatoire de loi géométrique : Considérons le cas d’une variable
aléatoire X de distribution géométrique. X prend des valeurs entiéres positives ou nulles, et sa distri-
bution est completement caractérisée par un nombre p €]0, 1], par

Px{k} =p*(1-p), k=0,1,...
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On peut alors calculer

E{X} = Y kp(1-p)
k=0

= P(l—P)ikPk_l
k=1
= P(l—P);;k_le"
i/ 1
=g (75
pl—p) p

(1-p? 1-p’
ot on a utilisé la somme de la série géométrique, qui converge puisque p < 1.

REMARQUE 10.7 Il existe des variables aléatoires pour lesquelles 1'espérance mathématique n’est pas
définie, ou plutdt telles que la somme dans 1’équation soit divergente. C’est le cas par exemple
de la variable aléatoire X a valeurs dans Z* définie par Px{k} = 6/(k7)%, k = 1,2,.... On a bien
Y1 Px{k} =1, mais Y 1" kPx{k} est divergente.

Espérance d’une fonction d’une variable aléatoire Soit X une variable aléatoire discrete prenant
les valeurs x1, x2, ... avec probabilités py, po, . .., et considérons la variable aléatoire Y = X2. Si les x;
sont tous positifs, les nombres xi2 sont tous différents, et Y prendra donc les valeurs x%, x%, ... avec
probabilités pq, p2, ..., et on pourra écrire

E{Y} = inzpi :

Supposons maintenant que les x? ne soient pas tous différents, par exemple que x = x3, et que

tous les autres sz soient deux a deux différents. Alors Px{x?} = p1 + po, et E{Y} = (p1 + p2)x? +

Yig{12} x2p;, qui coincide avec 1'équation précédente. On vérifie de méme que cette expression reste
inchanggée dans les cas ot plus de deux valeurs de x? coincident. Ceci suggere la définition suivante :

DEFINITION 10.10 Soient X et Y = @(X) deux variables aléatoires discretes. On note
X1, X2, ... les valeurs prises par X. L'espérance de Y = ¢(X) est donnée par
E{Y} =) ¢(x)Px{x}. (10.36)
i

On définit ainsi (lorsque les séries correspondantes sont convergentes) les moments de X

E{X"} =) «'Px{x}, (10.37)

la variance de X :
Var {X} = E {(X - E{X})*}, (10.38)

ox = \/Var{X}.

et 'écart type de X
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On peut en particulier remarquer que
Var {X} = E {X?} —~E{X}*.

La variance est une opération non-linéaire : Var {X + Y} # Var {X} + Var{Y} en général (lorsque
l'égalité est vérifiée, on dit que X et Y sont décorrélées). De plus, si A € R, on a Var{AX} =
A?Var {X}.

EXEMPLE (SUITE) On peut calculer la variance d"une variable aléatoire de loi géométrique en
utilisant les mémes techniques que pour le calcul de I'espérance :

E{x?} = Y Rp1—p)

k=0
_ E{X}+ik<k—1>pk<1—p>
_ P -
BT ;
_p i
= il g b

_ P 2P (L
BEETAAr T (1—;7 : p)
P 2 ptp?

1—p (1-p32 (@1Q-p)p?

d’ott on déduit la variance :

Var {X} = a _pp)z .

EXEMPLE 10.15 Considérons une variable aléatoire Poissonnienne X, de parametre A > 0. Les va-
leurs prises par X sont donc0,1,2,..., avec des probabilités données par une loi de Poisson :

k
Py fk} = ’Le A

Un calcul direct donne
=] /\k 1

o0 )\k N
E{X} = onkﬁ = Ae” Z
De méme,

k o )\k—Z

A
E{X*} = ]E{X}+Zk —1) e :/\4—)\26’)‘;(](_2)!:/\—1—/\2,

de sorte que
Var{X} = A

REMARQUE 10.8 On peut construire de méme 1’espérance de fonctions ¢(X) de X dans le cas ou ¢
est a valeurs complexes, comme on le verra en étudiant les fonctions caractéristiques.
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La fonction caractéristique La fonction caractéristique (parfois appelée fonction génératrice) est
un intermédiaire de calcul souvent tres utile lorsqu’il s’agit de calculer les moments d’une variable
aléatoire.

DEFINITION 10.11 Soit X une variable aléatoire discrete. La fonction caractéristique de X est la
fonction Gx : R — C définie par

Gx(u) =E {e—l’“X } — Y e Py {x;} . (10.39)
k

Il est facile de voir que cette série est absolument convergente, puisque
Gx()] < L |e ™ Pxfn}| = L Pxfu} =1.
k k

Remarquons que cette définition est réminiscente de la transformation de Fourier. Cette analogie sera
plus claire dans le cas des variables aléatoires a densité.
La fonction caractéristique permet de calculer facilement les moments de X (lorsqu'’ils existent) :

PROPOSITION 10.6 Soit Gx la fonction caractéristique de la variable aléatoire X. Alors
Gx(0) =1, (10.40)

et plus généralement, pour tout n € Z+ tel que IE { X"} existe

[(i;;y GX] (0) = E{X"}. (10.41)

Preuve : Partant de la définition de Gy, on a

d n . .
) (ldu> e " Px i} = ;xl?@ PP { Xk} -

k

Si cette série est absolument convergente, elle vaut E { X"} pour u = 0, et on peut aussi intervertir la
sommation et la dérivation, ce qui prouve le résultat. [ )
EXEMPLE [10.15| (suite). Reprenons I'exemple de la variable aléatoire Poissonnienne. La fonction ca-
ractéristique vaut
iu\ k
° . /\k © (/\eilu) —iu
Gol(u) = e_l”k—e_’\ — 76_)\ — e—)»e/\e )
x() ; k! 20: k!

Comme attendu, Gx(0) = 1. En dérivant une premiere fois,

iu

— Aef)xefzue/\e’ ,

iu

iGy (u) = ie M (—i)Ae~ et
de sorte que iG%(0) = A. En dérivant une seconde fois,

iu

. _ R — . _9; —iu i 9 _ —iu
—G%(Ll) —i)e A (—16 1ueAe —i)e 21u€Ae ) — (/\e 1u+/\26 211{)6 Ae/\e ,

ce qui redonne bien —G¥(0) = A + A2, et donc ox = A.
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Paires de variables aléatoires

Généralités On s’intéresse maintenant a des familles de variables aléatoires. Considérons pour com-
mencer une paire de variables aléatoires X, Y sur un méme modele probabiliste (Q), F,P). Les distri-
butions de probabilités IPx et IPy donnent des indications sur le comportement de X et Y, mais pas
sur les relations existant entre X et Y. C’est pourquoi il est important de s’intéresser au comportement
de la paire (X, Y).

DEFINITION 10.12 Soient X,Y deux variables aléatoires sur un méme modele probabiliste
(Q), F,P). La distribution de probabilités jointe de X, Y est I'ensemble des nombres

Px{U} =P{w e Q: (X(w),Y(w)) € U}, (10.42)

oit U C R? est un ensemble mesurable quelconque. Les distributions de probabilités P et Py
sont appelées distributions marginales de Px y.

Il est facile d’obtenir les distributions marginales a partir de la distribution jointe. Supposons que X et
Y soient des variables aléatoires discretes, a valeurs dans {x1,x2,...} et {y1,¥2, ...} respectivement.
Soit V un sous-ensemble mesurable de IR. On peut écrire

Px{V} = ) Px{x}

x;eV
— Zvu){x(w) =x;, Y(w) € {y1,y2,...}}
= L EP{X(@) = Y(@) =y}

€V

= ZIPX,Y{V < {yj}}
j

Notons que la réciproque est fausse : la connaissance des distributions marginales ne permet pas de
retrouver la distribution jointe en général. Il suffit pour s’en convaincre de considérer le cas extréme
Y = X. La connaissance des distributions marginales IPx et IPy (au demeurant identiques) ne permet
pas de savoir que Y = X.

EXEMPLE 10.16 Soient deux variables aléatoires X, Y, prenant des valeurs entieres 0,1, ... N, de dis-
tribution jointe multindmiale

N!

— . n.,m N—-n—m
IPX,Y{n,m}_n!m!(N—Tl—ﬂ’Z)!plpz (1_p1_p2) ’
ot py, p2 € 0,1] sont tels que 0 < py + p2 < 1.
On obtient de 14 la distribution de X :
N N! n.,m N—n—m
IPX{”} = mZ::On!m!(N_n_m)!plPZ(l_pl_pZ) ’
N 1 L= (N —n)! " (N—m)m
a mmplmZ::Om!(N—n—m)!pzm_pl_m) ’
— L n1 o N—n
- Tl!(N—Tl)! pl(l Pl) .

Il s’agit 1a encore d"une distribution binémiale.
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10.2 Variables aléatoires

Espérance de fonction de deux variables aléatoires Etant données deux variables aléatoires X, Y,
et une fonction mesurable ¢ : R? — R, on considere la variable aléatoire Z = ¢(X,Y), définie par :
pour tout w € ),

Z(w) = p(X(w),Y(w)) -
Pour calculer I'espérance de Z, une premiere démarche consiste a calculer tout d’abord la distribution
de probabilités de Z, puis de calculer I'espérance grace a I’expression classique : dans le cas discret :

E {Z} = Zziﬂ’z{zi} ,

ot les z; sont les valeurs possibles de Z. On peut en fait montrer que 'espérance de Z peut également
étre obtenue de la fagon suivante :

DEFINITION 10.13 Soient X,Y,Z = ¢(X,Y) trois variables aléatoires discretes sur (Q), F,P).
On note {x1,xy,...} et {y1,y2, ...} les valeurs possibles de X et Y respectivement. L'espérance
mathématique de Z est donnée par

E{Z} = Zq’(xi/yj)]PX,Y{xi/ yi} - (10.43)
i,

Ces notions nous sont utiles pour introduire la covariance et la corrélation :

DEFINITION 10.14 Soient X, Y deux variables aléatoires sur (Q, F,P).

1. La covariance de X et Y est le nombre
I'xy=E{(X-E{X})(Y-E{Y})}. (10.44)

2. XetY sont décorrélées siI'xy = 0.

3. Le coefficient de corrélation de X et Y est donné par

r
rX,Y) = 0;‘;; : (10.45)

Remarquons que
FX,X — Var {X} ,

et que
Var {X +Y} = Var{X} + Var{Y} +2Txy .

La covariance donne des indications sur une possible “association” systématique des variables aléatoires
X et Y. Le coefficient de corrélation (qui est toujours un nombre sans dimension) fournit une version
“normalisée” de la covariance. Il a les propriétés suivantes.

PROPOSITION 10.7 Soient X et Y deux variables aléatoires sur (Q, F,P).
1. -1<r(X,Y) <1
2. Sir(X,Y) =1, alors il existe une relation du type Y = aX + b, oita,b € Reta > 0.
3. Sir(X,Y) = —1, alors il existe une relation du type Y = aX + b, oita,b € Reta < 0.
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Preuve: 1.Sionnote X = X —E{X}etY = Y —E{Y}, ona clairement I'y y = I'xy, et r(X,Y) =
r(X,Y). Calculons

~ ~ 2 &0 o0 ~ o~ ~ o~
]E{<X_Y> }g@;}g{g b LE(XT)_, E{RV}
ox Oy 0% oy 0x0y 0x0y

Dong, E { XY} < ox0y, ce qui montre que (X, Y) < 1. De méme, l'inégalité

o o\ 2
B { (2.0 } _
ox Oy
permet de montrer que r(X,Y) > —1.
2. Supposons (X, Y) = 1. Ceci implique I'x y = oxoy. Par conséquent

ce qui implique, d’apres (10.35) que

et donc le résultat cherché, aveca = oy /ox > 0,etb = oyE{X}/ox —E{Y}.
3. La démonstration est identique, et conduita a = —oy/ox < 0. [
Vecteurs aléatoires

On considere maintenant des familles de plusieurs variables aléatoires, que I'on nomme vecteurs
aléatoires.

DEFINITION 10.15 Soient X1, Xy, . .. X, n variables aléatoires sur un méme modele probabiliste
(Q, F,P). La distribution de probabilités jointe de X1, . .. X, est I'ensemble des nombres

Px, x AU} =P{(Xi(w),...Xu(w)) € U}, (10.46)

ou U C R" est un ensemble mesurable quelconque. Les distributions de probabilités Px, sont
appelées distributions marginales.

Comme dans le cas des paires de variables aléatoires, il est facile d’obtenir les distributions marginales
a partir de la distribution jointe. La réciproque est toujours fausse : la connaissance des distributions
marginales ne permet pas de retrouver la distribution jointe en général.

La distribution jointe permet également de calculer I'espérance de fonctions du vecteur aléatoire
considéré. Si Z = ¢(Xj, ... X,) est fonction du vecteur aléatoire (Xj, ... X,), on a alors

E{Z}= Y o(x,...xa)Px, x,{x1,... %0} . (10.47)
X1,.--Xn

10.2.3 Variables aléatoires a densité

On s’intéresse maintenant aux variables aléatoires prenant leurs valeurs dans un ensemble infini
continu, et on s’intéresse aux variables aléatoires dites “a densité”.
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10.2 Variables aléatoires

DEFINITION 10.16 Une variable aléatoire X sur (Q), F,IP) est dite a densité si il existe une
fonction px € LY(R) telle que pour tout ensemble mesurable U C R,

Px{U} = /u px(x)dx . (10.48)

Propriétés de la densité

Une densité de probabilités px est a valeurs réelles. Cependant, px(x) > 0 presque partout (par
contre, rien de contraint la densité de probabilités a prendre des valeurs inférieures a 1). De plus, on
a

/ " ox(x)dx = Px{R} = 1. (10.49)

Fonction de répartition La fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité est définie
comme dans le cas discret (voir DEFINITION [10.8), et les propriétés énoncées dans la section PRO-
PRIETES restent valables. La nouveauté est que la fonction de répartition est maintenant donnée

par
Fu(x) = Px{] oo xl} = [ px(x)dx,

et est continue. De plus, on a

px(x) = - Fx(x) . (10.50)

EXEMPLE 10.17 Soit X une variable aléatoire exponentielle, de parametre « : pour tout x > 0,
P{X(w) > x} =e*".

On a donc la fonction de répartition

et la densité
px(x) = Fy(x) = ae " O(x) .
La fonction de répartition (définie sur R™) est montrée en FIGURE[10.2}

Densité d’une fonction de variable aléatoire Etant données deux variables aléatoires a densité X et
Y = ¢(X) sur (Q), F,P), on cherche a relier la densité de Y a la densité px de X. Dans le cas général,
il faut procéder en deux étapes : dans un premier temps, calculer la fonction de répartition de Y en
fonction de la densité px de X ; puis en déduire la densité par dérivation.

Prenons I’exemple d’une variable aléatoire a valeurs réelles (positives ou négatives) X, de densité px,
et de Y = X2 La fonction de répartition de Y est donnée par

N

Frly) = P{X(w)* < y} = PIX(w) < V7}OW) =) [ px(x)dr.

On en déduit la densité de Y par dérivation :

or(y) = O() (ijpxwm - z‘jym—m) - @(y)zjy (0x () + ox(—v7) -

On voit bien sur I'exemple ci-dessus la difficulté introduite par le fait que le ¢ choisi ne soit pas bijectif.
Lorsque ¢ est bijectif, les choses sont un peu plus simples, et on peut énoncer le résultat suivant :
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Fonction de repartition; loi exponenticlle
10

Lo =2
o
0_7—_
o6
os
o.a|
o3
o=

o1

FIG. 10.2: Fonction de répartition d"une variable aléatoire de distribution exponentielle

THEOREME 10.1 Si ¢ est une bijection différentiable, a inverse différentiable, la densité py de
Y = ¢(X) est donnée par
v (y) = (97 Wpx(e~' (v)) - (10.51)

Preuve : Les hypotheses faites sont précisément celles qui nous permettent de faire un changement de
variables :

er(y) = ;’; Jsy oy P = jy [ ox(o716) (07 () du,

ce qui prouve le résultat. [

Une convention de notation

Il est parfois utile d’introduire une notation permettant de traiter simultanément les cas discrets et
continus. On introduit pour cela le symbole dPx(x) (que 1’on note parfois Px(dx)), auquel on donne
la signification suivante :

Jypox(x)dx  siXestadensité px
Px{U} = /d]PX { Yveu IPX{xi} si X prend les valeurs x1, xy, . .. (10.52)
De méme, étant donnée une fonction f : R — C, on notera
fuf x) dx si X est a densité px
/uf(x)d]PX { Yveu f(xl)]PX{xl} si X prend les valeurs x1, x2, . .. (10.53)

Bien entendu, des hypothéses sont nécessaires dans les deux cas pour assurer ’existence du membre
de gauche. Nous utiliserons cette notation dans la suite, en particulier en manipulant 'espérance
mathématique.

Espérance, moments,...

Les définitions des espérances mathématiques des variables aléatoires a densité sont similaires a celles
vues dans le cas discret.
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DEFINITION 10.17 1. L'espérance mathématique d’une variable aléatoire continue X de den-
sité px est définie par

E{X} = /_o:o xpx(x)dx . (10.54)

2. Etant donnés deux variables aléatoires continues X et Y = ¢(X), l'espérance mathématique
de Y est définie par

E{p(0)} = [ ppx(x)dx. (10.55)

En utilisant la notation introduite plus haut, on peut noter I'espérance d’une fonction de variable
aléatoire quelconque (continue ou discrete)

E{p(X)} = [ o(x)dPx(x). (10.56)

On introduit par exemple les moments

E{X"} = /j:o x"px(x)dx,

et la variance
Var {X} = / (x — E{X})%0x(x) dx .

La fonction caractéristique est introduite de fagon similaire :

DEFINITION 10.18 Soit X une variable aléatoire continue de densité px. La fonction ca-
ractéristique de X est la fonction Gx : R — C définie par

Gx(u) =E {e_”‘X} = /j:o e Moy (x) dx . (10.57)

En utilisant le symbole dIPx, on notera dans le cas général
Gx(u) = / e dPy (x) .

Dans le cas d’une variable aléatoire a densité, la fonction caractéristique est proportionnelle a la trans-
formée de Fourier de la densité :

Gx(u) = \/ﬁpx(u) .

On peut également en déduire (si la formule d’inversion de Fourier a un sens dans ce contexte) une
expression de la densité a partir de la fonction caractéristique :

_i « iux
px(x) = 27r/ Gx(u)e"™ du .

—00

Il est facile de montrer que la PROPOSITION reste valide dans le cas des variables aléatoires a
densité (la démonstration est similaire a celle donnant la dérivée d’une transformée de Fourier).
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EXEMPLE 10.18 Considérons une variable aléatoire exponentielle X, de parametre a. La densité est
donc
ox(x) = ae 0 (1),

et la fonction caractéristique est donnée par

o
o +iu

Gx(u) = a/ e~ e Y gy =
0

On vérifie facilement que Gx(0) = 1. En dérivant une premiere fois, on a

iGk() = (e
d’ou .
E{X} = o
De méme,
~GH() =
donne
E(X) =5,

et donc Var {X} = a2

Vecteurs aléatoires

Ici encore, la discussion faite dans le cas discret se transpose sans grande diffiulté au cas continu.

Densité jointe

DEFINITION 10.19 Un vecteur aléatoire (Xy,...Xy) sur (Q, F,IP) est dit vecteur aléatoire
a densité si il existe une fonction de n variables px,, x, telle que pour toute partie mesurable
V C R", on puisse écrire

P{(X1(w), ... Xy(w)) € V} = /V %05, (X1« ) dx1 - .y (10.58)

La fonction px,,.. x, est appelée densité de probabilités jointe de Xj, ... X;,.

Au meéme titre que la densité de probabilités d"une variable aléatoire, la densité jointe d’un vecteur
aléatoire est positive presque partout. Elle a également un comportement remarquable vis a vis des
changements de variables, comme le montre le résultat suivant, qui généralise le THEOREME [10.1

THEOREME 10.2 Soit (X3, ... X, ) un vecteur aléatoire sur (Q), F,IP), a valeurs dans U C R",
etsoit® : U — V = ®(U) C R" une application bijective différentiable, a inverse différentiable.
On note (Y1,...Y,) = ®(Xq,...Xy), et Jo1 le Jacobien de ®~1. Alors la densité jointe de
(Y1, ...Yy) est donnée par

0Y1, Yo W1 - Yn) = o1 (Y1, Yn)| 01,5, (@ (Y1, yn)) - (10.59)
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Preuve : La démonstration de ce résultat est relativement simple. Soit f une fonction bornée a support
borné définie sur U. Calculons

E {f(Yl’ ce Y”)} = /Vf(]/ll .- -]/n)PY1,...Yn (y1, .o ~]/n) dy1 - d]/n
= /uf(q>(xlr~--xn))pxl,,,,xn(xl,...xn)dxl codx,

= /Vf(yl, U)X, X (T (YY)
< Vs ()| dy .y

par changement de variables. Ceci étant vrai pour toute fonction f continue a support borné, on en
déduit le résultat. )
Il est utile de considérer quelques exemples pour illustrer ce résultat. Les exemples les plus simples
sont fournis par les changements de systemes de coordonnées (du systéeme Cartésien au systéme
angulaire en particulier).

EXEMPLE 10.19 Supposons que des fléchettes soient tirées au hasard sur une cible ronde de rayon ry,
avec une distribution uniforme sur le disque. On s’intéresse a la répartition des impacts en fonction
de la distance au centre de la cible. La modélisation la plus adaptée consiste a introduire un espace
() égal au disque de rayon rg. La distribution étant uniforme sur (), elle est associée a une densité de
probabilités p, de sorte que pour tout A C (), on ait

Vol(A) 1 B
Vol () —nr%/Adxdy—/Ap(x,y)dxdy.

Ainsi, la densité p est donnée de la fagon suivante : siw = (x,y) € Q,

{12 siweQ
0

P{A} =

plw)=9 7

0 sinon .

Introduisons les variables aléatoires X et Y correspondant aux coordonnées Cartésiennes de w :
X(w) = x et Y(w) = y. La densité jointe de X et Y est évidemment

-1, sile point de coordonnées (x,y) appartient a ()

pxy(x,y) = { o

0 sinon .

Sinous introduisons maintenant les variables aléatoires R et ©® représentant les coordonnées polaires
de w, nous avons d’apres le théoréeme précédent

L, sile point de coordonnées polaires (r,6) appartient a Q

pro(r,0) = { o

0 sinon .

Il est important de remarquer que la distribution jointe de X, Y est une distribution uniforme, alors
que la distribution jointe de R, ® n’est absolument pas uniforme.

Ceci nous permet entre autres de calculer E {R} = E {\/ X%+ Yz} de deux facons différentes :
E{R 242 dxdy = [ [P arao = 2
(R} = [V vioxy(wdrdy = 5 [ 77 dtdo = 5o

ro 21 2
E{R} = ./0 /0 rore(r,0) rdrdd = 370

Ces deux calculs sont en fait tout a fait similaires.

ou encore
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EXEMPLE 10.20 Prenons un autre exemple, issu de la physique. On suppose que l'état d'une particule
est décrit par une fonction d’onde (x,y,z) € R® — ¢(x,y,z) € C. Conformément a 'interprétation
donnée par Sommerfeld, on donne a p = |¢(x,v,z)|? le sens d"une densité de probabilité de présence
au point w = (x,y,z) € R3. De nouveau, on peut interpréter p comme la densité jointe des variables
aléatoires X, Y, Z représentant les coordonnées Cartésiennes du point considéré. On peut également
introduire les variables aléatoires R, ® et ¢ représentant les coordonnées sphériques. Il est alors facile
de voir que
PR (7,0, 9) = 12 sinf p(rsin O cos ¢, 7 sin O sin @, r cos 0) .

Fonction de plusieurs variables aléatoires Etant données n variables aléatoires (Xj, ... X,), et une
fonction ¢ : R” — R, on peut de nouveau introduire une variable aléatoire Z = ¢(Xj, ... X, ). Sa dis-
tribution peut dans certains cas étre déduite simplement de la distribution jointe de (X3, ... X, ), mais
ce cas se présente rarement. Pour calculer I'espérance de Z, il est généralement préférable d’utiliser
la relation

E{o(Xy,...Xn)} = /]Rn P(x1, ... Xn)Pxy,. X, (X1, X)) dxp ... dxy, (10.60)

Si nous reprenons 1’exemple inspiré de la mécanique quantique donné plus haut, nous en déduisons
par exemple une expression pour 1'espérance de la variable aléatoire R :

E{R} = /IR3 73 sin  p(rsin @ cos ¢, 7 sin O sin @, 7 cos 8) dr do d .

10.3 Variables aléatoires indépendantes, distribution conditionnelle

Nous avons vu au chapitre précédent que lorsque 'on a a étudier plusieurs variables aléatoires
définies sur un méme modele probabiliste, il ne suffit pas de connaitre leurs distributions indivi-
duelles pour les caractériser. Il faut surtout connaitre leur distribution jointe (qui permet également de
conaitre les distributions individuelles, ou marginales). Cependant, il existe un cas ot1 la connaissance
des distributions marginales est suffisante :. On dit alors que les variables aléatoires sont indépendantes.

10.3.1 Variables aléatoires indépendantes

Nous avons déja rencontré la notion d’indépendance dans le premier chapitre : deux évenements
A,B € F sont indépendants si P{ANB} = P{A}P{B}, et on donne une définition similaire pour
des familles finies d’événements indépendants. Nous nous intéressons maintenant a 1'utilisation de
cette notion dans le cas de variables aléatoires.

Définitions

Commengons par donner la définition d"une famille de variables aléatoires indépendantes.

DEFINITION 10.20 Etant données N wvariables aléatoires Xy,... Xy définies sur un méme
modele probabiliste (Q, F,IP), on dit qu'elles sont indépendantes si pour toute famille
(U, ...Uy) de sous-ensembles de R, on a

]PXLXZI,“XN{LH X UZ X - X UN} = Hjxl{ul}]lsz{l,[z} .. .IPXN{UN} (1061)

Des variables aléatoires indépendantes possedent des propriétés simples, que nous décrivons ci-
dessous.
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1. Siles variables aléatoires X1, . .. Xy sont des variables aléatoires discretes, alors leur indépendance
est équivalente a la propriété :

IP{X] = xl,Xz = Xop, XN = xN} = IPXl{x1}]PX2{x2} e IPXN{XN} (1062)

pour tous x1, ... xy appartenant aux ensembles de valeurs possibles respectifs de Xj, ... Xy.

2. Siles variables aléatoires sont toutes continues, alors 1'indépendance se traduit en une propriété
de leurs densités de probabilités : on a alors

0%, %, Xy X1, X2, .., AN} = px {1 fox, {x2} - px {XN } - (10.63)

Ces derniéres propriétés sont faciles a démontrer. Prenons I'exemple de deux variables aléatoires
continues X1, X, indépendantes. On a alors, pour tous Uy, Uy C R,

Px, x,{U1 x U} = /u U 0x,,%, (X1, x2) dx1 dx;
1 2

- x2) dx1 d
/ul /112 pX]’XZ(xl xz) X1 dXp
— /111 /uz ox, (x1)px, (x2) dxq dxy .

Ceci devant étre vérifié pour tous Uy, Uy C R, on en déduit bien la propriété de factorisation px, x, =
0x,0x, souhaitée. Le cas des variables aléatoires discretes se traite de fagon similaire.
Il est parfois utile d’étendre cette définition au cas d’une famille infinie de variables aléatoires.

DEFINITION 10.21 Une famille infinie {X,,n € Z} de variables aléatoires définies sur un
méme modele probabiliste (Q), F,IP) est une famille indépendante si toute sous-famille finie est
une famille indépendante.

EXEMPLE 10.21 Le nombre de particules N entrant dans un compteur obéit a une loi de Poisson de
parametre A donné. Ceci produit une tension aléatoire

V =NU

ol U est une tension aléatoire, indépendante du nombre de particules, et de distribution caractérisée
par la densité de probabilités

1
ou(u) = m(a(”) :
L’hypothese d’indépendance nous permet de calculer
P{V <1} = ) P{N=nU<1/n}

n=0

= i]P{N =n}lP{U < 1/n}
n=0

AT Y du
= 76_ —
— n! /o (14 u)?

n=0 0

I e
=nln+l A= (n+1)!
A A

Y (e 1) )
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Conséquences de I'indépendance

1. L'indépendance est une propriété forte d"une famille de variables aléatoires. Il est possible de
trouver des exemples de triplets de variables aléatoires (X1, X2, X3) tels que toutes les sous-
paires (X;, X;) soient des paires de v.a. indépendantes, mais que le triplet (X1, X5, X3) soit quant
a lui dépendant.

2. Par contre, étant donnée une famille de v.a. indépendantes, toute sous-famille est également
indépendante. Sinous reprenons I'exemple des triplets de v.a. indépendantes, on voit facilement
que

]P{Xl e, X, € Uz} = ]P{Xl e, X, e, X3 € IR}
]P{Xl € Ul}lP{Xz S UQ}]P{Xg € IR}
= ]P{Xl S Ul}]P{Xz € UQ} .

3. Si Xj,... XN forment une famille de variables aléatoires indépendantes. Alors étant données
des fonctions fi,... fy : R — R, les variables aléatoires Y; = f1(X1),...Yn = fn(Xn) forment
une famille de variables aléatoires indépendantes. Vérifions le sur 'exemple simple d"une paire
de variables aléatoires. Calculons

P{fi(X1) € Uy, fo(X2) € U} = H’{Xl € fi'(Wh), Xz € fil(uz)}

P{Xl € ffl(Ul)}ﬂ’{Xz € fz_l(UZ)}
P{f1(X1) € 1}P{fo(X2) € Ua},

ce qui prouve ’assertion.

4. Plus généralement, si Xj,... Xy forment une famille de variables aléatoires indépendantes,
alors (X1, X2),8(X3),h(Xs, X7),... sont des variables aléatoires indépendantes.

Nous pouvons résumer les résultats obtenus dans cette section dans la proposition importante sui-
vante

PROPOSITION 10.8 Soit (Xj,...Xn) une famille de variables aléatoires indépendantes. Alors
toutes fonctions de groupes disjoints de ces variables aléatoires forment des familles de variables
aléatoires indépendantes.

Indépendance, variance et espérance

Les espérances de fonctions de variables aléatoires indépendantes offrent des simplifications.

PROPOSITION 10.9 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Alors, on a

E{XY} = E{X}E{Y} (10.64)
Ixy = 0. (10.65)
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10.3 Variables aléatoires indépendantes, distribution conditionnelle

Preuve : On se limitera aux cas de variables aléatoires discrétes ou continues (le cas mixte se traitre de
facon similaire). Supposons X et Y discretes. On a alors

IE{XY} = in]/]‘]P{X:xl’,Y:]/j}

XiYj

= szly]IP{X = Xl'}]P{Y = ]/]}
Xi Yj

— E{X}E{Y}.

Dans le cas continu, on a

E{XY} = [ xypxy(xy)dxdy

_ /R /R xypx (x)oy (y)dxdy
= E{X}E{Y}.

On a immédiatement le corollaire suivant

COROLLAIRE 10.1 1. Si X et Y sont indépendantes, on a pour toutes fonctions f,g : R —
R

E{f(X)g(V)} = E{f(X)}E{g(Y)}. (10.66)

2. Si Xy, ... Xy sont indépendantes, alors

E{X1X,...Xn} = E{X;}E{X;}...E{Xy} (10.67)

Preuve : la premiére assertion est une conséquence directe du fait que X, Y étant indépendantes, f(X)
et ¢(Y) le sont également. La seconde assertion se montre par récurrence : X; et X»X3... Xy sont
indépendantes, de méme que X, et X3X4 ... Xy, et ainsi de suite. Donc

E{X;X;... Xy} = BE{X{}E{Xs... Xy} = E{X1}E{X;}...E{Xy}.

Les moments d’ordre deux des variables aléatoires indépendantes possedent aussi d’intéressantes
propriétés.

PROPOSITION 10.10 Si Xy, ... Xy sont indépendantes, alors

Var{X; + Xo + - - + Xn} = Var{ Xy } + Var{Xa} + - - - + Var{Xn} . (10.68)

Preuve : 11 suffit de calculer

Var{X; + Xo+ -+ Xy} = E {[(X1 “E{Xi )4+ (Xy —IE{XN})]Z}

= Var{Xi} +---+ Var{Xn} +2) Txx
i#]

ce qui termine la preuve, car I'x,x, = 0 pour tous i # j.
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10.3.2 Sommes de variables aléatoires indépendantes
Généralités

Considérons tout d’abord une paire de variables indépendantes discrétes X et Y, prenant des valeurs
entieres, et soit Z = X + Y. On a alors de fagon évidente

P{Z=n}=) P{X=kY=n—k}=) Px{k}Py{n—k}.
k k

On aboutit donc a un produit de convolution discret. On a aussi, en utilisant les fonctions caractéristiques
de X,Y,Z:

Gz(u) = E {e—iuz} — Y eriun Zk;]PX{k}IPY{n —k} = Gx(u)Gy(u).

De méme, si nous considérons deux variables aléatoires continues X, Y, indépendantes, de densités
px et py on a en posant de nouveau Z = X + Y

Fz(z) =P{Z <z} = / s px(x)py(y) dxdy

= /_Zoo /pX(x)py(u — x)dxdu,

de sorte que la densité pz de Z peut s’écrire sous la forme d"un produit de convolution

pz(z) = /Px(x)py(z —x)dx.

Au niveau des fonctions caractéristiques, on a aussi

Gz(u)=E {e’”‘z} = /e’”‘zpz(z) dz = Gx(u)Gy(u) .

On peut montrer une propriété similaire dans le cas de variables aléatoires mixtes. En fait, on a dans
le cas général

Gz(u) = {e’i“(XJFY)} =F {e’i“X}]E {e’i“y} = Gx(u)Gy(u) .

En étendant ce résultat a plusieurs variables aléatoires (ce qui se fait par récurrence), on peut donc
montrer :

PROPOSITION 10.11 Si Xy, ... Xy sont indépendantes, et si on pose
Z:X1+X2++XN

alors on a
Gz(u> = GXl(u)ze(u) .. GXN (u) . (1069)

Cette propriété nous sera utile par la suite.

La loi des grands nombres

C’est un résultat d"une grande importance historique et pratique. C’est le plus simple des théoremes
limites, et il est a la base de la théorie des statistiques. Il montre essentiellement qu'une moyenne de
variables aléatoires indépendantes, identiques, tend vers leur espérance commune quand le nombre
de variables aléatoires tend vers 'infini. Ce résultat est assez intuitif, et la difficulté essentielle réside
dans le sens précis qu’on lui donne. En effet, la moyenne des variables aléatoires est toujours aléatoire,
alors que 'espérance est quant a elle un nombre déterministe. Ecrire une égalité entre ces deux quan-
tités demande donc un minimum de précautions.

258



10.3 Variables aléatoires indépendantes, distribution conditionnelle

EXEMPLE 10.22 Considérons une expérience de pile ou face, avec une piéce non pipée, effectuée un
grand nombre N de fois. On note Sy le nombre de fois ot la piece retombe sur “pile”. On s’attend
intuitivement a ce que lorsque N tend vers 'infini, Siy/ N soit de plus en plus proche de 1/2, qui est
la probabilité de “pile”. La loi des grands nombres précise cette intuition, en montrant que pour tout
nombre § > 0,

P{[SN/N—-1/2] <6} -1 quand N — 0.

Pour donner un énoncé dans le cas général, on a besoin de la définition suivante :

DEFINITION 10.22 1. Les variables aléatoires Xy,... Xy sur un méme modele probabiliste
(Q), F,P) sont dites identiquement distribuées si pour tout U C R on a

]I)Xl{u} :]sz{u} = :]PXN{U} (10.70)

2. Sielles sont de plus indépendantes, on dit qu’elles sont i.i.d.

THEOREME 10.3 Soient X, ... Xy des variables aléatoires i.i.d.; soit 6 > 0. Alors, en posant

N
Sy =) Xn (10.71)
n=1
ona S
IP{ <Z\1;’—1E{X1}> <5} — 1 quand N — co. (10.72)

Preuve : La preuve est relativement simple : posons

Sn
/Z/=——-—E{X
N {X1},

et soit
A={we,Z(w) >} .

Onaalors E {Z2} > §°P{A}, de sorte que
P{|Z| > 6} <6 *E{Z*}.
Mais on a aussi, comme E {Sy} = NE {X; },
S 1
E {Z%} = Var{Z} = Var {1\7} = o Var{Xi}.

Comme cette derniere quantité tend vers 0 quand N — oo, le théoreme est donc démontré.

Le théoreme “Central Limit”

La loi des grands nombres montre que la moyenne d"une famille de variables aléatoires i.i.d. tend vers
leur espérance commune quand la taille de la famille tend vers l'infini. Cependant, cette moyenne
possede quand méme un caractére aléatoire, et il est donc utile de s’intéresser au comportement
asymptotique de sa distribution. Le théoreme “Central Limit” montre que celui-ci obéit (griéralement)
a une “loi générique”.

On ne donnera pas ici de preuve du théoreme “Central Limit” en toute généralité. On s’appuiera
plutdt sur I’exemple suivant.
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EXEMPLE 10.23 Considérons N variables aléatoires i.i.d., uniformes sur l'intervalle [—1, 1], et soit

1
/= — (X1—|—X2+"'—|—XN) .

VN

Intéressons nous tout d’abord a la distribution de X/+/N, o1 X est une v.a. continue donnée. On voit
facilement que

Fy,yw(®) = P{X < xVN} = /xm

—00

px(y)dy = VN /_xoo px(uVN)du,

de sorte que

ox,yn(x) = VNpx(xVN),

et, au niveau de la fonction caractéristique

j A
J— — /\ o
Gryn(h) = VN [ ox(xv/M)e s = G (<)
Revenant a notre famille Xy, ... Xy :

1 M. sin A
Gx, (1) = Gxy(d) = -+ = Gxy(A) = 5 [ e Max = 222

_ A A AN (sinA/vN)T
Gﬂ“—c&<¢&yk4Qw>mGM<«w>—<Mvw>~

Calculons maintenant, dans la limite des grandes valeurs de N,

On a donc

log(Gz(A)) = Nlog (W)

A? A
= viog(1- 240 (24))

A2 A4
“s+o(x)

Q

On a donc
lim Gz(A) = e /6,

N—oo

et donc, par transformation de Fourier inverse

: _ 3 —3x2/2
NP2 = g e

On a donc montré qu’a la limite N — oo, la variable aléatoire Z a un comportement Gaussien.

Le théoréme, dans sa version plus générale, est le suivant :
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THEOREME 10.4 Soit (X1, Xp,... XN) une famille de variables aléatoires i.i.d. sur un méme
modele probabiliste (), F,IP), de moyenne y et d’écart type o. Soit

1
In=—= (X1 +Xo+---+Xny—Nu) . 10.73
N U\/ﬁ ( 1 2 N i’l) ( )
Alors, on a .
Z 2
. _ —x%/2
I\IIEI;OP{ZN <z} = e Lwe dx . (10.74)

En plus du comportement Gaussien de Zy, ce théoreme permet de préciser le comportement de
'écart type de la variable aléatoire

SN=X1+Xo+---+ XN -

On a
(TSN :U\/N

(on savait déja d’apres la loi des grands nombres que us, = Npu).

10.3.3 Variables aléatoires et probabilités conditionnelles

Nous avons déja rencontré au chapitre 1 la notion de probabilité conditionnelle : soit (), F,P) un

modele probabiliste ; si A et B sont deux évenements quelconques, la probabilité de A sachant B (ou

conditionnée par B) est le nombre

P{ANB}
P{B}

La notion de probabilité conditionnelle (et de distribution conditionnelle) s’étend aux variables aléatoires.

P{A|B} = (10.75)

Distribution conditionnelle d’une variable aléatoire

De 1a, on déduit les probabilités conditionnelles des variables aléatoires. Par exemple, si X et Y sont
des variables aléatoires discreétes :

P{X=x]Y =yj} = P{lweQX(w)=1xetY(w)=yj{w €QY()=y}}
I[){szi,yzyj}
P{Y =y}

Rappelons que dans ce cas,
P{Y =y;} =) P{X =x,Y =y;}.

Dans le cas général, on a

DEFINITION 10.23 Etant données deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme modele
probabiliste, la distribution conditionnelle de X sachant que Y € V est la collection de nombres

P{XelUYeV}

ST (10.76)

P{XeclUlyeV}=

pour tout ensemble mesurable U C R.
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On a dong, de facon évidente

PROPOSITION 10.12 Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si
pour tous U, V C R, mesurables

P{XeU|lyeV}=P{XeU}.

Exemple : On tire a pile ou face avec une piece tordue, telle que la probabilité d’obtenir “pile” a un
tirage vaut p. Soit T le nombre d’essais nécessaires pour obtenir “pile”, et soit S le nombre de “pile”
en n tirages. Calculons P{T = k|S = 1} : pour cela, il suffit de ne considérer que les k premiers tirages,
et on calcule

P{T =kS=1} = p(1—p)< 1,

et

P{s=1} = 1!(:!_1)!19(1 —p)ft

d’ot1 on déduit
IP{T:k|S:1}:%

La distribution de X sachantY =y

On considére maintenant le cas particulier important o1 une variable aléatoire X est conditionnée par
une valeur particuliére y de la variable aléatoire Y. On s’intéresse donc aux nombres

P{X e AY =y}
P{Y=y}

La premiére question qui se pose est celle du sens que I'on donne a ces nombres. Si Y est une variable
aléatoire discrete ou mixte, et si P{Y = y} # 0,iln’y a pas de probléme. Par contre, si P{Y =y} =0,
il faut avoir recours a des arguments limite. On procéde comme suit. Soit Ay = [y — dy,y + dy[ un
intervalle de largeur Jy centré sur y.

- SiP{Y € Ay} =0,onpose P{X € A|lY =y} =0.

— sinon, on pose P{X € A|Y =y} = lim;, .o P{X € A[Y € Ay}.

Si X et Y possedent une densité de probabilités jointe px y(x, y), on sait alors que

P{X € AlY =y} =

oy(y) = / px,y(x,y)dx,
et on a alors

Jaxay Pxx (%, y)dxdy
Jay Py (y)dy

Japxy(x,y)dx Ay
ey (v) Ay

P{X € AlY € Ay} =

On obtient ainsi
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PROPOSITION 10.13 Si les variables aléatoires X et Y possedent une densité de probabilités
jointe px vy (x,y), alors P{X € A|Y = y} est aussi définie par une densité de probabilités

P{X € A]Y =y} = /Ap(x|y)dx, (10.77)
oul
o(xly) = "’%;)y) - (1078)

DEFINITION 10.24 La fonction p(x|y) est la densité conditionnelle de X sachant Y.

Exemple : On tire au hasard un point sur un disque de rayon 1, avec une densité de probabilités
proportionnelle a la distance au centre du disque. Calculer la probabilité pour que la coordonnée x
soit supérieure a un xp donné sachant que la coordonnée y vaut 0.

On note X, Y les variables aléatoires décrivant les coordonnées x et y du point tiré au hasard. II faut
tout d’abord expliciter la distribution jointe de X et Y : pxy(x,y) = K(x* + y?). La condition de
normalisation [ pxy(x,y)dxdy = 1 donne K = 71/2. La distribution de Y est de la forme

2 1
N 12( 2 2 — 42 2
Py () ”/—\/@\/1 (% + P )dx = oy [1- (14257,

3(x* +v°)

d’ott on déduit

X = .
p(xly) SN
Finalement,
3 ! 2 1 2
IP{szO|Y:0}:7/ Wdx = ~(1—3).
2 Jx 2

Notation : Pour unifier les notations entre les cas discret, continu et mixte, on notera
P{X € AlY =y} = / P{dx|Y =y} .
A

Probabilités conditionnelles d’une fonction de variables alatoires

Etant donnée deux variables aléatoires X, Y, on se donne une nouvelle variable aléatoire Z, fonction
de X,Y:Z = ¢(X,Y). On s'intéresse a la distribution de Z sachant que Y = y. On a alors le résultat
suivant :

PROPOSITION 10.14 La distribution conditionnelle de ¢(X,Y) sachant que Y = y est égale a
la distribution conditionnelle de ¢(X,y) sachant que Y = y.

Preuve : si A € S, on considere

P{p(X,Y) € AlY =y}
P{Y =y} '

P{p(X,Y) € AlY =y} =
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Les ensembles
{w:p(X(w) Y(w)) € A, Y(w) =y}
et
{w:9(X(w)y) € A, Y(w) =y}
étant identiques, ceci prouve la proposition.

La régle d’addition des probabilités conditionnelles

Exemple : Une urne contient 7 boules noires et 3 boules blanches. Quelle est la probabilité pour que
la seconde boule tirée soit blanche ? Le raisonnement le plus simple distingue 2 cas : soit la premiere
boule tirée est blanche (probabilité 3/10) et la seconde est blanche (probabilité 2/9) ; soit la premiere
est noire (probabilité 7/10) et la seconde est blanche (probabilité 3/9). Donc, la probabilité vaut

32,73 _3
10 9 109 10°
Plus généralement, étant données deux variables aléatoires discretes X et Y, on a

P{X=x}=) P{X=x,Y =y} =) P{X=x]Y =y} } P{Y =y},
j j ]

et dans le cas de variables aléatoires continues

Pixeat=[ [ pxvixuxdy= [ [ ptxlppr(yisdy,
de sorte que
px(x) = [ p(xly)pv(v)dy

On a donc montré

PROPOSITION 10.15 Etant données deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme modele
probabiliste,

Px{A} = /]P{X e AlY = y}dPy{y} . (10.79)

10.3.4 Espérance conditionnelle et prédiction
Définition et propriétés

La notion d’espérance conditionnelle est celle qui permet de donner un sens a celle de “résultat at-
tendu pour la variable aléatoire X connaissant Y.

DEFINITION 10.25 Etant données deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme modele
probabiliste, on définit I'espérance de X sachant que Y =y par

E{X|]Y =y} = /x]P{dx|Y _— (10.80)

De méme, étant donnée une fonction ¢(X) de la variable aléatoire X, I'espérance conditionnelle
de ¢(X) sachant Y est définie par

E{p(X)|Y =y} = [ 9(x)P{dx|Y =y} . (10.81)
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L’espérance conditionnelle possede un certain nombre de propriétés simples, et faciles a démontrer.

1. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, et si ¢ est une fonction quelconque,
E{p(X)|Y =y} =E{p(X)}.

En effet, E {p(X)|Y =y} = [ ¢(x)P{dx|Y =y} = [ p(x)P{dx} = E {¢(X)}.
2. Etant données deux variables aléatoires X et Y,

E{X} = [E{X|Y = y}aPy{y}.

Par exemple, dans le cas de variables aléatoires a densité, ona E { X} = [ xpx(x)dx = [ xp(x|y)py(y)dxdy =
JEAXIY = y}ov(y)dxdy.
3. Si X, Y, Z sont des variables aléatoires dépendantes :

E{X+Y|Z=z}=E{X|Z=z}+E{Y|Z=2z}.
4. Pour toute fonction ¢(X,Y),

E{oX, Y|Y =y} =E{oX y|Y =y} .

Prédiction

La prédiction est devenue une thématique scientifique d’une importance considérable dans de mul-
tiples domaines (et pas seulement en météorologie, a la bourse ou chez Mme soleil...). On peut en
particulier citer le probléme du controle de la trajectoire des fusées (connaissant leur position et leur
vitesse jusqu’a l'instant ¢, prédire la trajectoire a venir afin de pouvoir éventuellement apporter des
corrections).
La formulation probabiliste du probleme de prédiction est la suivante :
Etant données deux variables aléatoires X et Y (ou N + 1 variables aléatoires X et Y1,,...YN), comment
construire une fonction de Y (ou Y1,,...Yn) permettant de prédire au mieux la valeur prise par X, si I'on
connait la valeur prise par Y (ou les valeurs prises par les Y1,,...Yn).
Pour estimer la qualité de la prédiction, il faut tout d’abord réaliser que tout prédicteur ¢(Y) est lui
aussi une variable aléatoire. Le critere le plus simple consiste a trouver la fonction ¢ qui minimise
'erreur en moyenne quadratique :

mq}n]E {[X—o()]*}. (10.82)

On montre alors le résultat suivant

PROPOSITION 10.16 La fonction ¢* qui minimise I’erreur de prédiction en moyenne quadra-
tique est donnée par
¢ (y) = E{X|Y =y} . (10.83)

En pratique, cette solution n’est pas toujours facile a expliciter, et il faut se contenter d’approxima-
tions.
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ANNEXE

Mesure et convergence

A.1 Notion de mesure

La notion de mesure, essentielle en physique, a également pris un sens précis en mathématiques. On
en donne ici trés brievement les éléments essentiels.

DEFINITION A.1 Soit un ensemble &, et soit A une famille de sous-ensembles de E. On dit que
A est une algebre si

1. A est non vide.

2. Pour tout E € A, le complémentaire E de E appartient aussi a A.

3. Pour tous Eq, Ey € A, leur réunion Eq U Ey appartient aussi a A
On dit que A est une sigma-algebre si de plus

4 Pour toute famille dénombrable {E1, Es, ...} d’élements de A, leur réunion \J E; appartient
aussia A.

L'exemple le plus classique est 'exemple des nombres réels : £ = R. On considere la famille des sous
ensembles de la forme | — o0, x], olt x € R. Il est possible de montrer que cette famille est en fait une
sigma-algebre, que I'on appelle sigma-algebre de Borel.

DEFINITION A.2 Soit £ un ensemble, et soit A une sigma algebre sur £. On appelle mesure
sur A une application

u:A—C (ouR)
telle que
1. La mesure de l'ensemble vide est nulle.

2. Pour toute famille dénombrable {Ey, Ey, ...} d’élements de A, disjoints deux a deux (c’est
a dire tels que pour tous i, j, E; N E; soit vide),

n(UE) = 2 u(E) . (A1)
j

De nouveau, 'exemple le plus usuel est 'exemple de la mesure de Lebesgue sur R. Cette mesure
est définie de la fagon suivante : a tout intervalle ]a, b], on associe sa mesure qui n’est autre que sa

longueur :
u(la,b]) =b—a. (A.2)
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A Mesure et convergence

Un élément simple fp, ou une union dénombrable d’élements de IR sont alors des ensembles de me-
sure nulle : pour tous to, t1, - € R,

u(to) = u({to,t1,...}) =0.

La notion d’ensemble de mesure nulle joue un role tres important.

A.2 Convergence

La notion de convergence d'une suite de nombres est une notion classique. Par contre, dés lors que
’on s’intéresse a des suites de fonctions, il est possible de donner a la notion de convergence de suites
des sens différents, qui traduisent des notions plus ou moins précises (ou fines) de convergence.

On résume ici rapidement les notions de convergence les plus usuelles, dans le cas de fonctions d"une
variable réelle. Le cas des fonctions de plusieurs variables s’en déduit sans difficulté.

A.2.1 Convergence simple

On dit que la suite de fonctions {f,,n = 0,1,...} définies sur un domaine A (soit donc f, : A —
C) converge simplement vers la fonction f si pour tout t, la suite des nombres {f(t),n = 0,1,...}
converge vers le nombre f(t). On traduit cela par :

fn— fsiVe>0,Vt € A,AN(t,e) telquen > N(t,e) = |fu(t) — f(t)] <e€. (A3)

Cette notion de convergence n’est pas la notion la plus fine, dans la mesure ot le nombre N(t,€)
peut ici dépendre du point t considéré. Lorsque cet aspect n’est pas souhaitable, on préfere utiliser la
notion de convergence uniforme.

A.2.2 Convergence uniforme

La contrainte de convergence uniforme est donc plus exigeante, et suppose que ’on puisse contrdler
I'erreur commise en approximant f par f, de fagon indépendante du point étudié.

fu— fsiVe>0,IN(e) telqueVt € A,n > N(e) = |fu(t) — f(t)| <e. (A4)

Bien évidemment, la convergence uniforme entraine la convergence simple.

A.2.3 Convergence en moyenne

Les deux notions de convergence ci-dessus sont basées sur les valeurs ponctuelles des fonctions
étudiées. Or, il est souvent utile de s’abstraire de 1'utilisation des valeurs ponctuelles, et de définir
des notions de convergence en moyenne.

Soit p un nombre réel positif. On dit que la suite de fonctions {f,,n = 0,1,...} définies sur un
domaine A (soit donc f, : A — C) converge vers f en moyenne d’ordre p si la suite [, |f(t) —
fn(t)|P dt tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini :

fu— fsiVe >0,3N(e) tel que n > N(€) = /A fu— flPdt <e. (A5)

Pour que ces notions aient un sens, il faut bien entendu que les intégrales [, |f(t) — fu(t)|? dt existent
pour tout n. Ceci est assuré des que 1’on se place dans le cadre des espaces de Lebesgue appropriés,
C’est a dire si I’on suppose que f, f, € LF(A). Les espaces L? sont définis dans 1’Annexe [B|

La convergence en moyenne d’ordre p n’implique nullement la convergence uniforme ni la conver-
gence simple. On en verra des contre exemples dans 1’étude des séries de Fourier. Par contre, la
convergence en moyenne d’ordre p entraine la convergence simple presque partout.
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A.2 Convergence

A.2.4 Convergence simple presque partout

On dit que la suite de fonctions {f,,n = 0,1,...} définies sur un domaine A (soit donc f,, : A — C)
converge presque partout vers f si pour toutt € A, f,(t) — f(t), a 'exception éventuellement d'un
ensemble de mesure nulle.
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ANNEXE

Espaces fonctionnels

La thérie des fonctions (aussi appelée analyse fonctionnelle) repose sur la notion d’espace fonctionnel,
ou espace de fonctions. Il s’agit généralement de construire des ensembles de fonctions possédant cer-
taines propriétés génériques (intégrabilité, dérivabilité,...) permettant d’effectuer certaines opérations
données. Ces ensembles possédent une structure d’espace vectoriel (c’est a dire qu’ils sont stables
par addition et multiplication scalaire), et sont munis d’une norme, qui leur confere une structure
d’espace de Banach. Dans certains cas, ils sont également munis d'un produit Hermitien, qui les
munit d'une structure d’espace de Hilbert.

On donne ici une description succinte de certains des espaces fonctionnels les plus utiles, ainsi que
de leurs propriétés essentielles. Entrer dans plus de détails dépasserait le cadre de ce cours.

B.1 Espaces caractérisant la régularité

Trés grossierement, la notion de régularité décrit la vitesse a laquelle varie une fonction. Plus elle
varie lentement, plus elle est réguliere. Par exemple, une fonction continue est plus réguliere qu'une
fonction discontinue, qui varie brusquement a chaque point de discontinuité.

Il existe de multiples fagons de décrire (et en fait de définir) la régularité. La plus simple fait appel au
degré de differentiabilité.

Dans ce qui suit, r est un nombre entier positif ou nul, appelé degré de régularité, ou régularité tout
simplement. On note aussi, pour tout entier k et toute fonction f pour laquelle cette expression a un
sens

0w = T

Cd
La premiere famille d’espaces fonctionnels intéressants est la famille d’espaces de fonctions contintiment

différentiables :
C'(R) = {f "R — C,f(k) est continue Vk < r} (B.1)

On vérifie aisément que C"(R) est un espace vectoriel. On a, de fagon évidente
C"(R) c C"(R) . (B.2)
De méme, si I C R est un intervalle borné, on définit
c'(I) = {f .1 — C, f® est continue Yk < r} (B.3)
C"(I) est un espace vectoriel, et on a encore
C (1) c C'(I). (B.4)
Etant donnée une fonction f, on définit son support supp(f) par

supp(f) = {t € R, f(t) # 0} (B.5)
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B Espaces fonctionnels

Ceci nous permet d’introduire I'espace des fonctions contintiment différentiables a support borné (ou
compact)

Cy(R) = {f ‘R — C, f® est continue Yk < r et supp(f) est borné} (B.6)
Il s’agit de nouveau d'un espace vectoriel, et on a les inclusions

Ch(R) € C'(R);  Cj™(R) € C5(R) . B.7)

B.2 Les espaces C*(R), D(RR) et S(R)

Les cas limites suivants sont eux aussi tres utiles. L'espace des fonctions dont toutes les dérivées sont
continues
C*(R) = {f ‘R — C,f(k) est continue Vk € Z+} , (B.8)

et 'espace des fonctions C* a support borné
D(R) = {f € C*(R), supp(f) estborné } , (B.9)

I est maintenant utile d’introduire la notion de fonction a décroissance rapide.

DEFINITION B.1 (FONCTION A DECROISSANCE RAPIDE) Soit f une fonction continue. On

dit que f est a décroissance rapide si pour tout entier positif k, il existe une constante Cy telle que
U'on ait -
k

f(B)] < T (B.10)

Il s’agit donc de fonctions qui décroissent a l'infini plus vite que toutes les puissances. Ceci nous
permet d’introduire !'espace de Schwartz S(R) (parfois appelé aussi classe de Schwartz) :

S(R) = {f € C*(R), f® est a décroissance rapide Vk € Z.,. } . (B.11)
De nouveau, on a des relations d’inclusion simples

D(R) C S(R) C C*(R) (B.12)

B.3 Eléments de théorie de I'intégration

Nous avons jusqu’a présent traité 1'intégration en évitant d’entrer dans les détails. Cependant, pour
pouvoir aborder certains aspects plus fins, il est maintenant nécessaire de préciser quelque peu
les choses, sans toutefois entrer dans les détails. On donne ici une description “superficielle” de la
différence entre I'intégration “a la Riemann” et I'intégration “a la Lebesgue”. Plus de détails peuvent
étre trouvés dans les références indiquées a la fin de ce chapitre.

La théorie de l'intégration qui nous est familiere est la théorie de l'intégration de Riemann. Cette
intégrale est construite de la fagon suivante. Supposons que nous voulions calculer

[ ot

otta < bsontdeux nombres finis. On commence par “découper” l'intervalle [, b] en 1 sous-intervalles
[a]-, aji1 [ de taille ajy1 —a; inférieure a un certain é,, avec ap = a et a,,41 = b. Puis on forme la quantité

o(ti)(aj1 —aj) .

n
j=1
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B.3 Eléments de théorie de I'intégration

L’intégrale est alors égale a la limite de cette derniere quantité lorsque n — oo, quand cette limite
existe. C’est en particulier le cas lorsque ¢ est une fonction continue, mais aussi une fonction bornée
admettant une infinité de discontnuités. On montre également que cette intégrale existe pour une
certaine classe de fonctions non bornées. Par exemple, si ¢ est divergenteen t = ¢ € [a, b], on convient
de définir fab @(t)dt la limite quand 7,7’ — 0 de la somme [ 7 (t)dt + fﬁw, ¢(t)dt, quand cette
limite existe.

Cependant, cette théorie n’est pas encore assez générale pour permettre d’'intégrer certaines fonctions
simples. Par exemple, la fonction de Dirichlet + — f(t), définie par

ft) =

1 sitestrationnel
0 sinon.

Cette fonction n’est pas intégrable au sens de Riemann. Mais la notion d’intégrale introduite par
H. Lebesgue en 1900 permet de donner une définition a l'intégrale de cette fonction, et de montrer
qu’elle est en fait nulle. Trés grossierement, la construction de Lebesgue revient a découper 1’axe des
ordonnées plutdt que I'axe des abscisses. Plus précisément, étant donnée une fonction ¢, on com-
mence par partager le domaine [A, B] dans lequel ¢ prend ses valeurs en sous-intervalles [a}, a;j;1].
Etant donné un intervalle [, 1], on note E; I'ensemble des t tels que ¢(t) € [aj, a;;1[, et on attri-
bue a I'ensemble E; sa mesure de Lebesgue y; ; par exemple, si E; est un intervalle, sa mesure est la
longueur de l'intervalle. Ou si E; est une réunion d’intervalles disjoints, sa mesure y; est la somme
des longueurs des intervalles. Autre exemple, si E; est réduit a un point ou un ensemble fini ou
dénombrable de points, sa mesure est nulle. On considere alors les sommes partielles

Y1t
j

ot ¢; € [wj,ajy1] et [ ub ¢(t)dt est alors défini comme la limite de ces expressions quand 1’on fait tendre
tous les « j+1 — «;j vers 0, quand cette limite existe.

Trés grossierement, la différence entre l'intégration a la Riemann” et l'intégration “a la Lebesgue”
peut étre schématisée comme en FIG. On y voit en particulier que le découpage effectué dans
le cadre de I'intégration “a la Lebesgue” est bien plus précis dans les régions ot la fonction intégrée
varie rapidement.

H

FIG. B.1: l'intégration “a la Riemann” (a gauche) et I'intégration “a la Lebesgue” (a droite)

EXEMPLE B.1 Revenons a la fonction de Dirichlet. Elle ne peut prendre que deux valeurs différentes,
0 et 1. En notant E; le domaine des valeurs de ¢ pour lesquelles ¢(t) = 1, on voit que E; n’est autre
que 'ensemble des nombres rationnels, qui est un ensemble infini dénombrable. Donc sa mesure est
égale a 0, et par conséquent, I'intégrale de la fonction de Dirichlet est nulle.

REMARQUE B.1 Nous avons vu intervenir la notion de mesure d’un ensemble. Il découle de la construc-
tion méme de l'intégrale de Lebesgue que si deux fonctions different sur un ensemble de mesure nulle
(on dit alors qu’elles sont égales presque partout), leurs intégrales seront égales.
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B Espaces fonctionnels

On montre que les résultats classiques de la théorie de 'intégration (intégration par parties, lemme de
Fubini,...) restent valides dans le cadre de la théorie de Lebesgue. De plus, le résultat suivant, appelé
théoreme de convergence dominée de Lebesgue est treés important, car il donne d"une part un moyen de
vérifier I'intégrabilité d"une fonction, mais aussi de calculer I'intégrale.

THEOREME B.1 (CONVERGENCE DOMINEE) Soit {fy,k = 0,1,...} une suite de fonctions,
telle que pour presque tout t, f(t) = limy_. fi(t) existe. Supposons de plus qu'il existe une
fonction intégrable positive g telle que pour tout k, |fi(t)| < g(t). Alors, f est intégrable, et

/j;f(t)dt = lim /j; fi(t)dt . (B.13)

B.4 Les espaces de Lebesgue

Ces considérations nous permettent maintenant de nous pencher sur des espaces caractérisant les
propriétés d'intégrabilité des fonctions, aprés avoir examiné des espaces caractérisant leurs propriétés
de régularité.

A partir de maintenant, p désigne un nombre réel supérieura1:1 < p < 0. A toute fonction f, on

associe le nombre Y
p

19l ={ [ ropag (B14)

Ceci permet d’introduire les espaces de Lebesgue
LP(R) = {f:R—C, ||f|], < oo} (B.15)

Il est important de remarquer que l'intégrale utilisée ici étant I'intégrale de Lebesgue, les fonctions de
LP(R) doivent étre vues plutét comme des classes d’équivalence de fonctions (deux fonctions étant
équivalentes si elles different sur un ensemble de mesure nulle) que comme des fonctions définies en
chaque point. Ceci étant entendu, 'application f € LP(R) — ||f||, définit une norme sur L”(RR) :

1. Inégalité triangulaire : si f,g € LP(R), ||f + gllp < |If]]p + |18]lp-
2. sif € P(R)etA € C, [|Af[y = [AL[|fl]p-
3. |Iflly = 0 implique f = 0.

REMARQUE B.2 Il n’est pas tout a fait exact de dire que I'application f € LP(R) — ||f||, définit une
norme sur les espaces L ainsi définis. En effet, si f = 0 presque partout, alors ||f||, = 0, sans que f
soit nécessairement uniformément nulle. Pour s’abstraire de ce probleme, on convient d’identifier les
fonctions qui ne différent que sur un ensemble de mesure nulle. Dans ce cas, la propriété 3 ci dessus
est bien vérifiée.

REMARQUE B.3 Les normes introduites plus haut permettent de proposer de nouveaux criteres de
convergence pour les suites de fonction. On dira par exemple que la suite {f,,n = 0,1,...} de fonc-
tions de L”(R) converge vers une fonction f € L (IR) en moyenne d’ordre p silimy_,o, ||f — fi||p = 0.
La vérification de la convergence en moyenne d’ordre p utilise souvent le théoreme de convergence
dominée que nous avons vu plus haut.

Parmi les espaces L?(R), 'espace L?(IR) posséde un statut particulier : il posséde un produit scalaire :
si f,¢ € L?(R), on définit

(f.0) = [ g (B.16)
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B.5 Relations entre S(R), D(R) et L?(R)

Ce produit scalaire est associé a la norme ||f||> = ||f||, par

Al =/ {f, ) (B.17)

On montre que ce produit est sesquilinéaire, c’est a dire qu’il vérifie les conditions suivantes :
1. Hermiticité : si f,g € L?(R), ona (f,g) = (g, f)-
2. Linéarité a droite : pour tous f, 1,82 € L*(R),a1,a2 € C, {f, 0181 + a0g2) = a1{f, g1) +
w2{f,82)-
3. Positivité : soit f € L?(R). Si pour toute ¢ € L?(R), ona (f,g) = 0, alors f = 0.

En conséquence des propriétés précédentes, nous avons donc antilinéarité a gauche : pour tous

fi,f2,8 € L*(R), a1, a2 € C, (1 f1 + a2f2,8) = @1 (f1,8) + @ (f2,8)-

Les espaces de Lebesgue possedent des propriétés intéressantes et utiles, appelées inégalités de Holder
et inégalités d’Young, qui sont des généralisations de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Nous les donnons
sans démonstration ci-dessous.

PROPOSITION B.1 (INEGALITES DE HOLDER ET YOUNG) 1. Soient f € LP(R) et g €
L1(R). Soit r défini par
1 1 1
— = — _|_ — .
ey
Alors, fg 1t — f(t)g(t) appartient a L' (IR), et on a (inégalité de Holder) :

178l < N f1lpllgllq - (B.19)

2. Soient f € LP(R) et g € L1(R). Soit r' défini par

(B.18)

14 == (B.20)

Alors, f % g € L"(R), et on a (inégalité d'Young) :

1fxgllw < Ifllpliglly - (B.21)

De plus, sip = q = 2, (donc v’ = o) f x g est continue.

REMARQUE B.4 On vérifie bien que dansle cas p = g = 2, onar = 1, et donc l'inégalité de Holder
correspondante se ramene bien a I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

B.5 Relations entre S(R), D(R) et L*(R)
Deux remarques sont importantes a faire. Tout d’abord, il est facile de voir que
S(R) C L*(R) (B.22)
En effet, si f € S(IR), nous savons qu’il existe une constante A telle que
fBl <A/ +8).

Par conséquent,
o dt
2 <A2/ _at
P <A [ imp <>
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B Espaces fonctionnels

ce qui montre que f € L2(R).
Le second point important est contenu dans la proposition suivante, que nous donnons sans démonstration :

PROPOSITION B.2 D(R) est dense dans L2(R) : pour toute fonction f € L*(R) et pour tout
nombre € > 0, il existe une fonction fe € D(R) telle que

If = fell <€

En d’autres termes, pour toute fonction f € L?(R), on peut toujours trouver une suite de fonctions
appartenant a D(R) qui converge vers f en moyenne d’ordre 2. Un corollaire immédiat est que S(RR)
est lui aussi dense dans L?(IR). C’est sur cette propriété que 1'on s’appuie généralement pour étendre
la transformation de Fourier a L?(R).
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ANNEXE

4 FElements de géométrie
des courbes et surfaces

C.1 Courbes, courbes paramétrées

C.1.1 Courbes planes

Les courbes planes sont des courbes dans le plan, généralement définies en coordonnées Cartésiennes
par une équation de la forme F(x,y) = 0. Cette relation permet parfois d’exprimer directement y en
fonction de x, ou vice-versa. On a aussi souvent recours a des formes paramétrées.

DEFINITION C.1 On appelle courbe plane paramétrée, ou arc paramétré une application a

x(t) 2
tEa,b»—uxt:( >€]R,
6] — a(t) = (11
ot a,b sont deux réels, et x et y sont deux fonctions continues. Si x et y sont différentiables, on
parle de courbe différentiable. Si x' et y' ne s’annulent jamais simultanément, la courbe est dite
réguliere.

Des exemples de courbes paramétrées (des cardioides), d’équation paramétrique

x(0) = acosf(1+ cosb)

0 € [0,271] — a(6) = {y(e) = asinf(1 + cosf)

ol a est un parametre, se trouvent en FIG.
La longueur d'un arc paramétré t € [a,b] — a(t) est donnée par 1’expression

L@ = [ Il = [ H0Rty @z c

Ceci permet de définir I’abscisse curviligne

s:te€lfab] —s(t) = /ﬂt \/x’(u)2 +y'(u)*du, (C.2)
qui fournit une reparamétrisation naturelle de la courbe
Bs) = (t(s)) 3
ott on a noté s — £t(s) la réciproque de la fonction t — s(t). On montre facilement que le vecteur
N(s) = p'(s) (C4)

est un vecteur unitaire, tangent a la courbe en (s).
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C Elements de géométrie des courbes et surfaces

.-'_._o—' —\.\_\.\“__.— e
—_—r—

F1G. C.1: Quatre cardioides

La courbure est quant a elle définie a partir de ’abscisse curviligne s comme
Kis— x(s) = 18], (C5)

et on définit le rayon de courbure comme l'inverse de la courbure p = 1/x. Un calcul explicite donne

en outre . N
K(t) = ”W . (C.6)

Le rayon de courbure est le rayon d'un cercle, appelé cercle osculateur, tangent a la courbe au point
considéré, et qui en est dans un certain sens le plus proche possible (c’est a dire qui en épouse la
forme au mieux). Le centre de ce cercle est appelé centre de courbure

Etant donnée une courbe paramétrée, on peut lui associer en tout point son vecteur unitaire tangent

1) = s (1)) )

et le vecteur unitaire normal

N(t) = ! (;é;’) . (Cs)

On peut alors montrer les relations de Frénet

) N dNG) T
T T O ©9)

C.1.2 Courbes gauches

Une courbe gauche est une courbe dans l'espace tridimensionnel. Dans un repére orthonormé, une
courbe gauche s’écrit naturellement sous forme paramétrique
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C.1 Courbes, courbes paramétrées

DEFINITION C.2 On appelle courbe gauche paramétrée une application «

x(t)

tfa,b)—at)=[y) ]| € R3,
z(t)
oi a, b sont deux réels, et x, y et z sont trois fonctions continues. Si x,y, z sont différentiables, on

parle de courbe gauche différentiable. Si x', y' et z' ne s’annulent jamais simultanément, la courbe
est dite réquliere.

Un exemple de courbe gauche, la courbe de Viviani, d’équation paramétrique

x(t) = Rcos’(t)
y(t) = Rcos(t)sin(t)
z(t) = Rsin(t)
ot R est un parametre, se trouve en FIG.[C.2}
‘:;"".'?.’.{-_F

iTETE L

3 }
EEEE R R AR L
+ 1

FIG. C.2: La courbe de Viviani est l'intersection d'une sphere de rayon R et d’un cylindre de
révolution de diametre R dont une génératrice passe par le centre de la sphere.

La longueur d'un arc de courbe gauche se définit de fagon similaire au cas des courbes planes :

LW = [ @l = [ H0Rry ez 0pa, C10)

ce qui permet cette fois encore de définir 1’abscisse curviligne

t
s:t€lab] —s(t) = / \/x’(u)2 +y'(u)?+ 2 (u)?du, (C.11)
a
et fournit une reparamétrisation naturelle de la courbe

B(s) = a(t(s)), (C.12)
ol on a noté s — t(s) la réciproque de la fonction + — s(t).
On définit comme dans le cas des courbes planes le vecteur unitaire tangent

1
VOO TI0)

T(t) S (' (1), y'(1),2(1)) - (C.13)
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C Elements de géométrie des courbes et surfaces

De méme, on montre que la dérivée du vecteur unitaire tangent lui est perpendiculaire, ce qui permet
de définit le vecteur normal principal N, par

dT

1

oll p = 1/x est le rayon de courbure, inverse de la courbure. En complétant par le vecteur binormal
B=TxdN, (C.15)

on obtient ainsi un repére orthonormé direct, appelé repére de Frénet (T, N, B) de ’espace. On montre
facilement que dB/dt est proportionnel a N, de sorte que I'on écrit

N, (C.16)

B. (C.17)

C.2 Surfaces paramétrées dans I’espace

DEFINITION C.3 On appelle surface paramétrée une application o
(t1,t2) € [a1,b1] X [a, ba] — a(ty, ta) = (x(t1, t2),y(t1, t2), 2(t1, t2)) € R?,

oil ay,ay,,by, by sont quatre réels, et x, y et z sont trois fonctions continues. Si x,y,z sont
différentiables, on parle de surface différentiable.

Un exemple de surface paramétrée se trouve en FIG. ; il s’agit d’un coquillage, d’équation pa-
ramétrique

x(t1,t2) = (a+bcos(ty))e™ cos(t)
y(t,t2) = (a+bcos(ty))e™ sin(t)
x(t1,t2) = (a+bsin(ty))e™,

ol a, b et m sont des parametres réels qui contrdlent la forme de la surface.

FIG. C.3: Un coquillage
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C.2 Surfaces paramétrées dans I'espace

En tout point t = (11, t2), on peut calculer les deux vecteurs tangents définis par

ax(t) 0x(t)

ot ot
aﬁ@ _ Bgt(lt) ) aﬁ(z) — agtt) (C.18)
ot ) ot 020

at] at2

Lorsqu’en un point t ces deux vecteurs sont linéairement indépendants (c’est a dire ne sont pas co-
linéaires), on dit que ce point est régulier, et on définit le plan tangent a la surface par

Tt:{ ()+a(.ioj()+b§() abelR} (C19)

En notant T; et T, les vecteurs unitaires correspondant

1 on 1 o«
Ty(t) = oo (), Talt) = oo (t), (€20)
|32 ] % |32 °*
on en déduit I'expression de la normale a la surface :
N(t) = Ty(t) x To(t) - (C.21)

Il est possible de démontrer que l'aire d"une surface paramétrée est donnée par 1'expression

= [f 2w =[] Hat1 at2 >H dhdtz, (C22)

et que cette aire ne dépend pas de la paramétrisation. L'expression

o o

dA(t) = ' afl(t) X atz(t)H dtydt

représente ce que I’on nomme parfois élément d’aire. Sans entrer dans les détails de la démonstration,
remarquons que ceci n'est autre que l'intégrale de la norme du produit vectoriel des deux vec-
teurs tangents, et que ce produit vectoriel représente 1'aire du parallélogramme engendré par les
deux vecteurs. Ainsi, calculer cette intégrale revient en quelque sorte a sommer des aires de “pa-
rallélogrammes infinitésimaux” utilisés pour paver la surface.

REMARQUE C.1 Il est possible d’associer a une surface paramétrée des notions de courbure locale; plus
précisément, on associe a tout point d’une surface réquliere deux courbures dites principales, qui permettent
d’en caractériser certaines propriétés géométriques. Nous n'irons pas plus loin ici.

Une surface est dite orientable s’il est possible de définir une normale orientée en tout point, et que
cette normale dépend continliment des parameétres. Par exemple, un ruban usuel est orientable, alors
qu’'un ruban de Moébius (voir FIG. ne l'est pas.

Etant donnée une surface orientable, la fonction t — N(t) définit une orientation. A tout champ de
vecteur x € R® — V de I’espace on peut alors associer son flux a travers la surface & :

/ V(a(t)) - N(t) dA() . (C.23)

On montre que le flux est indépendant de la paramétrisation, et ne dépend que de l'orientation.
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C Elements de géométrie des courbes et surfaces

]

FIG. C.4: Le ruban de Moébius n’est pas orientable

THEOREME C.1 (FORMULE D’OSTROGRADSKY) Soit S une surface fermée qui délimite un
domaine U de R3. Soit V un champ de vecteurs de classe C' défini sur U. On parametrise S =
{t — a(t)} de sorte que le vecteur normal N (t) pointe toujours vers l'extérieur de U. Alors on a

// udiV(Z(x,y,z)) dxdydz = //s V(a(t)) - N(t)dA(t) = Py (V) .

Cette formule trouve de nombr euses applications en physique ; elle peut également étre utilisée pour
calculer le volume du solide délimité par une surface fermée.

EXEMPLE C.1 (AIRE ET VOLUME DE LA SPHERE) Considérons une sphere de rayon r, centrée a 1’ori-
gine. En coordonnées sphériques, elle est paramétrée par

x(0,9) = rsingcosh
y(6,9¢) = rsingsinf

z(6,9) = rcosg

Les deux vecteurs tangents naturellement associés a cette paramétrisation sont donnés par

—sin@ cos ¢ cos 0
T,(6,9) =rsing [ cos® |, T,(0,¢) =r | cosesinf | ,

0 —sing
et
—cos B sin ¢
T,(0,9) x T,(0,9) =r*sing | sinfsing |, dA(g,0) = r*sin pdfde
cos ¢

de sorte que
27
Az/ / 12 sin o dfde = 4mr? .
0o Jo

Le volume s’obtient quant a lui grace a la formule d’Ostrogradsky. 1l suffit de prendre le champ de
vecteur V (0, ¢) = (6, ¢). Ona alors divV = 3, et

1 . r 4
V= 3 // div(V(x,y,z))dxdydz = 3 /dA(G, P) = gnr3 .
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ANNEXE

Théorie des perturba-
tions

D.1 Comparaisons : notations de Landau

La comparaison asymptotique consiste a étudier le comportement d’une fonction au voisinage d’un
point ou a l'infini, en prenant pour référence le comportement d’une autre fonction fixée. On utilise
souvent pour cela des monomes.

Ci dessous, on note R = R U {+00; —co}.

D.1.1 Négligeabilité

Soit a € R. Soient f et ¢ deux fonctions de la variable réelle ¢, telles que ¢ ne s’annule pas sur un
voisinage de a. On dit que f est négligeable devant g en 4, et on note

lorsque

— —0.

g(t)

Si le contexte est clair, on ne précise pas le domaine d’étude et on note : f(t) = o(g(t)), voire f = 0(g)
(dire petit 0).. Cependant, la notation est toujours associée a un lieu a et au voisinage de ce lieu : étre
négligeable est un concept local.

Par abus de langage, on effectue parfois des opérations sur “les petits 0”, c’est-a-dire sur les négligeables.

En effet, on peut dire que : o(f) + o(f) = o(f) eto(f) —o(f) = o(f).

D.1.2 Equivalence

Soit a € R. Soient f et ¢ deux fonctions de la variable réelle ¢, telles que ¢ ne s’annule pas sur un
voisinage de a. On dit que f équivaut a g en a, ou que g équivaut a f en 4, et on note

lorsque
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D Théorie des perturbations

D.1.3 Domination

La notation grand O dénote le caractére dominé d’une fonction par rapport a une autre. Soit 4 € R.
Soient f et ¢ deux fonctions de la variable réelle . On dit que f est dominée par g en 0o, ou que g
domine f en +co, et on note

lorsqu’il existe des constantes N et C telles que
Vit € Rtel que |t| > N, |f(t)] < Clg(t)] -

Intuitivement, cela signifie que f ne croit pas plus vite que g.
Similairement, si a est un réel, on dit que f est dominé par g au voisinage de 4, et on écrit

f(t) = O(g(t)) quand t—a
si et seulement si il existe des constantes § > 0 et C telles que

vt ft—al <6 = [f(H] <Clg(B)] .

D.2 Perturbations, équations algébriques

La théorie des perturbations consiste a rechercher des solutions de problemes complexes, partant de
problemes plus simples que 1’on sait résoudre. Par exemple, supposons que xq soit solution d’une
équation

F(x)=0,

pour une certaine fonction F, et que 1’on cherche a résoudre une équation légerement différente

ot la fonction Fe est proche de F, la différence dépendant d"un “petit” parametre €, par exemple

pour une certainbe fonction G. On dit que Fe est une version perturbée de F, et G est la perturbation.
On peut alors chercher une solution x(€) sous forme d’une perturbation de x, sous la forme

x(e) = xo+ex; +o(e),
ou plus généralement d'une série
oo
k
x(e) =) xe,
k=0
dont on va chercher a identifier les coefficients xy.

A SUIVRE...
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