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Représentation parcimonieuse des signaux

Notes de cours et Td : Parcimonie et bases d’ondelettes.
Signaux parcimonieux dans une base d’ondelettes

1 Bases d’ondelettes discretes

N-1
Dans toute cette partie on note (.,.) le produit scalaire usuel sur CV tel que (z,y) = > 2,7,

n=0

N-1
pour £ = (x;)i=0,. . N—1 € CN ety = (Yi)i=0,.N—1 € CN. On note |23 = Y |z,|? pour

n=0
z € CN,
1.1 Schéma de Haar
On considere un signal numérique = € RY de taille N = 2" noté = = (zg,...,Zn_1)-
1 _ [ zotz1 zZa2tz3 TN—2+tTN_1 1 _ [(xo—x1 z2—x3 TN_2—TN_1
Onnotef—(ﬁ,ﬁ,... 72 )etg—(ﬂ,ﬂ,... 72 )

En particulier f! et g' sont tous deux de taille N/2.
Proposition 1

Soit « un signal numérique de RV avec N = 2", et f', ¢' définis comme précédemment &
partir de la donnée de x.

— Les signaux f! et g' sont obtenus par une opération de filtrage suivi d’un sous-
échantillonnage. C’est a dire qu’il existe h et g deux vecteurs de CN tels que pour
toutk:O,...,%—l
— fL = (hea) (20)

— gi, = (g xx)(2k)

— On reconstruit x le signal d’origine de facon unique a partir de la donnée de f* et de

g'.

On peut itérer le schéma précédent en recommencant les mémes opérations sur f'. Cela nous
donne pour ng étapes

z(taille N) —  fl(taille N/2) — f2(taille N/22) .. — f™(taille N/2")
AV N e \y
g (taille N/2) g*(taille N/22) .. g™ (taille N/2m0)
A partir de la donnée de (g',g?%,..., g™, f™°) on peut reconstuire x le signal d’origine de facon
unique.

1.2 Base de Haar discréte

; - | 1L 1 - | L _1
On note la fonction &5 = 730 U3 0,...,0 | et ¥y = 73 T U3 0,...,0
N—2 zéros N—2 zéros
Demémepourk =1,..., 5-1: 9, = o,...,o,%,%, 0,...,0 et Uy, = 0,...,0,%,—%, 0,...,0
—— —— —— ——

2k z6éros N—2-2k z6éros 2k zéros N—2—2k zEros



Proposition 2

— La base {®}, V), k=0,1,... N/2 — 1} est une base orthonormée de C".
— pour tout © € RN et avec les notations précédentes on a

=z, @), (x, ®1),..., (7, Pr/2-1))

et
gt = ((z, Wy), (x,Ty), ..., (z, Un/a-1))-

2 Base d’ondelettes de LQ(]R)

On note H = L*(R) e = [ x(t)y(t)dt le produit scalaire canonique sur L?(R) pour tout
x et y dans H et on note ||J}||2 = Jx |9c \Zdt.

Définition 1
Soit x une fonction de L?(R) telle que et K € N. tel que pour tout 0 < m < K on a
Jg [E7(t)]dt < +oc.

On dit qu’une fonction x de H a K+1 moments nuls si pour toutm = 0, ... K [, [t™)(t)|dt <
+o00 et [t"M)(t)dt = 0.

2.1 Base de Haar de la variable continue
On pose ¢ = Tjg 1 et = Tjo1/0 — A1y
On note pour k € Z les fonctions ¢y, : t — ¢(t—k) et pour j € Net k € Z b,y : t = 20/2)(27t—k)
et pour tout z € L?(R) on écrit pour tout k € Z et tout j € N
Dk = <$7 ¢k>
et
] k — < T,ZJJ k>

Théoréme 1

1. Le systéeme de vecteurs By = {¢g,k € Z} U{¢Y;r,j > 0,k € Z} est un systéme
orthonormé de H.

2. (admis) il vérifie I’égalité de Parseval c’est a dire que pour tout x € H

+oo  +oo

(13 = Z IDelP+D- > 1CI

k=—oc0 7=0 k=—0c

Le systéme de vecteurs By forme ce qu’on appelle une base hilbertienne de L?(R).

3 Base d’ondelettes réguliéres a support compact de L*(R)

Soit ¢ et ¢ deux fonctions de L?(R). On note pour k € Z les fonctions ¢y, : t — ¢(t — k) et pour
jENetkeZj,:t— 29/24)(27t — k) et pour tout z € L?(R) on écrit pour tout k € Z et
tout j € N

Dk = <x7¢k>
et
Cir = (T, V)



Théoréme 2
(Mallat-Meyer-Daubechies)-admis Soit K € N*. On peut construire ¢ et ¢ deux fonctions
de classe C¥ a support compact telles que
— 1 a K+1 moments nuls et son support contient [— K, K +1]. Le support de ¢ contient
[0,2K + 1].
— {br, k€ Z} U{tpj 1,5 > 0,k € Z} est un systéme orthonormé de H,
— il vérifie I'égalité de Parseval c’est a dire que
pour tout © € H,

+oo +oo  +oo
Izl = > D+ > (Gl
k=—o00 Jj=0 k=—o00

Un tel systeme de fonctions {¢y, k € Z} U{¢;k,j > 0,k € Z} est appelé base d’ondelettes de
Daubechies. Il forme 1a encore une base hilbertienne de H.

4 Reégularité lipschitzienne

4.1 Préliminaires
Proposition 3
(Corollaire de la formule de Taylor-Lagrange)

Soient a,b deux réels avec a < b. On suppose que x est défini sur [a, b] et de classe CX pour
K € N* : pour tout tg €]a,b] et tout ¢t €]a, b

z(t) = Py (t) + O((t — t0)")

KLy
ot Py (t) = > 7 ) (tg).
k=0

Définition 2
Soit tg €la,b] et x continue sur [a,b]. On dit que x admet un développement limité a
lordre m en ty si il existe un polynéme P,, de degré au plus m tel que au voisinage de tg

x(t) = Py () + o((t — to)™).

Conséquence : si z est de classe CX sur [a,b] qui contient g avec a < to < b alors x admet
un développement a l'ordre K — 1 en tg.

4.2 Reégularité ponctuelle

Définition 3

Soit tg € R et a > 0. Une fonction x localement bornée (bornée sur tout compact) définie sur
R appartient & C*(tg) s'il existe un voisinage V de ty, un polynéme Py, de degré m < |a]et
une constante C > 0 tels que pour toutt € V'

|(t) = Py, ()] < CJt = to] (1)

Proposition 4

Soit x € C*(tg) pour a > 0, o non entier et ty € R.

1. x € C(ty) pour tout 0 < o/ < av.
2. Si de plus x est bornée sur tout R alors il existe D > 0 tel que pour tout t € R

|(t) — Py ()| < DIt —to|* (2)




Exemple : pour a > 0 et 8 > 0 la fonction ¢t — {

4.

o 1 .
4% sin (It\‘i) sit#0 est dans C'*(0).
0 sinon

3 Régularité globale

Définition 4

Soit tg € R et a > 0 non entier. Soit x une fonction bornée définie sur R.

On dit que = est dans C*(R) si il existe C' > 0 telle que pour tout ty € R il existe Py,
polynéme de degré au plus |a] tels que pour tout t € R

() = Py, ()] < CJt — o]

Exemple : pour 1 > a > 0 la fonction définie sur R par t — [t|*e~ !l est dans C*(R).

Remarque : on peut adapter la définition précédente au cas ou la fonction est définie sur I un
intervalle de R. Cela donne

Définition 5

Soit ty € R et o > 0 non entier. Soit x une fonction bornée définie sur R. Soit I un intervalle
de R.

On dit que x est dans C*(I) si il existe C > 0 telle que pour tout ty € I il existe Py,
polynéme de degré au plus |« tels que pour tout t € T

() — Py (8)] < Clt = to|*

On peut montrer le résultat suivant.

Proposition 5

5

Soit I = [a,b] et x une fonction de C*(I). Alors
1. x € C*(I) pour tout 0 < o’ < a.

2. Si de plus x est bornée sur tout R alors il existe € > 0 et D > 0 tel que pour tout
teRettouttyg € la+e,b—cl =1

|2(t) — Py, (1) < DIt — to|* (3)

Caractérisation a ’aide des coeflicients en ondelettes de
la régularité lipschitzienne

Théoréme 3

On suppose que x est une fonction bornée de L?(R) et & > 0.

On suppose que {¢,1} sont deux fonctions a support compact de classe C¥ qui vérifient
le théoréme 2 telles que {¢r, k € Z} U {1 x,j > 0,k € Z} soit une base hilbertienne de H
(autrement dit vérifie pour tout x ’égalité de Parseval).

On note pour x € H, pour k € Z et j € N Dy, = (x, ¢y) et Cj = (x,Vj k).

1. Siz € C*(R) avec 0 < a < K, « non entier alors il existe C > 0 tel que pour tout
k € Z et tout j >0

Cyl < C279/2750

2. Six est tel qu’il existe C > 0 et o > 0 avec a non entier et 0 < o < K tels que pour



tout k € Z et tout j > 0 , ,
|Cjl < C279/279%

alors x est dans C*(R).

Théoréme 4

On suppose que x est une fonction bornée de L?(R) et to € R.

On suppose que {¢,v} sont deux fonctions a support compact de classe C¥X qui vérifient
le théoréme 2 telles que {¢r,k € Z} U {t,j > 0,k € Z} soit une base hilbertienne de H
(autrement dit vérifie pour tout x 1’égalité de Parseval).

On note pour x € H, pour k € Z et j € N Dy, = (x, ¢i) et Cj . = (x, ¥ k).

1. Sixz € C%(tg) avec 0 < a < K, a non entier alors il existe C' > 0 tel que pour tout
k €Z et tout j >0
a)

2. Siz est tel qu’elle appartient a C*(R) pour € > 0 et qu’il existe C > 0 et a > 0 avec
0 < a < K, o non entier, tels que pour tout k € Z et tout 57 > 0

)

k

Gkl < C277/2 (2—1“ + 55 —to

; ; k
o <o (34

alors x est dans C (o) pour tout o/ < a.

Théoréme 5

On suppose que x est une fonction continue bornée de L*(R) et I = [a, b].

On suppose que {¢,} sont deux fonctions & support compact de classe CX avec K € N*

telles que {¢r,k € Z} U{1);r,j > 0,k € Z} soit une base hilbertienne de H (autrement dit
vérifie pour tout x I’égalité de Parseval).

On note pour x € H, pour k € Z et j € N Dy, = (x, ¢) et Cjp = (x, ¥ k).
1. Siz € C¥(I) avec 0 < a < K, « non entier, alors pour tout € > 0 il existe C' > 0
telle que pour tout k € Z et tout j > 0 tels que 2% el.=la+eb—¢]
Cj x| < C279/2273%,
2. Siil existe a < K, o non entier, et une constante C > 0 tels que pour tout k € Z et
tout j > 0 tels que 2% el
(Cyal < C279/270

alors pour tout € > 0 x est dans C*(I).

Travaux dirigés

Démonstrations des résultats du cours.
Exercice 1

1. Montrer que pour tout x et y dans R on a
(a) Sil=a>0[z+y|* < |z +[y[*
(b) Sia>1l|z+y|* <207 (|2]* + [y[*).
Remarque Dans tous les cas |z + y|* < 2%(|z|* + |y|%).



2. Montrer que pour tout x et y dans R on a
(a) Sia>1 o] + gl < |z +ylo.
(b) Si1>a >0z + [y <270+ [z 4yl

Exercice 2

Montrer la proposition 1.

Exercice 3

Montrer la proposition 2.

Exercice 4

Déterminer les fonctions de base qui permettent de calculer f2, g2, g' avec les notations de
la premiere partie et expliciter la formule qui permet de reconstruire x a partir de la donnée

de f?, 9% g".

Exercice 5

Donner des exemples de fonctions de L?(R) qui ont K + 1 moments nuls pour différentes
valeurs de K.

Exercice 6

Montrer que la base de Haar de la variable continue est un systéme orthonormé.

Exercice 7

Démontrer la proposition 3 a partir de la formule de Taylor-Lagrange.

Exercice 8

Pour m donné et ty = 0 (par exemple m = 2) donner un exemple de fonction non m fois
dérivable en tg qui admet un développement limité a I'ordre m en tg.

Exercice 9

Détailler les exemples des parties 4.2 et 4.3.

Exercice 10

[t|*  site]—2,2|

2¢ sinon

On prend une base d’ondelettes construite a 'aide du théoréeme 2. Donner des estimations
de ses coefficients en ondelettes et indiquer dans quel espace de fonctions du type C¢(R) se
trouve cette fonction.

On consideére pour 0 < o < 1 la fonction t —




