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Correction des exercices 1 et 2 du devoir a la maison

Exercice 1. adapté d’un oral de I’X 2016, mineure mathématique

Soit f = [0, 4+ oco[— [0, 4+ oo[ une fonction de L (RT,B(RT),\) = L1(RT).

1. At-on lim f(z)=07

T——+00

Correction:

Non! en effet le contre-exemple suivant montre que ce n’est pas nécessairement
le cas.

N
Soit N € N. Posons fy = Y. ljgn onio-nj et pour tout x € R* f(z) = Nhrf fn(x).
n=0 —+o0

Montrons f est correctement définie .
— Soit 0 <z <1 et fy(xz) =0 pour tout N € N, donc f(z) = lim 0=0.

N—+o0
— Soit x > 1. 1l existe un unique ny € N tel que 2™ < x < 2™+ On distingue

alors deux cas

— Soit x < 2" 427" Alors pour tout N > ng fx(z) =1 et donc f(x) = 1.

— Soit 2™ + 27" < x < 2™ Alors pour tout N > ng fy(z) = 0 et donc
f(z) =0.

Dans tous les cas on voit que f(x) est bien définie.

La fonction fx est une fonction étagée positive, comme combinaison linéaire finie
de fonctions indicatrices de boréliens qui prend ses valeurs dans R™, elle est donc
mesurable positive. Donc f qui est une limite simple de fonctions mesurables po-
sitives, est donc mesurable positive.

D’autre part on a fy qui est une suite croissante de fonctions mesurables positives
car toutes les fonctions fy sont mesurables positives et vérifient fy(z) < fyi1(x)
pour tout x € R.

En effet si x < 2V + 27N on a fy(x) = fyyi(z) et six > 2N + 27 on a
fn(z) = 0 alors que fyy1(x) > 0. Donc fy est bien une suite croissante de
fonctions mesurables positives. Elle converge simplement vers f.

Le théoréme de convergence monotone nous permet d’affirmer que Nl—igloo [ fndA\ =

J fdX. Or pour tout N € N on a

N 1_2N1
[ win =3 x(2r2r 277 E:T ST =
n=0

Donc

mn/mw /mm_
Donc f est bien dans L'(RT).
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Par contre 11—13100 (x) n’est pas 0 (mkrlloo f(z) n’existe d’ailleurs pas).
En effet soit A > 0. I existe N € N tel que 2V > A.

Posons xny = 2V +27N"1. On a xzy > 2V > A. De plus xy est dans l'intervalle
[2N,2N + 2_N]. Donc f(ZEN) = fN(IN) = 1.

Donc il existe ¢ = % tel que pour tout A € R il existe xy > A tel que f(xy) > €.
Donc f ne tend pas vers 0 a 'infini.

2. Montrer que si f est de classe C! sur RT et que f' € L}(RT) alors lim f(z) =

T—+400
0.

Correction:

Soit f de classe C' sur RT telle que f' € LY(R™). On a par le théoréme fonda-
mental de I'analyse f(x) = [5 f'(t)dt + C ou C est une constante.

Par coincidence entre I'intégrale de Riemann et celle de Lebesgue sur I’ensemble
des fonctions continues sur un support borné on a donc

f@) = [1gmfdr+c

Montrons dans un premier temps que f a une limite en +00, puis nous montre-
rons que cette limite est nécessairement 0.

Remarquons que [’ est continue sur R™ donc elle est définie partout, elle est
évidemment mesurable, et méme dans L'(RT) par hypothése.
Soit (zn)Nen une suite de réels positifs quelconque qui tend vers +00. On pose
gn = oy f' pour N € N. La fonction gy est le produit de deux fonctions
mesurables donc elle est mesurable.

— Pour tout x € R" gy(z) — f'(z) quand — +o0.

— Pour tout x € R on a |[gy ()| < |f'(z)]. Or f' € LY(RT).
Donc on peut appliquer le théoréeme de convergence dominée et

. o /
-
Or pour tout N € N [gyd\ = f(xy) — C. Donc NlirJrrl flzny) = C = [ fldA.
— 400
Cette limite ne dépend pas de la suite (xx)nen choisie qui tend vers +00. Donc

lim f(z)—C = [ f'd\.

T—>+00

Donc f converge vers une limite { = C' + [ f'd)\ en +oc.
Montrons maintenant que cette limite { est nécessairement nulle.

Rappelons que la fonction f est a valeurs positives donc ¢ > 0.

Supposons en raisonnant par I'absurde que ¢ > 0. Alors il existerait A > 0 tel
que pour tout x > A on a f(z) > %

Cela nous donnerait donc pour tout x € R*

N

F@)Na roo() = 5T 1o0((7)
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La fonction x g]l}A7+OO[(a7) est mesurable positive. Son intégrale est infinie car
|A, 4 oo| n’est pas de mesure finie.
Donc f n’aurait pas une intégrale finie car vu que f est positive

/fd)\ > /f]l]A,—l-oo[d)\
On a donc une contradiction et ¢ = 0.

Donc f a une limite nulle en 400.

3. Montrer que si f est uniformément continue sur R* alors EI_P f(z)=0.
x o

Correction:

On raisonne par I'absurde. Supposons que f ne tende pas vers 0 a l'infini.
Donc il existe £ > 0 tel que pour tout A > 0 il existe x4 > A tel que f(x4) > &.

Construisons d’abord une suite x strictement croissante et tendant vers +oo
telle que f(xy) > €.

Soit A = 1 alors il existe 1 > A tel que f(x1) > &.

On prend maintenant A = max(xz1,2) alors il existe xo > A tel que f(xq) > €.

Soit N € N avec N > 3. Supposons qu’on a construit x3,xy,...,ty avec ry >
max(N,zy_1) tel que f(xy) > &. Montrons qu’'on peut construire Tyyp >
max(zy,N + 1) tel que f(zyi1) > E.

En effet pour A = max(zyn,N + 1) il existe .1 > A tel que f(xyyq) > E.
Grace au principe de récurrence il est donc possible de construire pour tout
N > 2 un réel positif xy qui vérifie xy > N et xn > Ty_1.

On a bien la suite voulue.

Comme f est uniformément continue sur R* pour & > 0 il existe n > 0 tel que
si x et y sont tels que |x —y| < n alors |f(x) — f(y)| < 5.

Donc pour tout N > 1 et pour tout y tel que |xy —y| < n on a

Flaw) — F)] < §

S < S+ ) <5
[ -5 < I
5—; < f(y)
g < f(y)

Donc on a pour tout N > 1 et pour tout y €]zy — 0,2y + 1]
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+oo
Donc en posant I(z) = 3 i3,y s, 49 00 & pour tout z € R
k=1
5
1) < (1)) < (@) ()

N
Or pour tout x € RY I(x) est la limite de In(z) = Y Ny —yzp1n(x) quand
k=1

N — +o00. Les fonctions Iy sont des fonctions étagées positives, donc I est
mesurable positive. De plus comme la suite Iy est croissante (car pour tout
r € R on a Iy(z) < Ins1(x)) on a donc d’aprés le théoréme de convergence
monotone

Mn/MM:/MA

N—+4o00

N
Or pour N > 1 [Ind\ = Y M]zr — 0,2 + 1) = 2nN. Donc [ Id\ = 400 et
k=1

donc ~
/%mx:+w 2)

Donc d’apres on a une contradiction car nos hypothéeses disent que f €
LYRT).

Donc hI_P f(z) =0 si f est uniformément continue sur R
T—1+00

4. On suppose que f est décroissante.
(a) Montrer que xf(z) — 0 quand x — +o0.
Correction:

Par définition d’une fonction décroissante on a donc f définie partout.
Soit x > 0 on considére [, fd\. On a pour tout v € R™ vu que f est
décroissante

Les fonctions u > g9 (uw)f(u) et u — f(x)l/24(w) sont des produits de
fonctions mesurables positives donc elles sont mesurables positives.
Donc par croissance et linéarité de I'intégrale on a

v

[ Voo fix

ﬂ@/ﬂwmﬂA
X
[ Wppan fir 5

/()

v

2

Montrons que lim [ L5 /9 5 fdX = 0.
T—+00 ’
On a pour tout u € R et pour x — 400 i /24 (u) f(u) — 0.

En effet a u fixé, pour tout x tel que § > u on a lj;/94(u)f(u) = 0. Donc
lim ]1[33/2733}(u)f(u) =0

T—+00
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obtient

lim [ 124 fdA =0

T—+00

2 [Nz/2,4fdX et donc xl_l)r_{loo xf(x) =

(b) Peut-on trouver a > 1 tel que lim z*f(z) =07

Tr——+00
Correction:
La réponse est non!
1 x
On considére f : x — [2;02?[()) La fonction f est mesurable positive car elle
xIn*(x

comme produit de fonctions positives et décroissantes.

intégrale de Lebesgue coincident. Or on a que

+oOf( = lim / flz)de = lim |— ! X— L
2 T X0 C Xofeo | In(x)|,  In(2)
donc f est bien dans L'(R™).

Orsia>1z%f(x) = 400 pour xr — +00.

Exercice 2. Casting 2016-Majeure Mathématiques

On considere

+0c0 6
—
L /1 1+ﬁ

1. Donner le domaine de définition de ¢.

Correction:
itx
Pour tout x € R on at+— m]l[oﬂroo[(t) qui est mesurable comme produit de
eitac
fonctions mesurables. D’autre part sur Rt ¢ — = est une fonction
1+t 1+t
continue et positive.
1
L’intégrale de Lebesgue de g : t — ‘ e Njo, +oo[(t) = mﬂ[oﬁrw[(t) coincide

+00
donc avec son intégrale généralisée de Riemann / g(t)dt. Or
0

X _ o
Xli}?oo/o e dt = Xlgfoo larctan(t)]y = 5

Donc I'intégrale de g converge, et donc pour tout x € Rt — e
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D’autre part on a pour tout u € RY T /04 (u) f(u) < f(u). La fonction f étant
dans L(R™) on peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée et on

Donc d’aprés (@ et le fait que la fonction f est positive on a 0 < f(z)r <

est le produit de fonctions mesurables positive. Elle est clairement décroissante

De plus étant positive et continue son intégrale généralisée de Riemann et son



une fonction intégrable pour tout x € R.

Donc ¢ est définie partout.

2. Donner le domaine de continuité de ¢.

Correction:

On peut appliquer ici le théoreme de continuité sous le signe intégrale.
itx

En effet pour tout t € R la fonction © — ——
1412

o, +o0[(t) est définie et continue

sur R. ,
ite

1

D’autre part pour tout t € R on a Ht?]l[o,Jroo[(t)‘ < Wﬂ[0’+m[(t)'

Or comme on I'a vu la fonction t — WH[O,JFOO[(t) est intégrable sur R.

Donc d’aprés le théoréme de continuité sous le signe somme la fonction ¢ est
continue en tout point x de R donc sur tout R.

3. Montrer que ¢ est de classe C! sur R* et montrer que

Ve € R* /( ) ./+oo teitx 5
x xr)=1 —
Indication : on pourra calculer la dérivée de t — T3

Correction:

it

Le probleme dans cette question est que la fonction t — n’est pas Lebesgue-

1+1¢2
intégrable car son module a une intégrale infinie.
+oo jtett®
—dt
1+¢2
est correctement définie en tant qu’intégrale généralisée dépendant d’un para-
meétre x, puis construire une suite de fonctions p, dérivable et qui converge
simplement vers @, telle que la suite des dérivées ¢!, converge uniformément vers
G(z) sur tout intervalle [a,b] qui ne contient pas 0. Cela nous permettra d’obtenir
le résultat que nous cherchons.

Nous allons d’abord commencer par montrer que l'intégrale G(z) = /
0

itx

Pour x € R* la fonction t +— 1 étant continue est donc localement intégrable

+ 2
et donc intégrable sur tout segment [a,b] C R. On a également coincidence entre

son intégrale de Riemann sur tout intervalle [a,b] et I'intégrale de Lebesgue de
L
142 @

Or on a pour tout X > 1 et x € R*, en intégrant par partie

/X itetr [t g ¥ /X -
1 1+2 0 i 1+2], oz (1+¢2)?
X ix X i 1 X . 1— t2
- e . 67 B 7/ 6ztx dt (4)
r(1+X2) 2z xh (1+12)2
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XeiacX
z(1+ X?)

X eitw(l _ t2)

De plus montrons ue/ _—

P Tl A+
+o00.

X

pu— 1. —_— .
e xey

Or quand X — +o00 on a lim
X—+o0

dt est absolument convergente quand X —

eitz(l - t2)

En effet au voisinage de +0o0 W

1 dt
~(+o0) G5 Or ]’1'ntég1ra]e/1 ) est

+oo dt
une intégrale de Riemann du type / o avec a = 2 > 1, donc convergente.
1

eitx(l _ t2)

SERBE dt est convergente quand

+oo
Donc par le critére par équivalent /
1

+o00 pite 1—t2
X = +o0, donc/ e )

dt est absolument convergente, donc conver-

! (1+1¢2)2
+oo jtet” s , fos g
gente. / mdt converge d’apres et ce qu’on a déja dit.
1
itx
Or sur lintervalle [0,1] la fonction t +— TIe est continue et donc elle est
L o oottt . o
évidemment intégrable. Donc / P dt converge et donc G est bien définie
0
pour tout x € R*. De plus on a d’aprées (@) l’expression suivante pour G pour
tout x € R*
1 jteite e 1 oo 1 —¢t?
Gx:/idt————/ ettt 5
() 0o 1+1¢2 20 x )/ (1+12)? 5)

eita: .
Soit n € N. Posons ¢, : © — [ mdt. Etudions les propriétés de la suite de
fonctions (¢n)nen-

eit:r eitm
Soit x € R fixé. Pour tout t € R mﬂ[‘w (t) converge vers e
plus on a clairement pour tout t € R

]1[0,—&-00} (t) De

itx

14 t2

eita:

14 t2

i, (t)| < | ]1[0,+oo[(t)‘

Or on a vu que la fonction t — @]1[07+00[(t) est intégrable, et donc pour

x € R, par le théoreme de convergence dominée

) +00 eitl‘
() :/0 [l =)

Donc (¢n)nen converge simplement vers ¢ sur tout R.
itx
D’autre part pour tout t € R la fonction x mﬂ[O,n} (t) est dérivable et sa
itx
dérivée vaut mﬂ[om] (t)
On a pour tout t € R

eit:s

1y,
1+ 20

<t>\ <
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1
Or la fonction t — m]l[o,n] (t) est intégrable. Donc d’apreés le théoréeme de

dérivation sous le signe intégrale o, est dérivable en tout point x de R et donc
sur tout R et on a

teitw n teita:
") = | ——=1p1(t)dt = / dt
gpn( ) 1+t2 [07 }() 0 1+t2
Remarquons qu’en pratiquant la méme intégration par partie que dans (@ on a
1 teit:r neixn ei:v 1 n 1 — t2
' (z) = 7dt+7—f—*/ gt 6
#u(@) 0o 1412 z(l1+n?) 2z xh ‘ (1+4¢2)2 ()

Soit © € R* fixé. On considére a # 0 et b # 0 de méme signe tels que x €a,b|.

Montrons que ¢/, converge uniformément vers G(x) sur [a,b].
Par définition de l'intégrale généralisée G' on a clairement ¢!, qui converge sim-
plement en tout point de R* vers G.

Montrons que !, est uniformément de Cauchy sur [a,b], ce qui nous montrera
qu’elle est uniformément convergente sur |a,b] vers une fonction g. Du fait qu’elle
converge aussi simplement vers G, par unicité de la limite on aura qu’elle converge
uniformément vers G = g sur [a,b].

Soient n,k dans N* tels que n = N + k pour N € N. Posons également m =
min(|al,|b]) et M = max([al,|b]).

Calculons pour z € [a,b] (en utilisant (6]))

) , neixn keixk 1 /n y 1— t2
— = — - — ot 7
neixn keixk 1 nl| . t2 -1
< - e~ — dt 8
- (1+n2) * ( +k2)+x/k ‘ (1+12)2 ®)
1
< — —i— — —i— —dt (9)
+<>o 1

< = +/ St (10)

< 11

= mk + k (11)

Or la suite (uy)gen+ définie sur N* par uy = % + % converge vers 0 quand

k — +o0.

Soit ¢ > 0. Il existe kg € N* tel que pour tout k > ky on a

2 L1 1 -
— €
mk  k
Donc pour € > 0 il existe kg € N* tel que pour tout k > kg, pour tout N € N et

tout x € [a,b]

[Onr(e) —gr(r)] <€
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Donc la suite (¢),)nen est uniformément de Cauchy sur [a,b]. Donc elle converge
uniformément vers une fonction g sur [a,b].

Remarquons enfin que par les mémes arguments que ’on a déja utilisés pour y,
@' est continue sur [a,b]. Donc g sa limite est continue car la convergence de ¢,
vers g est uniforme sur [a,b).

De plus ¢!, converge simplement vers g sur [a,b] vu qu’elle converge unifor-
mément. Or on sait qu’elle converge aussi simplement vers G sur R*. Donc
g(x) = G(x) pour tout x € [a,b].

Enfin on sait que (¢, )nen converge simplement vers ¢ sur R*, donc sur [a,b].
Donc par le théoreme de dérivation des suites de fonctions on a ¢ qui est dé-

rivable en tout point de [a,b], et sa dérivée vaut en particulier en = € |a,b]
400 teit:c

o'(z) =G(z) = z/ ez dt. On a vu aussi que g = G était continue sur [a,b]
0

donc ¢ est bien C' sur [a,b].

On a fait ce travail pour n’importe quel x € R*. Donc on a bien le résultat voulu.

4. Montrer que pour x > 0

oo et
/ — d
dw) =i aad

Correction:

On effectue le changement de variables tx = u. On a donc

+oo Ui q
") = z/ z —du
#(z) 0 1+g—§x
oo et
[,
0

22 + u?

5. Montrer que

Vu € [0,1], [¢™ — 1] = 2sin (Z)

Correction:

On écrit pour tout u € R
eiu —1 = eiu/?(eiu/Q _ e—iu/Z)
u .
= 2isin () i/
2

e — 1| = 2 sin (;‘)y

Or pour u € [0,1] on a sin (%) > 0. D’ou le résultat.

Donc
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6. Déterminer un équivalent de ¢'(z) quand  — 0.

Indication : on pourra décomposer ['intégrale en plusieurs sous-intégrales.

contact : clothilde.melot@univ-amu.fr
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Correction:

On découpe l'intégrale qui définit ¢’ en trois parties. Soit 0 < z < 1. On a

400 ueiu T ueiu 1 ueiu +oo T
i 7du:i/ du—l—z/ du—l—z/ ———du (12
/0 22 + u? 0 22+ u? z T2+ u 1 x2+u? (12)

On va traiter séparemment chacune des intégrales.

ue™ x 1
Remarquons que sur |0,x] | ——| < — = —. Donc
d . 0.2} 2 +u?| T 2?2 oz
T et T
1| ——du| < —=1 13
/0 ?2+u? | T (13)
D’autre part on a pour u > 0
ueiu eiu U,2 eiu £L‘2
S N —— (14)
22 + u? u u?+ x? u u? + 22

400 plU
Or / —du est convergente. On le voit a l'aide de l'intégration par partie

1
pour X > 1
X ew e X ezu
/ —du = [] +/ —du
1 U
X ezu
= —du
iX X eiu
Or lim =0 et lim —-du existe car cette intégrale est absolument
X—+o00 X—>4+o0 J1 u2
convergente.
e x? 5 1 +oo ]
Enfin |— < x°— et on a aussi / —du qui est une intégrale de
u u? + 22 u? 1 u?
Riemann convergente.
Donc d’apres et ce qu’on vient de faire
e _ue el [Ty 15
< / —au|+x / —au
/ x2+u2 — 1w 1 ud (15)

+oo uelu
En particulier 1 —_
1T 2

5 du est borné pour 0 < z < 1.
+u

Enfin pour le terme qu’on n’a pas encore traité on écrit

1 i 1 iu_l
@/ _ue™ Z/ e - +u,

22 + u? 22 + u?

Ctu(e™ —1) T
- Z/ac u? + x? du—i—z/m u? + x?
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Or on a vu que pour 0 < u <1 | — 1| = sin(u/2). Donc pour z < u < 1

u(e™ —1)|  2usin(u/2)
u? + z2 ’  u?ta?
2u sin(u/2)
< 2
<1
D’autre part /: ﬁdu = ; (ln(l + %) — ln(2x2)) — ; (ln(l + 2?%) — ln(2))_

In(z).

On voit donc que tous les termes dans sont bornés quand x — 0 sauf celui

1 U
en z/ "~ —i1ln(z).

2 + u?

On a donc ¢'(x) ~(0) —i1n(x)

7. La fonction est-elle dérivable en 07
Correction:

Considérons le taux d’accroissement de ¢ en 0 défini pour x > 0 par 7(z) =
p(z) — »(0)

x
@ est dérivable sur R* donc en particulier sur I'intervalle |0,z| et d’apres le théo-
reme des accroissements finis il existe 0, €]0,x[ tel que

= @l(em)

Or pourx — Oona#6, — 0car0 < 0, < z. De plus d’aprés ce qu’on vient de faire
dans la question précédente |¢'(z)| — +o0o0 quand x — 0 donc |¢'(6,)| — +oo
quand 6, — 0.

Donc T n’a pas de limite quand x — 0 et ¢ n’est pas dérivable en 0.
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