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Problème

Toutes les parties peuvent être traitées indépendamment les unes des autres. De plus, tout résultat

énoncé dans l’une des questions du problème peut être utilisé par la suite, même s’il n’a pas été

établi.

Dans ce problème, on considère l’espace de Banach complexe E := (C[0, 1], ‖ ‖∞) et l’espace de

Hilbert complexe H := (L2[0, 1], 〈, 〉) muni de la norme ‖ ‖2 où

‖ f ‖∞ := max
t∈[0,1]

| f (t)| f ∈ F,

〈 f , g〉 :=
∫ 1

0
f (t)g(t)dt, f , g ∈H

‖ f ‖2 :=
(∫ 1

0
| f (t)|2dt

) 1
2

, f ∈H.

Partie 1.

Soit f1(t) := 1 et f2(t) := sin(πt). Soit G est le sous-ensemble de H formé des éléments f tels que

〈 f , f1〉 = 〈 f , f2〉 = 0.

1.1 Vérifier que G est un sous-espace vectoriel fermé de H.

1.2 Soit g(t) := cos(πt). Calculer la distance dH(g, G).

Partie 2.

Soit T : H→H un opérateur linéaire tel que 〈T f , g〉 = 〈 f , Tg〉.
2.1 Énoncer le théorème du graphe fermé.

2.2 Montrer que T : H→H définit une application linéaire continue.

Partie 3.

Soit K(x, t) := xt
(1−xt)α défini pour (x, t) ∈ [0, 1]× [0, 1[ où α ∈

]
0, 1

2

[
.

3.1 Montrer que pour tout x ∈ [0, 1] et tout t ∈]0, 1[ xt
(1−xt)α ≤ t

(1−t)α et en déduire que

∫ 1

0

∫ 1

0
(K(x, t))2dtdx < ∞.
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3.2 Pour f ∈H on définit T( f ) : x 7→
∫ 1

0 K(x, t) f (t)dt.

3.2.1 Montrer qu’il existe C1 > 0 tel que pour tout x ∈ [0, 1] et tout f ∈H

|T( f )(x)| ≤ C1‖ f ‖2

et montrer que T( f ) ∈H.

3.2.2 Énoncer le théorème d’Ascoli.

3.3 On fixe x0 et x1 tels que 0 < x0 < x1 < 1 et on considère B = { f ∈H : ‖ f ‖2 ≤ 1}.
3.3.1 Montrer qu’il existe C2 > 0 telle que pour tout t ∈ [0, 1] et tout x ∈ [x0, x1]∣∣∣∣∂K

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ ≤ C2

(1− x1)α+1

3.3.2 En déduire qu’il existe C3 > 0 tel que pour toute f ∈ B et tous x, y dans [x0, x1]

|T( f )(x)− T( f )(y)| ≤ C3|x− y|.
3.3.3 Soit ( fn)n∈N une suite d’éléments de B. Peut-on extraire de la suite (T( fn))n∈N une

sous-suite qui converge uniformément sur [x0, x1] ? Justifier votre réponse.

Partie 4.

4.1 Montrer que pour a, b ∈ C
√
|a|+ |b| ≤

√
|a|+

√
|b|.

4.2 Montrer que si f ∈H alors
∫ 1

0 | f (t)|dt est finie et
∫ 1

0 | f (t)|dt ≤
(∫ 1

0 | f (t)|
2dt
)1/2

.

4.3 Soit F un sous-espace vectoriel de E qui est fermé dans H.

4.3.1 Établir que F est fermé dans E.

4.3.2 Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout f ∈ F on ait

‖ f ‖2 ≤ ‖ f ‖∞ ≤ C‖ f ‖2.

4.4 Soit { f1, · · · , fn}, n ∈N∗, une suite orthonormale dans H formée d’éléments de F.

4.4.1 Montrer que pour tous z1, · · · , zn ∈ C on a

‖z1 f1 + · · · zn fn‖2
2 = |z1|2 + · · ·+ |zn|2.

4.4.2 Montrer que pour tout t ∈ [0, 1] et tous z1, · · · , zn ∈ C on a

|z1 f1(t) + · · · zn fn(t)| ≤ C
(
|z1|2 + · · ·+ |zn|2

) 1
2 .

4.4.3 En choisissant convenablement z1, · · · , zn ∈ C, en déduire que pour tout t ∈ [0, 1] on

a

| f1(t)|2 + · · · | fn(t)|2 ≤ C
(
| f1(t)|2 + · · · | fn(t)|2

) 1
2 .
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4.4.4 Montrer que n ≤ C et que F est de dimension finie.

4.4.5 Soit G une partie non vide de H. Montrer que si G⊥ ⊂ E, alors G⊥ est de dimension

finie.

Partie 5.

Considérons un espace normé réel (M, ‖ ‖M) et soit M′ le dual de M muni de la norme

‖ f ‖M′ := sup
x∈M\{0}

| f (x)|
‖x‖M

, f ∈M′.

5.1 Énoncer le théorème de Hahn-Banach analytique.

5.2 Peut-on affirmer que (M′, ‖ ‖M′) est un espace de Banach ? Justifier votre réponse.

5.3 Établir que si x ∈M, la forme linéaire x̂ : M′ → R définie pour tout f ∈M′ par

x̂( f ) := f (x)

est une forme linéaire continue sur M′ et calculer sa norme.

3


