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EXERCICES POUR REVISER : SERIES, SERIES ENTIERES, SERIES DE FOURIER

Séries numériques

Exercice 1.

Déterminer la nature des séries suivantes
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Correction
1. On a une série éu termes positifs. Un équivalent du terme général est 25 ~ 2 = =&

Or la série Z 5 est une série de Riemann convergente car son parametre a=2>
n>1

s . n+1
1. Donc d’apres le critere par équivalent Z —— converge.
n>1
2. Le terme général de cette série n’est plus toujours positif, mais on peut étudier la
convergence absolue. Or
1

n2

cos(n)

<=

n2

La série > # est une série de Riemann convergente car son parametre o = 2 > 1.
n>1

cos( )

Donc d’apres le critere par comparaison Z est absolument convergente

n>1
donc convergente.

3. de méme que précedemment on étudie I’absolue convergence de la série.

(n + 3) sin(n)
n(n+1)2

n+3
n(n+1)2




_nt+3 n+3
Or > A2 est une série a termes positifs et son terme général vérifie A1 ™

= 1 Or la série Y- 2 -7 est une série de Riemann convergente car son parametre
n>1

a =2 > 1. Donc d’apres le critere par équivalent > m converge.

n
n.n?

+3
T)Q converge,

Par le critere par comparaison, du fait que la série de terme général
(n + 3) sin(n)

ngl n(n+1)32

. On a une série a terme positif. Du fait de la présence de la factorielle, on choisit

d’appliquer le critere de d’Alembert pour les séries numériques. On note w, =

nt5 ot on calcule

converge absolument, donc converge.
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Donc d’apres le critere de d’Alembert > u,, converge.

On voit que Donc “25 — 0 < 1.

. On a une série a terme positif. Du fait de la présence de la factorielle, on choisit
, . R , , ;. 5
d’appliquer le critere de d’Alembert pour les séries numériques. On note u,, = “yet

on calcule

Unpr  (n+1)°nl  (n+1)°
u,  (n+D'n®  nd(n+1)
(1+,)°
T a1

On voit que = =— 0 < 1. Donc d’apres le critere de d’Alembert - u,, converge.

(n+2)5

. On applique une nouvelle fois le critere de d’Alembert en posant u, = *~+~ on
calcule
Unpr  (n+1+42)° nl (n+3)° 1
u,  (n+1)! n+2°5 (n+2)P8n+1
(n+3)°

— 1 et donc “”“—>O<1

Or comme précédemment on a (nt2)5

Par le le critere de d’Alembert pour les séries numériques > u, converge.
. On a In(n) < n et donc pour tout n > 1 ln(") < 5=

L. Orla série 3 % est une

" n>1

série de Riemann de parametre o = 2 > 1, donc elle converge.

In(n)
n3

Donc par le critere par comparaison >
n>1

converge.




8.

10.

11.

12.

On a

-1  <cos(n) <1
-1 < —cos(n) <1
2—1 <2—cos(n) <1+2
1 <2—cos(n) <3
i < 2—cos(n) <

=

On a donc le terme général de la série qu’on étudie qui est positif d’une part.

D’autre part > ﬁ est une série de Riemann de parametre a = % < 1, donc elle

n>1
diverge.

N . s N o - 2
Donc par le critere par comparalson des séries a terme pOSltlf la série Z %(n)
n>1

diverge.

. Pourn—+o0e™+1—1care ™ — 0.

Donc le terme général de cette série ne tend pas vers 0. Donc la série diverge.

On a pour tout n 0 < —L- < L. =277 La série . 27" est une série géométrique

1427 = 27 =

de parametre r = 27! = % < 1, donc elle converge.

Par le critere par comparaison des séries a terme général positif, Y ﬁ converge.
n>0

pour z au voisinage de 0 on a tan(z) ~ x, donc tan (l) ~ L et donc * tan (l) ~ L
n n n n n

Or la série > 7712 est une série de Riemann de parametre o = 2 > 1, donc elle

n>1
converge.

Par le critere par équivalent des séries a terme général positif, > % tan (%) converge.
n>1

pour x proche de 0 on a cos(x) — 1 ~ ’7“2 et on a aussi In(f(x) +1) ~ f(x) si f(x)

est proche de 0.

Or on peut écrire ln‘cos(%)) = ln‘cos(%) -1+ 1‘. Comme 2 — 0 on a donc

cos(%) — 1~ ;—3

Pour n assez grand cos(2) =141 ~1— 2 > 0, donc on peut enlever les valeurs
absolues.

Donc vu que ;—22 — 0 on a

2 2

1 =) =1 —)—14+1

n cos(n)‘ n cos(n) +
2 2
~ N1~
cos(n) =

Or la série —2 Y # est une série de Riemann de parametre o = 2 > 1, donc elle
n>1

converge.




Par le critere par équivalent des séries a terme général de signe constant (ici le
terme général est négatif), > In ’cos(%) -1+ 1‘ converge.
n>1

13. On peut majorer 327: < %ﬂ =27"3™ = 67" Or la série > 67" est une série
n>0

géométrique de parametre r = 671 = é < 1. Donc elle converge.

—n

3nt

Par le critéere par comparaison des séries a terme général positif la série >
n>0

converge.
14. Remarquons que pour n assez grand on a In(n? + n + 1) < n. En effet on a

lim In(n?4n+1)

1L p = 0 car la puissance de n ’emporte sur In.
n—-+0oo

1 1
Donc on a CLEEy > -
Or > % diverge car c’est une série de Riemann de parametre @ = 1, donc par le
n>1
s . ;o N , e 1 .
critere par comparaison des séries a terme général positif, n§>:1 Y] diverge.

1/n _

15. On utilise ici le critere de Cauchy. En effet en posant uw,, = (In(n)™™ on a u,,

In(n)~* — 0.

Donc le critére de Cauchy pour les séries a terme général positif donne que Y In(n)™"
>2
converge. =

Exercice 2.

On fixe a € R.

Indiquer en fonction de « si les séries suivantes convergent absolument en distinguant
selon les valeurs du parametre a.

, 2" n
1 27 e 2 — 3 —_—
()é © ()T;rﬂsinzn(a) ()nzz:ll—i-n?’a
2
D N O D S N O D O
n>1 n>1 n>1 N
1. On regarde la convergence absolue de la série. On a [27"e™*| = 27" Clest le

terme général d’une série géométrique de parametre r = 271 = % < 1, et donc elle
converge. Donc Y. 27"e™™ converge absolument.
n>0
Donc 3 27" converge pour toute valeur de a.
n>0
2. Si sin(a) = 0 alors le terme général de la série n’est pas défini, donc si a = krm
pour k € 7Z le terme général n’est pas défini.

D’autre part appliquons maintenant le critere de Cauchy et calculons en posant

Up = ﬁ’;n(a) > 0 la limite de u}/™.




1/n _ 2 2/n _ 2 0 _
On a u, —nz/nSmQ(a).Orn =e —e 1.

Donc lim u!/" = —2—~. Or comme 0 < sin’(a) <lona —2—~ >2> 1.
n——+oo sin? () sin®(a)

Par le critere de Cauchy la série diverge donc pour toute valeur de a.

3. — Pour @ = 0 on a le terme général qui vaut 5 = n — +0o0. Donc le terme
général ne tend pas vers 0 et la série diverge.

. n noo 11
Pour ae # 0 on a Thda ™~ s = a2

Or la série i > # est une série du type Riemann de parametre a = 2 > 1,

n>1
donc elle converge.

Donc par le critere par équivalent la série >
n>1

_n_
s, converge.

4. On applique le critere de Cauchy sur le terme général de cette série en notant

Up = enla—n),

On obtient u}/™ = ¢*™ — 0 car a — n — —o0.

Donc par le critere de Cauchy Y u,, converge quelle que soit la valeur de a.

5. De méme on applique le critére de Cauchy cette fois sur u, = ne™. On a ul/™ =

_ In(n) _
Une=a Or vu que n'/m" =e v — e’ =1onaul/" = e

n

On a donc

— Pour a < 0 alors e > 1 et la série diverge d’apres le critere de Cauchy.

— Pour a > 0 alors e > 1 et la série converge d’apres le critere de Cauchy.

— Pour oo = 0 alors e = 1 et on ne peut pas conclure avec le critere de Cauchy.
Cependant on remarque que dans ce cas u,, = ne " = n — 400, donc la série
diverge vu que son terme général ne tend pas vers 0.

/ . 2 ot . s
6. On a I’équivalent O‘ﬂ# ~ = % Or la série Y % diverge car c’est une série de
n>1

Riemann de parametre a = 1.

RN , . 2 .
Donc par le critére par équivalent > O‘Tﬁ;” diverge.
n>1

Séries entieres

Exercice 3.

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes

3 = @) 3" (3%
In(n) , " 2 —-3"
(4)%:1 Jn z (5)7;71(71 —1)z (6)7;) T




Correction :

o) n _ 1 — 1
n n - 2 - - .
(1) La série est du type > a,2" avec a —5 pour n > 1 et ap = 0. Appliquons le
n>0

critere de d’Alembert pour le calcul du rayon de convergence.

Cela donne

Ap+1
Qn,

_ 1 an n n
S (n+127 1

On a —— — 1 quand n — +o0.

)

DonCaZ—:lﬁletRzl.

(2) La série est du type > a,z™ avec a,, = n" pour n > 1 et ap = 0. Appliquons le
n>0

critere de Cauchy pour le calcul du rayon de convergence.

|an| " =n

Donc lim |a,|"" = +oc0 et donc R = 0.
n—+00

(3) La série est du type Y ap2* avec ar = 1 si k = 2n est pair et 0 sinon. Revenons
k>0

a la définition du rayon de convergence et calculons R tel que si |z|] < R alors

> apz® converge et tel que si |z| > R la série diverge.

k>0

Remarquons que & z fixé la série est du type Y (22)". 1l s’agit donc d’une série
n>1

géométrique de parametre 2%, Elle converge si et seulement si |z|? < 1 c’est & dire
si et seulement si |z| < 1.

Donc si |z| < 1 la série converge et si |z| > 1 la série diverge. Donc R = 1.

(4) La série est du type Y a,2" avec a,, = l%) pour n > 1 et ay = 0. Appliquons le
n>0

critere de d’Alembert pour le calcul du rayon de convergence.

(ni1| In(n+1) /n
ap vn+1 In(n)
m(n+1) o W0(l+35) o
In(n) n+1 In(n) Vi1 + L
B In(n) + In (1 + #1) 1
- In(n) 141
1
_ 1_+>h1(1'+ EIT) 1
In(n) 141
(14—
Or 11511(:7)"_*}5) quand n — +o00. Donc “Z—:l — 1 quand n — +o00. Donc R = 1.
(5) La série est du type Y. a,z™ avec a, = n(n—1) pour n > 1 et ap = 0. Appliquons

n>0




le critere de d’Alembert pour le calcul du rayon de convergence.

an+1

|
313 1=

Qn

(n+1n n+1 n(1+) 14
n(n—l)—n—l—n@_%)

Or lim ?r% = 1. Donc R = 1.

n—-+o0o Py
(6) Ici le plus simple est de revenir & la définition. Soit z € C. Examinons & quelle

condition sur |z| la série converge.

On a ~ 2%|2|" quand n — +oo.

n 3n(1-2r
2m_3n Zn _ ( 3 |Z|TL
5n - 5n

/o 3 _in 3 n ‘o , o N 3 .
La série nz>:1 Sle|t = nZ>:1 (5]z\) est une série géométrique de parametre £|z| qui

. Donc

wlot

converge si et seulement si 2|z| < 1 c’est & dire si et seulement si |z] <

R=2.

Exercice 4.
2n+1
Calculer le rayon de convergence R de la série Z La série converge-t-elle

n202n+1'

pour z = R?

Correction :

On remarque que la série qu’on examine est en fait la série primitive de 3 22". Cette série
n>0

s’écrit aussi Y- (2?)". On reconnait une série géométrique de parametre z2. Elle converge
n>0

si et seulement si |2?| < 1, c’est & dire |z] < 1. Donc R = 1.

Comme les séries dérivée et séries primitives dans le cas des séries entieres ont méme
rayon de convergence on a donc R = 1.

Pour z = R = 1 on examine donc —_
n§>:O 2n+1

En particulier le terme général de la série est positif et toujours non nul.

. C’est une série numérique du type 2;0 Uy,
nz

1
2n+1"

avec U, =

On voit bien que cette série ressemble a une série de Riemann de parameétre o = 1,
donc surement divergente...

1 1
~Y

2n+1 2n°

D’apres le critere par équivalent on a pour n — 400

Or Z% diverge car c’est une série de Riemann de parametre @ = 1, et donc Y %
. RN 7 . ya N o . 1 .
diverge, et par le critere par équivalent des séries a terme positif, 3° 5= diverge.

Donc pour z = R la série diverge.

Exercice 5.




nz"

5 . La série converge-t-elle pour

Calculer le rayon de convergence R de la série Z

n>2 7
z=R?
Correction : "
L. nz
On remarque que la série est du type Z poa Z an?" avec a, = —=et a, # 0.

n>2 n>2
Appliquons le critere de d’Alembert pour le calcul du rayon de convergence.

Cela donne
R ><n2—1_ n—+1 n*—1 n+1n*-1
a, (n+1)2-1 n  n2+2n+1-1 n  n n24+2n
n2(1— L 1
Ona"TH—>1quandn—>+oo et d’autre part ,?224:2171: n2((11+7§)):11+?%2 — 1.

Donc “2 — 1/1=1et R=1.

Pour z = R = 1 on doit étudier E PR On a de nouveau une série numérique a
n>2 V" —
. =2
terme positif du type 3 u, avec u, = .

Or u, = "

~J

- %:%pourn%—i-oo.

Si vous n’étes pas convaincu(e) de cet équivalent le mieux est de noter v, = % et de

montrer que lim *= =1,
n—+oo Yn

La série ) % est une série de Riemann de parametre o = 1 divergente, donc par le
n>1

critere par équivalent des séries a terme positif > u, diverge.
n>2

Donc Z QL diverge.
Sa e — 1

Exercice 6.
3n+1

——. La série converge-t-elle pour
3n+1

Calculer le rayon de convergence R de la série Z
n>0

z=R?

Correction :

On remarque que la série qu’on examine est en fait la série primitive de Y 23". Cette série
n>0

s’écrit aussi 3 (23)™. On reconnait une série géométrique de parameétre 2. Elle converge
n>0

si et seulement si |23| < 1, c’est & dire |z] < 1. Donc R = 1.

Comme les séries dérivée et séries primitives dans le cas des séries entieres ont méme
rayon de convergence on a donc R = 1.




1
Pour z = R = 1 on examine donc Z . C’est une série numérique du type > u,
"0 3n+1 n>0

avec U, = . En particulier le terme général de la série est positif et toujours non nul.

_1

3n+1
On voit bien que cette série ressemble a une série de Riemann de paramétre a = 1,

donc surement divergente...

1 1

s s I
D’apres le critere par équivalent on a pour n — +00 =5 ~ 3-.

Or > % diverge car c’est une série de Riemann de parametre a = 1, et donc >
n>1 n>1

diverge, et par le critere par équivalent des séries a terme positif, Y diverge.

1
3n
_1
3n+1

Donc pour z = R la série diverge.

Exercice 7.
+o00 2n+1

On pose f(z) = n; n(n+1)(2n + 1)

Déterminer ’ensemble de définition de f .

pour x € R.

Correction :
+00 2n+l +o00 (1‘2)" o q
On peut écrire = . On peut donc écrire, en
P nz:ln(n—i- D(2n+1) nzz:ln(n—i- D(2n+1) P
+00o n

osant g(x) = —
p g9(z) n; n(n+1)(2n+1)

fla) = zg(2?)

Donc le domaine de définition de f est lié a celui de g.

Déterminons le domaine de g.

On remarque que g(x) s’écrit g(z) = Z a,x™ avec a, = # 0. On applique

n(n+1)(2n+1
maintenant le critere de d’Alembert pour le calcul du rayon de convergence, ce qui donne
A1 1 n(2n + 1)
= nn+1)2n+1) =
an (n+1)(n+2)(2(n+1)+1) ( ) ) (n+2)(2n+ 3)

On voit que “2 — 1 et donc R = 1.

Donc g est définie pour |z| < 1 et donc z — g(z?) est définie pour |z]* < 1 et donc
pour |z| < 1.

z" ’_ 1 1

D’autre part pour z = 1 on remarque que ‘ 0 D e "~ e

n(n+1)(2n+1) | —

La série Y # est une série de Riemann de parametre a« = 3 > 1, donc convergente.
n>1

Donc par le critere par équivalent des séries a terme positif
pour x = 1, donc convergente.

:L.'n,
m est Convergente




Donc g est définie pour 2% = 1, et donc f est définie pour x = 1 et x = —1.

Donc le domaine de définition de f est donc l'intervalle [—1,1].

Exercice 8.

>n24+dn—-1

On pose f(z) =Y —— 2" pour z € R.
n!

n=2

Déterminer I’ensemble de définition de f.
Correction :

20 4
nn=l On peut donc calculer son rayon

On a une série du type > a,z" avec a, =
n>2

de convergence grace au critere de d’Alembert pour les séries entieres.

any1 (n+1P24+4n+1) -1 n!

an (n+1)! n?+4n —1
1l P42+ 1+4n+4-1
 on+1 n?+4n —1

1 n?(1+2+5%) 1 1+84+ 5

= X
n+ln2(l+2-2L) n+1 1+2-1

n? n

On a donc lim &ntl

m = 0 et donc R = +o00. Donc la fonction f est définie sur R.
n—-+0o0 n

Exercice 9.

On considere ’équation différentielle

y(z) = (E)

+oo
Soit y une solution développable en série entiere de (E) qu'on écrit y(z) = > bya™.
n=0

1. Montrer que les b, vérifient 1’équation récurrente (n + 1)b,+1 — (n + 2)b, = 0. En
déduire b,, en fonction de n.

Correction :
On remarque qu’on peut écrire I’équation différentielle (1 — z)y/(x) = 2y(x), c’est
a dire ¢/ (x) — zy/(z) = 2y(x)

+0o0
On a ¢/(z) = Y nb,z"", donc on obtient
n=1
+oo +oo +oo
Z nb,z" 1 — Z nb,x" = 2 Z b,x" (2)
n=1 n=1 n=0

On effectue un changement de variables dans la premiére somme et avec n’ = n—1
on obtient

10



—+o00 “+o00

Z nb,x" = Z (n' + 1)bn/+1x”/.

n=1 n/=0

Ce qui donne en remplagant dans

—+00 , —+00 —+00
Z (n' + 1)byy2™ — Z nb,x" = Z 2b,x"
n’/=0 n=1 n=0

et on a donc pour tout x

+o0 +oo +o0
> nby™ =Y nbyxt = 2) ba” (3)
n=1 n=1 n=0
—+00 , —+00 —+00
S (4 Dbypz™ = > nbya™ = 2) bya” (4)
n'/=0 n=1 n=0
+o00 +o0o +00
by + Z(n + D)byg2” — Z nb,z" = 2by+ Z 20, " (5)
n=1 n=1 n=1
+oo
b —2bg + > _[(n+ Dbyy1 — nb, — 2b,)2" =0 (6)

n=1

Cela est vrai si pour tout n > 1 on a (n+1)b,, 1 —nb, —2b, = 0 et aussi by —2by = 0,
ce qui est bien la relation voulue pour tout n > 0.

2. Montrer que y(z) = ﬁ pour z €] — 1,1].

Correction :
On a donc d’apres la question précédente b,.1 = Z—ﬁbn. Comme on a aussi b, =
”T“bn_l on obtient en remplagant de proche en proche

_n—|—2n+1 n
" n+1 n n—1

Donc on a en simplifiant ’expression

3 2 1 3
..*bl - ntent n ...*2[)0
2 n+1 n n—1 2

n+1

+o00o +o0o ,
bni1 = (n+ 2)bg, ce qui donne b, = (n+ 1)by. Or ¥ (n+1)z" = 3 n'z” ! en
n=>0 n'=1

posant n + 1 =n/.

. . . , . s e s too .
On reconnait qu’il s’agit de la série dérivée de Y. x2™ = ﬁ qui a pour rayon de

n/=0
+oo ,
convergence 1. Donc on a n/{:l n'z" 1 = ﬁ pour |z| < 1, et on a donc pour
x| <1
(@) =bo S+ o =
y(x) = by n =
n=0 (1 - I>2

ce qui est bien le résultat qu’on cherche.

Exercice 10.

/x arctan(t)
t

0

Donner le développement en série entiere de la fonction dt ainsi que son

11



domaine de validité.

Correction :
On sait que arctan a pour dérivée —-5. Or pour t> < 1, donc pour |[t| < 1 on a le

1+22
développement

1 1
1+ 12 1— (-2
+o00

- ey
= (e

n=0

Le développement de arctan qui s’annule en 0 est donc la série primitive qui s’annule en
0, ce qui donne pour || < 1

+o0 t2n+1
tan(t) = 1" 7
arctan(t) = 3 (-1 7)
On a donc
arctan(t) X t2n
il ST 2 , 1)
t n:O( ) 2n—+1 (8)

De nouveau la série primitive a méme rayon de convergence (ici R = 1) et le développement
en série entiere que I'on cherche est donc

/w arctan(t) gt — Jio(—l)” 2+
0 t = (2n + 1)2

Séries de Fourier

Dans toute cette partie on considérera des fonctions T" = 27 périodiques. Les coeffi-
cients de Fourier s’écriront donc

— pour n € Z c,(f) = ;/OT f(t)e_i”t%wdt = 217r /OQF f(t)e ™ dt.
2 (T 2m 1 2

— pourn > 1a,(f) == [ [f(t)cos(nt—)dt = — f(t) cos(nt)dt
phOept

— pour n >0 b,(f) = T/o f(t) sin(ntT)dt = ;/0 f(t) sin(nt)dt

1 T 1 2
—a(f) =7 [ fwdt = [ e
La série de Fourier d’ordre N de f s’écrit donc Sy (f)(t) = > cn(f)e™ ou Sy (f)(t) =
ao(f) + n§1 an(f) cos(nt) + ngjo b, (f) sin(nt)

Exercice 11.

Pour chacune des fonctions 27 périodiques suivantes
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— Tracer le graphe de la fonction f pour ¢ dans [—2m,27].

— Montrer que [;7 |f(t)[?dt est finie.

— Calculer les coefficients de Fourier de f et donner sa série de Fourier.

— At fixé Sy(f)(t) converge-t-elle vers une limite quand N — +oo et laquelle ?

— Pour les étudiants de St-Jérome : la série de Fourier de f converge-t-elle en énergie ?

On étudiera donc les fonctions f suivantes

1. f est impaire, 27 périodique et vaut 1si 0 <t < 7 et f(m) = 0.
2. f est 27 périodique et vaut |t| sur [—m,7[.

3. f est 27 périodique et vaut t* sur [0,27].

4. f est 21 périodique et vaut t? sur [—m,m[.

5. f est 27 périodique et vaut |sin(t)| sur [—m,7][.

Correction :

1. On étudie donc le cas f est impaire, 27 périodique et vaut 1 si 0 < t < 7 et
f(m) =0,

(a) A faire par exemple avec Python, ce qui donne

tracé de la fonction 1

1.00 4
0.75 1
0.50
0.25 1
0.00 4 i' *
—0.25 : :
—0.50

—0.75 A

—1.00

(b) pour tout ¢ on a |f(t)| < 1, donc |f(¢)]* < 1 donc la fonction |f|? est bornée et
comme on intégre sur un intervalle borné, son intégrale d’apres ce qu’on a vu
dans le cours sur les intégrales généralisées converge nécessairement.

(¢) On choisit comme intervalle d’intégration [—m, 7] vu que la formule pour définir
la fonction est donnée sur cet intervalle. On a vu que f est impaire

() =ao(f) = 5 [ f(t)dt =0

" 2r )

13



D’autre part pour n # 0 et vu que f est impaire f(t) = —1 sur | — 7,0[
1 ™

alf) = 5p | SO
_ 217T ( [ Oﬂ F()e mtdt + /O f (t)e_mtdt)
_ 217T (e /(=im)°, + [e7™ /(=in)]])
= gy (1)
_ _;m (—2+2(-1)")
1

Q)

car on rappelle que €™ = (¢'™)" = (—1)" de méme que e~ = (e”'")"

(=D

On a aussi a,(f) = 0 et b,(f) = w en calculant directement ou en
appliquant les formules

— pour n > 1 entier a,(f) = cu(f) + c-n(f) et bu(f) = i(cn(f) — c-n(f)),

— pour n > 1 entier ¢,(f) = 7“"(”_2%"”) et c_,(f) = 7‘1"”)’;(’"(”

— ao(f) = co(/f)

Quand on demande de calculer les coefficients de Fourier on calcule soit la suite
des {c,(f)),n € Z} soit celle des {a,(f),n € Nbp(f),k € Z*}.

Ensuite on a

SN = 3 o (= (1) = 32 (1= (1)) snor).

(d) La fonction est ici constante par morceaux, elle est donc C! par morceaux. Elle
a en tout point ¢ une limite a droite et une limite & gauche notées f(t") et
f(t7), et sa dérivée existe partout sauf aux points de discontinuités du type km
avec k € 7Z, ou elle admet une limite a droite et a gauche.

Donc le théoreme de Dirichlet s’applique et on a convergence de Sy(f)(t) vers

w, ce qui donne

— pour tout ¢t # km f est continue en ¢ donc % = f(t) et Sn(f)(¢)
converge vers f(t)

SAO)+FE) _ 1-1
—as— =5 =0 donc

— pour tout t = 2kmw et k € Z f est discontinue et

Sn(f)(t) converge vers 0 # f(0) = f(2km) = 1.
— pour t = 2km 4+ mwet k € Z f est discontinue et w = o%o = 0 donc
Sn(f)(t) converge vers 0 = f(m) = f(2km + 7).

(e) La fonction f a une énergie finie donc la série de Fourier converge en énergie.

2. On étudie f 27 périodique et qui vaut [t| sur [—m,7].

14



(a) A faire par exemple avec Python, ce qui donne

tracé de la fonction 2

3.0

2.5 4

2.04

154

1.0+

0.5 4

0.0 4

T T T T T
=2 —n o +n pirg

(b) pour tout ¢ on a |f(t)] < 7, donc |f(t)|*> < 72 donc la fonction |f|* est bornée
et comme on intégre sur un intervalle borné, son intégrale d’aprés ce qu'on a
vu dans le cours sur les intégrales généralisées converge nécessairement.

(¢) On choisit comme intervalle d’intégration [—m,7| vu que la formule pour définir
la fonction est donnée sur cet intervalle. On a vu que f est paire

wlf) = alf) =5 [ s

2 T

_ 27T/O F(t)dt
]_ T

_ ;/0 tdt
1

21"
-3f3]

172 T

T2 2

On a ensuite pour n # 0 et en intégrant par partie on obtient

15



Cn(f) =

0 .
— t@izntdt + tezntdt>
- 0
- <[_t€_mt/(—m)]0 - L " _emgr 4 [te=™ /(—in)]T — L e—mtdt)
o o indea —in Jo
1 . 0o . . _—
= : ((_ﬂ.>6m7r +/ 6_mtdt + e _ / 6_mtdt)
—2inm o 0

- (e 2] -2

0
B 1 1 — eimr e—inw -1
- —2inm —in —m

_ 1 (1—ei”“+—6_m”+1> 1 (1—(—1)"+—(—1)"+1>

—2inm

—2inm —in —in —in —in
I 2=2(-1)
- —2inm —1in
-1+ (-1)"
- n2m

dout ¢, (f) = “HEY ou a,(f) = 27250 et b, (f) = 0.

™n? ™2

N
Donc Sy(f)(t) = 5 +
n=—N,n#0

. ) N n
(—71T)nz—1€mt — g + 3 2(_71%2_1 cos(nt).
n=1

(d) On remarque que f est continue en tout point, donc elle admet bien sur une
limite a droite et a gauche en tout point. De plus elle est dérivable sauf aux
points du type km pour k € Z, et sa dérivée admet en ces points une limite a
droite et a gauche.

Donc le théoreme de Dirichlet s’applique et on a Sy(f)(t) qui converge vers
w = f(t) en tout point .

(e) La fonction f a une énergie finie donc la série de Fourier de f converge vers f
en énergie.

3. On étudie f 27 périodique qui vaut 2 sur [0,27].

16



tracé de la fonction 3

40

35

30

254

20 A

15 4

10 1

—én _‘n 6 +In Z‘iT
(a) Avec Python
(b) |f(t)] < (27)? donc |f(t)|* < (27)* donc la fonction |f]? est bornée et comme
on intégre sur un intervalle borné, son intégrale d’apres ce qu’on a vu dans le
cours sur les intégrales généralisées converge nécessairement.

(c) co(f) =ao(f) = % et c,(f) = % + %= en intégrant par partie deux fois.
an(f) = ;5 et bu(f) = =7

(d) La fonction est ici constante par morceaux, elle est donc C* par morceaux. Elle
a en tout point ¢ une limite & droite et une limite & gauche notées f(t1) et
f(t7), et sa dérivée existe partout sauf aux points de discontinuités du type
2km avec k € Z, ou elle admet une limite a droite et a gauche.

Donc le théoreme de Dirichlet s’applique et on a convergence de Sy(f)(t) vers

GBI ;
——5~—, ce qui donne

— pour tout t # 2km f est continue en ¢ donc w = f(t) et Sn(f)(1)
converge vers f(t)
— pour tout t = 2k7 et k € Z f est discontinue et L
donc Sy (f)(t) converge vers 72 # f(0) = f(2k7w) = (27)2.
(e) La fonction f a une énergie finie donc la série de Fourier de f converge en
énergie.

EHEA07) _ 0r@n? _ o

4. On étudie f 27 périodique qui vaut t* sur [—m,7].

tracé de la fonction 4

10 4

,én !n 6 +In 2‘n
(a) Avec Python
(b) |f(t)] < (7)? donc | f(t)|* < (7)* donc la fonction |f|* est bornée et comme on
intégre sur un intervalle borné, son intégrale d’apres ce qu’on a vu dans le cours
sur les intégrales généralisées converge nécessairement.

17



(c) eolf) = ao(f) =T et ealf) = 253
an(f) = "5 et bu(f) = 0.

(d) La fonction f est ici continue partout, donc elle admet bien sur une limite a
droite et a gauche en tout point. De plus elle est dérivable sauf aux points du
type 2km + m pour k € Z, et sa dérivée admet en ces points une limite a droite
et a gauche.

Donc le théoreme de Dirichlet s’applique et on a Sy(f)(t) qui converge vers
w = f(t) en tout point ¢.

(e) La fonction f a une énergie finie donc la série de Fourier de f converge vers f
en énergie.

5. On étudie la fonction f qui est 2w périodique et vaut |sin(t)| sur [—m,7|.

tracé de la fonction 5

1.0 4

0.8

0.6

0.4

0.2 A

0.0 A

—én _‘n (IJ +In Z‘IT
(a) Avec Python par exemple!
(b) |f(t)] < 1donc |f(t)]* <1 donc la fonction | f|* est bornée et comme on intégre
sur un intervalle borné, son intégrale d’apres ce qu’on a vu dans le cours sur
les intégrales généralisées converge nécessairement.

(c) co(f) = ao(f) = %
a(f)=0et c,(f) = —% pour n > 1.
a1(f) =0et pour n > 1 a,(f) = —% et b,(f) = 0.

(d) La fonction f est ici continue partout, donc elle admet bien sur une limite a
droite et a gauche en tout point. De plus elle est dérivable sauf aux points du
type 2km + 7 pour k € Z, et sa dérivée admet en ces points une limite a droite
et a gauche.

Donc le théoreme de Dirichlet s’applique et on a Sy(f)(t) qui converge vers
% = f(t) en tout point t.

(e) La fonction f a une énergie finie donc la série de Fourier de f converge vers f
en énergie.

Exercice 12.

On consideére les deux fonctions suivantes 27-périodiques (étudiées numériquement
dans le TP 3.)
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1
— f3(t) = ———==pour t €] — 7,0 et t €]0,7[ et f3(t) =0 pour t =0, et t = —7.
/| sin(?)]

1
— fu(t) = Tsin(d)] pour t €] —7,0[ et t €]0,7[ et f4(t) =0 pourt =0, t= —m.

Sans aucun calcul de coefficients de Fourier indiquer si 1’égalité de Parseval est vérifiée
pour ces fonctions.

La série de Fourier de f, existe-t-elle ?

Correction :

2
™ 1

— pour f3 on doit vérifier pour répondre a cette question si / (’(”) dt =
=7 \ /| sin(t

u 1
————t existe.
/*” VI sin(?)]
En effet on a des problemes de convergence a étudier en 0, m et —mw. Considérons
dans un premier temps le cas ot t > 0. Par parité de la fonction considérée on voit
que le comportement sera le méme sur ¢ < 0, donc on peut étudier sans perte de
généralité / —————dt. Sur l'intervalle [0,7] le sin est toujours positif et on peut
0 /Isin(t) |
donc enlever la valeur absolue
— Probleme en 0 :

on a l'équivalent sin(t) ~ ¢ pour ¢ proche de 0 donc y/sin(t) ~ +/t. Donc
1 1 1

~ 179 .
sin(t) Vit t1/2

O |
Or / 251?dt est une intégrale convergente, car c¢’est une intégrale de Riemann
0

|
du type / t—dt pour o = % < 1 donc elle converge.
0 103

Donc l'intégrale qu'on considere, du fait du critéere par équivalent pour les in-
tégrales de fonctions positives, est convergente en 0.

— Probléme en 7 :

On remarque que sin(m — t) = sin(¢) donc si on veut calculer [ g L = dt on

peut le faire en effectuant le changement de variable u = 7w — t et on obtient

u=m—1
du = —dt
Quand t =7 , u=m~—
Quand t = x , U=T—=I
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Donc

INE]

du

x 1 1
/75 sin(t)dt - /TF—I \/sin(m — u)
= / ';du
Tz ., /sin(u)

On est donc ramené(e) a I’étude précédente quand = — 7 et on sait que cette
intégrale converge.
On peut donc conclure que f3 est de carré intégrable, ou autrement dit d’énergie
finie. Donc 1'égalité de Parseval d’apres le cours est vérifiée.
— Pour f; il se trouve que sa série de Fourier n’existe pas, et donc il n’est pas question
de parler de coefficients de Fourier ni d’égalité de Parseval.

INIE]

En effet f n’a méme pas fog || fa(t)|dt = fog fa(t)dt qui existe. On a un probleme
de convergence en 0 et comme N ONE % pour t proche de 0, la convergence de
I'intégrale que 1'on regarde est la méme que celle de l'intégrale de Riemann du

11
type / t—adt pour o = 1 donc elle diverge.
0

Donc les coefficients de Fourier de f; ne sont pas définis et la série de Fourier de
f1 n’existe pas. Donc evidemment 1’égalité de Parseval n’est pas vérifiée.
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