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Traitement du signal

TD1 : Calculs de transformées de Fourier.

La notation 14 indique que fa(x) =1 sixz € A et 0 sinon.

Exercice 1 ( Calculs de transformées de Fourier)

1. Soit @ > 0, b > 0 et ¢ € R. Vérifier que les fonctions suivantes sont dans L!(R).
Tracer rapidement ces fonctions, et calculer leurs transformées de Fourier. Tracer ces
derniéres (ou le cas échéant leur partie réelle).

(a) x> 3 T_q (=),
T = % ][[c—l,c-i-l] ($),
x> f(x) avec f(x) = e 2® si x > 0 et 0 sinon.

2. Quelles fonctions parmi les précédentes vérifient des propriétes de symétrie qui se
répercutent sur la transformée de Fourier ?

3. Dans quels cas peut-on affirmer sans faire de calcul que f(O) = ffooo f(z)dz? f(0) =
ﬁ ffooo f(w)dw?

Exercice 2 (Quizz des transformées de Fourier)

Les figures suivantes représentent six signaux temporels réels a temps continu sg a s4. Les
signaux s; a s4 ont été obtenus par des transformations simples du signal sy : modulation
(multiplication par un exponentielle complexe), décalage, dilatation, ajout d’une constante...
Sur la ligne suivante le signal $y représente la transformée de Fourier du signal $p.

Les signaux 5, a sg sont les transformées de Fourier dans le désordre des signaux s a s4!
Remarque : certaines transformées de Fourier sont complexes, mais seule leur partie réelle
est représentée, pour alléger les figures.
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1. Identifier les transformations qui permettent de passer a chacun des signaux s; a sy
a partir de sg.

2. Reformer les couples (s;,5;), c’est & dire associer & chaque signal s; sa transformée
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de Fourier élément de ’ensemble 5, 5y, 5., Sq.

Exercice 3

1. Tracer Re(f(t) en fonction de ¢t ou f : ¢t — e~ (a—ib)t? pour plusieurs valeurs de a et
de b et justifier que f est bien dans L!(R).

2. A l'aide d’'une équation différentielle montrer que la transformée de Fourier de f :

i ¢ a+tib)w?
s e (@ vant flw) = /T exp (7 EL(;—?bz))'

Exercice 4

1. Justifier que f : ¢+ % Lo, oo (t) est bien dans L'(R).

2. A T'aide d’une équation différentielle calculer la transformée de Fourier de f.

Exercice 5 (Sonar)

Le but de cet exercice est I'étude de e(t) = af—f_‘ﬁ qui modélise une impulsion émise par un
sonar.

1. A laide des résultats de l'exercice 1 calculer la transformée de Fourier de e (en ayant
justifé au préalable que e est bien dans L!(R)). Calculer || e ||3.

2. Le sonar regoit un écho r(t) provenant d’une cible. On suppose que #(w) est obtenu &
partir de é(w) par un facteur d’atténuation a(w) = e~ @“=A1«l avec (4, ) € R?, cest
a dire 7(w) = a(w)é(w).
Calculer r(t).

Exercice 6 (Fonction porte)

On considere la fonction f telle que

0 sit<—1 out>1
fit) = 1 si —1<t<0
-1 sio<t<1

1. Tracer la fonction f.
2. Calculer F(z) = [, f(t)dt pour z € R.

3. Montrer que ffooo F(z)dx < oo et calculer F. Montrer qu’elle s’écrit sous la forme

~ s 2
F(w) = Sl?ag;;" ) en précisant la valeur de «.

4. On pose maintenant G(z) = F(x+1) — F(z —1). Tracer G et calculer sa transformée
de Fourier en cherchant a faire le moins de calculs possible.

5. Soit K la primitive de G telle que K (z) = [, G(t)dt. Calculer K sans calculer K.

Exercice 7 (Dérivée des transformées de Fourier)

1/2 -~ 7ﬁ
On rappelle que la transformée de Fourier de la gaussienne g(z) = \/%6*7 est g(w) = e 2
(cf cours).
22
1. Calculer la transformée de Fourier de h(z) = %ﬂx%_? en justifiant que h est bien
dans L(R).

2

2. En déduire la transformée de Fourier de k(x) = \/%(xz —1e 7

Exercice 8

.4
En utilisant les résultats de I'exercice 6 et les résultats du cours calculer f0+oo S”‘T#




Exercice 9 (L’autre formule pour la transformée de Fourier)

Dans cet exercice on change de définition de la transformée de Fourier et on utilise 'autre
convention pour la transformée de Fourier f(w) = ffooo f(t)e~2metdt,

1. Calculer f (transformée de Fourier avec la formule du cours) en fonction de f.

2. Reprendre les questions de I'exercice 6 et donner les valeurs de F, G, K en faisant le
moins de calculs possibles.

3. On suppose que f et fsont toutes les deux dans LY(R). Montrer que
16 = [ Fera 1)
4. On suppose que f est dans L?(R). Montrer que

Lf =0 717 (2)

Exercice 10

in2
Montrer que ffooo bmt#dt < 00 et la calculer en utilisant la transformée de Fourier.

Exercice 11

Soit f : R? — R? une fonction dans L!(R?).
Soit @ fixé dans [0, 27]. Soit gy l'intégrale de f le long de la droite d’équation —z; sin(6) +
29 cos(f) =t (faire un dessin).

On a donc gy tel que
gg(t):/ f(—tsin® 4+ pcosh,tcostd + psinb)dp
— 0o

Montrer que gg(w) = f (—wsinf,wcosf). Comment peut-on retrouver f & partir de ses
projections tomographiques gg pour 0 < 6 < 27?7

Exercice 12

On note R I'opérateur qui & un signal f € L?(R) associe sa valeur absolue :
Rf(t) =[f()] .
R est appelé rectificateur, et est utilisé en pratique pour retrouver I’enveloppe de signaux

complexes (signaux modulés). Montrer que si f(t) = a(t) cos(wgt), ou a(t) > 0, alors

Rf(w) = 2 Z W%l&(w — 2nwy) -

En supposant que a(w) = 0 pour |w| > wy, trouver une fonction h telle que a = Ky Rf, ou

K}, est opérateur de convolution par h.




