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Analyse fonctionnelle

TD5 : définition des espaces de Hilbert, projection, bases hilbertiennes.

1 Exercices de course rapide : le 100 m

Exercice 1.1

Soit H I'ensemble des suites u = (u,)nen & valeurs réelles telles que

2
e ul < +o0
neN

1. Démontrer que H est un espace vectoriel réel.

1/2

, 2

2. Démontrer que u — ( S e ui) est une norme sur H que ’on notera
neN

- llgz-
3. Démontrer que H est un espace de Hilbert.

Exercice 1.2
Soit H = M,,(C) pour n € N*. On définit 'application ¢ : H x H — C par

®(A,B) =Tr(B*A)

ou B* désigne I'adjointe de B c’est a dire si B = (bjj)1<ij<n On a B}; = bii
pour 1 <i<netl<j<n.

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire
2. Montrer que la norme associée a ¢ vérifie ||AB|| < ||A|||| B]|

3. Montrer que (H, ¢) est un espace de Hilbert.

Exercice 1.3

[ Considérons E = C ([0,1]) muni de la norme

1
111 = 1 flloe + [ 1£(0)Ide

et F={f€E: f(0)=0}. On note 1 la fonction constante égale a 1.

1. Vérifier que F' est une partie convexe fermée de E.

2. Calculer dist(1, F'). Est ce que 1 possede une projection sur F'7




Exercice 1.4

Soit H un espace de Hilbert.

1. Soit A = B;(0,1) la boule unité fermée de H. Justifier I'existence de
P4(x) la projection orthogonale d’un élément = de H sur A et la cal-
culer.

2. Soit {aq,as,..,a,} une famille de vecteurs de H. On considere A le
sous-espace vectoriel de H engendré par cette famille.

(a) Justifier 'existence de P4(z) la projection orthogonale d’un élément
x de H sur A.

(b) Calculer P4(z) dans le cas ou les {ay,as,..,a,} sont un systeme
orthonormé.

(c) Calculer P4(z) dans le cas général.

d) Application : calculer m = inf 1) |2® — a — ba — ca?[*dw.
(d) Application : calculer m aeR,llaIelR,ceRL1|x a — bx — cx®|*dx

Exercice 1.5

Soit H un espace de Hilbert et S une partie de H. On note S+ I'orthogonal
de S cest a dire S* ={y € H:Vz € S (z,y) = 0}.

1. Montrer que S* est un sous-espace vectoriel fermé de H.
2. Montrer que (5)* = S*.

3. Montrer que si S est un sous-espace vectoriel de H, alors (S+)+ = S.

Exercice 1.6

Soit H = C([0,1]) muni du produit scalaire (f, g) = [y f(t)g(t)dt. On définit
le sous-espace vectoriel de F

F={fekE:f0)=0}
Montrer que F*+ = {0}.

H muni de (.,.) est-il un espace de Hilbert ?

Exercice 1.7 (EXERCICE A SUITE)

Soit H = ¢*(Z) I'espace des suites (ug)rez € CZ telles que Y |ug|? < oo
ker,

1. Montrer que la famille des {0",n € Z} telle que a n fixé toutes les
coordonnées de 0" sont nulles sauf la n-ieme qui vaut 1 est une base

hilbertienne de H.
2. Pour n € N fixé, on pose M = {z = (z4)pez € H : i x = 0}.
k=0

Vérifier que M est un sous-espace fermé de H. Chercher N tel que
M @ N = H. Soit I'élément x de H tel que xqg = 1 et z, = 0 pour tout
k € Z*. Donner la valeur de sa distance a M.

Exercice 1.8 (EXERCICE A SUITE-EXAMEN Juin 2017)




Considérons 'espace de Banach E := (C[—m7, 7], | ||) et I'espace de Hilbert
H = (L2[_7T7 W]v <a >) ou

[fllo = max [f(£)] f€F,

te|—m,m]

(o) = [ F0alge. focH

1 fll2 == </_1!f(t)|2§;>é, feH.

On admet que le sous-espace vectoriel engendré par les fonctions e, (t) =
e™ n € Z est dense dans H.

1. Etablir que e,(t) := €™, n € Z est une base hilbertienne de H.
2. Montrer que pour tout k£ € Z, 'application f f donnée par

f = [ s

définit une forme linéaire continue sur H (resp. E) et calculer sa norme
sur chacun de ces deux espaces.

Exercice 1.9

Soit w : x + 27 ®) définie sur R*. On considere l'espace de Hilbert L2 =

{f : fVw € L2(J0, +oo)} muni de (£, g) = ;™ f(2)g(x)w(z)dz.

Soit P l'ensemble des polynomes a coefficients réels et ¢, la fonction po-
lynomiale telle que ¢, (z) = 2™ pour n € N

1. Vérifier que P C L2, .

2. Soit f(x) = sin(27In(x)). Montrer que (g,, f) = 0 pour tout n € N.
En déduire que P n’est pas dense dans L2

2 Exercices d’endurance : le 1000 metres.

Exercice 2.1

Soit P et @ deux polynomes & coefficients dans R. On note (P, Q) = [, P(2)Q(x)dz.

1. Montrer que (P, Q) — (P,Q) définit un produit scalaire sur R[X] et
sur Ry[X], l'espace des polynomes de degré au plus N.

2. Montrer que Ry[X] muni de ce produit scalaire est un espace de Hil-
bert.

3. On va montrer dans cette question que R[X] muni de ce produit scalaire
n’est pas un espace de Hilbert.

(a) Soit P,(x) = Enj %’: Montrer que (P,) converge uniformément vers
k=0 "

I'application exponentielle notée h sur [0, 1].

(b) En déduire que P, converge vers h pour la norme associée a (.,.).



(¢) Conclure.

Exercice 2.2

Cet exercice est la version longue de 1.7.
Soit H = ¢*(Z) I'espace des suites (ug)rez € CZ telles que Y |ug|? < oo
kEZ

1. Montrer que la famille des {0",n € Z} telle que a n fixé toutes les

coordonnées de 0™ sont nulles sauf la n-ieme qui vaut 1 est une base
hilbertienne de H.

!
2. Pour [ € N fixé, on pose M ={z = (zy)rez € H : 3 x = 0}.
k=0

Vérifier que M est un sous-espace fermé de H. Chercher N tel que
M & N = H. Soit 1’élément x de H tel que g = 1 et x; = 0 pour tout
k € Z*. Donner la valeur de sa distance a M.

3. Soit A = {u € H : ug, > 0}. Montrer I'existence de la projection d'un
élement = de H sur A et calculer-la.

4. Soit B ={u" € H,n € N* : u" = (1 + %) 0"}. Montrer que 0 n’a pas
de projection sur B et vérifier que B est bien fermé.

Exercice 2.3
SOlt H - L2([O, 1]) et 'QD - ]1[07%} — I[[%,l} Pourj E N et k = 0, ,2‘] — 1, on

considere l'intervalle dyadique A, = [2%, %] On pose ;4 () = 29/ (2 x —

On pose ensuite e, = 1, avecn =2/ + k avec j € Net k =0,..,27 — 1, et
€y = ]1[0,1}.

1. Montrer que le systeme {e,,n € N} est orthogonal dans H.

2. Montrer que Vect{e,,n € N} est I'espace des fonctions en escalier,
constantes sur les intervalles dyadiques Aj .

3. Montrer que {e,,n € N} est une base hilbertienne de L*([0,1]).

On appelle le systéme des {e,,n € N} ainsi défini la base de Haar. C’est
le modele le plus stmple de ce qu’on appelle les bases d’ondelettes et qui est
trés utilisé a la fois en mathématiques et dans ses applications (comme par
exemple en traitement du signal).

Exercice 2.4 (EXAMEN juin 2017)
Considérons I'espace de Hilbert H := (L*[—m, 7], (,)) ou

(o) = [ F0sly foen

de norme associée

1z = (/_ If(t)|2§fr)§, fem

On munit H de la base hilbertienne e, (t) := ¢, n € Z. On note H; le sous-
espace de H engendré par (e,)n>o et Hy le sous-espace de H engendré par




<€—n + nen)nZO

1. Montrer qu'une fonction f € H appartient & I'adhérence H] si et seule-
ment si il existe une (a,) € CN telle que Y779 |an|> < +o00

—+00
f=2_ anen
n=0

2. Montrer quune fonction f € H appartient & I’adhérence Hj si et seule-
ment si il existe une (b,) € CY telle que ;729 (1 + n?)[b,|* < +oo

+o0
f= Z by, (e, + ney,)
n=0

3. Etablir que H; + H, est dense dans H.
4. Etablir que H; + H n’est pas fermé dans H.

5. Soit Py := Pg- la projection orthogonale de H sur H,. On note g
I'élément de H donné par g(t) := cost+ cos(2t). Calculer P;(g) puis en

déduire la distance d(g,H,;) de la fonction g & H,.



3 Exercices < Course dans les calanques >

Exercice 3.1 (EXAMEN Juin 2017)

Cet exercice est la version longue de 1.8.

Considérons le espace de Banach E := (C|—m, 7], || ||«) et 'espace de Hilbert
H := (L?[—7, 7], (,)) ou

[fllo = max [f(t)] f€F,

te|—m,m]

o) = [ S50 foeH
™ d %
1= ([ irrss)” s sem

On admet que le sous-espace vectoriel engendré par les fonctions e, (t) =
e n € 7 est dense dans H.

1. Etablir que e,(t) := ¢™ n € Z est une base hilbertienne de H.
2. Montrer que pour tout k& € Z, 'application f > f donnée par

fy = [ oyt

définit une forme linéaire continue sur H (resp. E) et calculer sa norme
sur chacun de ces deux espaces.

3. Montrer que pour tout N € N* Papplication Ly f — Sy f(0) donnée
par

Ln(f) = k;N JE(M



définit une forme linéaire continue sur H (resp. E).

. Etablir que pour tout N € N* et tout f € Hon a

() = [ (-

—r 2m
ot Dy(0) = N + 1 et pour t #0,

sin(N + $)t

Dnt) = =56 7)

5. Calculer la norme de la forme linéaire continue Ly sur H.

. Prouver que pour tout N € N* la norme de la forme linéaire continue
Ly sur E est donnée par

x dt
L ,:/ Dy() 2
Ll = [ 1DAOIE

7. Etablir que pour limy_, ;o || Ly||z = +o0.

8. En déduire qu’il existe une fonction continue sur [—m, 7| telle que la

série S5 f(k) diverge.



