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TD 5 : espaces L”

Exercice 1. Fonctions dans £ (J,B(J),\) avec J intervalle de R

Dans ce qui suit on note £P(J) pour L& (J,B(J),\) avec J intervalle de R et p > 0.
1. Montrer que f; définie sur R™ par
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_ ) smmep St >0
h (:1:) { 0 sinon

est une fonction de £'(R™) mais n’est dans aucun £P(R") pour p # 1.

2. Indiquer a quelle condition sur p > 1 et sur les réels a et § la fonction fy définie
sur R par
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est dans LP(R).

3. Soit a, B dans R} et o < 3. Pour quelles valeurs de p la fonction f3 définie sur Rt

par
1 .
m S1 T 7é 0
—+00 sion

fa(x) =

est dans LP(R1)?

4. Soit la fonction f; définie sur R par

= [ s

X
1 sinon

(a) Montrer que f; n’est pas dans L£'(R) mais est dans £P(R) si et seulement si
p > 1.

(b) Montrer que 361_1>rj{10O Jo fa(t)dt existe.

Indication : on pourra utiliser une intégration par partie.

ez /2 .
5. Pour quelles valeurs de § la fonction f5 : z — { %ﬂ o ‘x #0 appartient-elle
sinon

A LP(R)?

Exercice 2. Espaces (?(N)

Soit £ = N muni de la mesure de comptage. Pour tout 1 < p < +o0o on note /7
1

+00 P

'espace des suites complexes u = (uy, )nen telles que ||u||, = ( > |un|p> " < 4o0. Lespace
n=0

des suites bornées est noté .

1. Soit @ € R Indiquer & quel espace ¢ appartient la suite (u,)neny avec ug = 0 et
U, =n~ % pour n > 1.
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2. Montrer que si 1 < ¢ < p < 400 alors ¢4 C (7.

3. (P est-il un espace de Banach pour |.||,?

Exercice 3. Inégalité de Holder sur un espace probabilisé

Soit (E,T,m) un espace mesuré tel que m(E) = 1 et f et g deux fonctions de
L (E,T,m), positives telles que pour presque tout x on a f(z)g(z) > 1.
Montrer que [ fdm [ gdm > 1.

Exercice 4.
On note LP(R) Pespace L (R, B(R), \) pour 1 < p < 4+o00. Soit f € LP(R).
1. Montrer que l'on peut définir pour tout x > 0 F(z) = [y f(t)d\. Justifier que
F(z) = O(zP~Y/P) au voisinage de +o0
2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe a > 0 tel que (f;roo |f(t )|pdt)%
3. En déduire que F(x) = o(xP~1)/P) au voisinage de +oo.

Exercice 5.
Dans ce qui suit on note £2(.J) pour £3(J,B(J),\) avec J intervalle de R.

1. Soit f € £2([0,1]) et soit pour z € [0,1] F(z) = [y fd\. Montrer que hm F\}”ﬁ) = 0.
2. Soit g € L%([0, +00]) et soit pour = € [0, +oo[ G(z) = [; gd\. Montrer & laide de

'inégalité de Cauchy-Schwarz sur un intervalle [a, ] bien choisi que hm % = 0.

Exercice 6. Inégalité de Holder généralisée

Soit (E,t,m) un espace mesuré.

1. Soient (p,q,7) € [1,+00] tels que  + o = .
Soient f € LP(E,T,m) et g € LYE,T,m) alors fg € L"(E,T,m) et

1 glle < 1A 1Ipllgllq

2. En déduire que si g est une fonction mesurable de E dans R telle que g €
LR(E t,m)NLEL(E, t,m) avec 1 < p < ¢ < oo alors g € Li(E,t,m) pour tout
r € [p.q] et

1 -«
q

a -« 1 «
loll- < llglipllglly™ avee a € [0,1] tel que ==+

3. Soient n nombres py,...p, dans [1,400] tels que 1. Z pl <1

Montrer que pour toute famille de fonctions mesurables fi,-- fn de F dans R
tels que pour tout k € {1,...n} on ait f, € LE(E,t,m) ona fi1 X fo X ... f, €
E&(E,T,m) et ”fl X f2 X anT < ||f1||p1||f2||p2 s an

Pn
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Exercice 7. Suite de ’exercice précédent

Pour p > 1 on note £P(R) pour L (R, B(R), \) et LP(R) pour Li(R, B(R), \).

1. Soit 1 < g < p < +o0. Trouver une fonction f qui est dans £9(R) mais pas dans
LP(R), et une fonction g qui est dans £P(R) mais pas dans LI(R).

2. Soit 1 < ¢ < p < +oo. Montrer que 'espace LP(R) N LY(R) est un espace de
Banach pour la norme |||, = [|-|l, + |||l

3. Soit 7 tel que ¢ < r < p. Montrer que si f, converge vers f dans LP(R)N LY(R)
alors f, converge dans L"(R), autrement dit LP(R) N L4(R) est un sous-espace de
Banach de L"(R).

Exercice 8. Convergence presque partout et convergence en norme

Montrer qu’on peut trouver (f,)meny une suite de LP(R, B(R), \) telle que f, — 0
presque partout et ne converge pas dans LP(R, B(R), A) muni de ||.||,.

Exercice 9.

Soient f,g dans LE(E,t, m) pour +00 > p > 1.

1. Vérifier que h : x — h(z) = max(f(z), g(x)) est dans LE(E,t,m).

2. Soient (fy)nen €t (gn)nen deux suites de L (F, ¢, m) convergeant respectivement
vers f et g pour ||.||,. On pose h,, : © — max(f,(z), g,(x)). Montrer que h,, converge
vers h dans L (E,t,m).

3. Soit (fy)nen une suite de Li (E, t, m) convergeant vers f pour ||.||,. Soit (gn)nen une
suite bornée de L (E, T, m). On suppose que g, — ¢ presque partout. Montrer
que fngn — fg dans LE(E t,m).

Exercice 10. Densité des fonctions bornées a support borné dans L;(Q, B(Q2), \)

Soit 2 un ouvert de R. On note L?(2) l'espace L (€2, B(£2), ).

On cherche & montrer que f € LP(Q) est limite dans LP(2) d’une suite de fonctions
bornées identiquement nulles au voisinage du bord de ) et/ou identiquement nulles hors
d’un borné.

1. Pour tout entier n > 1 on définit la fonction suivante sur R
t sift|<n
Tu(t) = { nﬁ sinon

Montrer que T, (f) — f dans LP(2).

2. Soit (£2,)nen une suite croissante d’ouverts tels que 2 = J 2, et on note x,, =
neN

I, la fonction indicatrice de 'ouvert €2,,. Montrer que x,f — f dans LP(Q).
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3. Montrer que x,7,,(f) — f dans LP(2) et conclure.
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