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Introduction

L’essentiel de la thése concerne I'algorithmique des courbes hyperelliptiques en caractéristique
différente de 2, en particulier, la description des classes d’isomorphismes de ces courbes. Disposer
de ces classes est trés utile pour de nombreuses applications. Par exemple, cela sert a construire
des courbes avec beaucoup de points en utilisant la théorie du corps de classes [Rok12] ou a
élargir I’ensemble des courbes utiles pour des couplages basés sur la cryptographie. Cela est
illustré en genre 2 par [F'S11], [GV12] et [Sat09]. On aimerait aussi réaliser cela pour les courbes
non hyperelliptiques (en genre supérieur a 3 donc). Cela est utilisé par exemple dans [Ber(8|
pour calculer la cohomologie de 'espace de modules et comme on le verra ici dans [LRRS14]
pour I’étude de l'obstruction de Serre pour les quartiques planes lisses.

La stratégie est bien connue : un point de I’espace de modules sur un corps k correspond par
définition & une classe d’isomorphismes sur k& d'une courbe et on a des “coordonnées” naturelles
pour ce point en termes d’invariants des formes binaires. Une fois un représentant sur k obtenu
a partir des invariants (on parlera de reconstruction de la courbe), il suffit alors de parcourir
I'ensemble des classes d’isomorphismes a l'intérieur de la classes d’isomorphismes sur k. Des
représentants de ces classes sont appelés des tordues de la courbe. En pratique, la mise en ceuvre
de cette méthode est loin d’étre évidente et nous proposons divers algorithmes pour attaquer ces
problémes sur les courbes hyperelliptiques. La question des tordues sera abordée dans la partie
I et la question des invariants dans la partie III.

La partie II quant & elle, concerne le premier exemple de courbes non hyperelliptiques : les
quartiques planes lisses. L’absence d’une bonne théorie des invariants dans ce cas améne & une
stratégie toute différente pour appréhender les classes d’isomorphismes. On donne ainsi de nou-
velles familles “en bijection” avec les points rationnels de la plupart des strates de I'espace de
modules sous l'action des groupes d’automorphismes (cf [LRRS14|, Annexe C ou la section 3.3).
Ces résultats étaient motivés par leur application & ’étude statistique de I'obstruction de Serre
pour laquelle un modéle heuristique accompagne les résultats expérimentaux obtenus (cf Annexe

D).

A présent, on présente les différentes parties.

Premiére partie

Ces travaux concernent I’étude des tordues. Ces objets sont étudiés théoriquement au moins
depuis Weil (|[Wei56]) et nous souhaitons les développer de maniére algorithmique sur les corps
finis. Nous rappelons dans un premier temps comment on peut expliciter la correspondance
entre les tordues et un certain groupe de cohomologie galoisienne en se ramenant & 1’étude des
classes d’équivalence du groupe des automorphismes sous une conjugaison tordue par l’action du
Frobenius [MT10]. Lorsque le groupe des automorphismes est de plus linéaire (c.-a-d. un sous
groupe de PGL) et connu explicitement, nous développons alors un programme pour automatiser
le calcul (cf. section 1.3.2 et annexe B.1.1). Nous étudions la complexité de notre algorithme (cf.
paragraphe 1.3.3) et montrons que les bornes sont atteintes dans certains cas extrémes. Dans un
second temps, nous regardons deux exemples particuliers de courbes.

Pour les courbes hyperelliptiques, de nombreux cas particuliers ont été explicités, notam-
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2 INTRODUCTION

ment dans [CNO7], [CNPO05] et [CQOT7]. Cependant, aucun algorithme systématique n’était, a
notre connaissance, disponible et implémenté pour le cas des courbes hyperelliptiques en genre
quelconque. En utilisant les programmes de [LRS12| que 'on améliore ici légérement dans cer-
tains cas (cf. paragraphe 2.1.5), nous pouvons alors donner le premier algorithme complet en
Magma qui calcule pour une courbe hyperelliptique sur un corps fini I’ensemble de ses tordues (cf.
annexe B.1.2). Les courbes hyperelliptiques ne rentrent pas directement dans I’ensemble des va-
riétés pour lesquelles la stratégie initiale a été expliquée. Néanmoins une opération de dévissage
permet de se ramener au groupe des automorphismes réduits qui est lui linéaire (cf paragraphe
2.1.2). Il reste alors a prendre en compte un phénomeéne dit d’auto-dualité qui peut conduire une
courbe et sa tordue quadratique & étre isomorphes (JCNOT]).

Le second exemple est celui des courbes de genre 3 non hyperelliptiques qui a servi dans
les calculs de I'article donné dans I’annexe C. Nous ne détaillons pas I’ensemble des cas !
présentons des cas typiques selon 'ordre du groupe des automorphismes de la courbe.

mais

Deuxiéme partie

Cette partie reprend essentiellement les résultats de [LRRS14] (cf. annexe C). Une des no-
tions centrales en géométrie arithmétique est la notion d’espace de modules de courbes d’un
genre donné g. Ce sont des variétés algébriques telles que les points géométriques classifient les
courbes & isomorphisme géométrique prés (cf paragraphe 3.1.2). La difficulté principale du traite-
ment des espaces de modules (sans structure additionnelle) est I’absence de familles universelles
qui permettrait de représenter naturellement les éléments de ces espaces. Sur les corps finis,
I’existence d’une famille universelle optimiserait des algorithmes permettant d’écrire les classes
d’isomorphismes de courbes. Dans l'article [LRRS14], on considére le cas des courbes de genre 3
non hyperelliptiques. L’énumération de leur classe sur les corps finis permet en effet de visualiser
un phénomene arithmétique qui n’apparait pas en genre inférieur, appelé obstruction de Serre, et
de I’étudier statistiquement. On se référera & I'introduction des articles en annexes C et D pour
des références et les conclusions & ce propos et nous focaliserons ici sur les aspects constructifs de
I’énumération de ces courbes. En 'absence de méthode de reconstruction de la courbe a partir
de ses invariants, on introduit trois substituts & la notion de familles universelles, le meilleur
candidat pour pallier & la notion de familles universelles étant celui de famille représentative,
introduit en section 3.2. Il s’agit d’une famille de courbes telles que leurs classes soient en bijec-
tion naturelle avec les points d’une sous-variété S donnée de l'espace de modules. Ces familles
présentent I'intérét de pouvoir étre construites explicitement dans beaucoup de cas lorsque S est
une strate de courbes avec un groupe d’automorphismes donné (cf paragraphe 3.1.3). Dans les
cas des quartiques planes lisses, ces familles peuvent étre construites pour quasiment tous les
groupes d’automorphismes (cf paragraphe 3.3.2). En effet, seuls le groupe trivial et le groupe a
deux éléments dérogent a cette régle. Un des points importants de cette partie est le détail de la
preuve de la construction des familles représentatives de [LRRS14] qui n’est donnée qu’en partie
dans larticle pour des raisons de place. On en profite pour corriger quelques typos de 'article
au passage.

Notons qu’un travail similaire pourrait étre intéressant & entreprendre dans le cas des courbes
hyperelliptiques, ot on peut espérer un résultat en tout genre.

Troisiéme partie

Cette partie se décompose en deux temps.

1. qu’on peut trouver dans les programmes disponibles sur https://perso.univ-rennesl.fr/christophe.
ritzenthaler/programme/qdbstats-v3_0.tgz


https://perso.univ-rennes1.fr/christophe.ritzenthaler/programme/qdbstats-v3_0.tgz
https://perso.univ-rennes1.fr/christophe.ritzenthaler/programme/qdbstats-v3_0.tgz

3

On s’intéresse tout d’abord dans le chapitre 5 au calcul des covariants de formes binaires en
petite caractéristique dans une optique similaire & [Bas15| et en liaison avec I'espace de modules
des courbes hyperelliptiques. Si, en caractéristique 0 ou en grande caractéristique, il s’agit d’un
probléme classique (mais encore redoutable en pratique dés que le degré de la forme est supérieur
a 10), en petite caractéristique, les approches classiques basées sur les transvections (qui sont
des opérateurs différentiels) s’effondrent. Dans cette optique, on a voulu tester l'efficacité d’une
méthode alternative en s’inspirant de [Gey74| et [Stu08]. L’idée est de considérer 'algébre des
covariants de n-points de P! sur l'action de GLg(k) (cf. définition 25 (p. 59)). Le principal
avantage de cette algébre est qu’elle admet un systéme de générateurs de covariants explicite
et indépendant de la caractéristique. Les covariants pour les formes binaires sont alors obtenus
comme la sous-algébre symétrisée par S,,. Bien que séduisante en théorie, notre implémentation
actuelle est extrémement limitée car 'action du groupe S,, dans le cas modulaire (c.a-d. lorsque
la caractéristique divise I'ordre du groupe) sur les covariants de n points n’aboutit pas avec les
algorithmes génériques de Magma dés que n = 6 (cf. section 5.2.6). Toutefois, cette méthode a
permis de déterminer un ensemble séparant (une condition un peu plus faible qu’étre un systéme
générateur, voir la définition 27 (p. 61)) dans le cas des quartiques binaires en caractéristique
3. Chemin faisant, on s’est rendu compte que certains des invariants/covariants apparaissant en
petite caractéristique pouvaient étre dérivés de covariants classiques par une nouvelle opération
différentielle simple (cf. paragraphe 5.3.2.1) sous certaines conditions que nous explicitons. Pour
les octiques, on obtient ainsi le nouvel invariant de degré 1 trouvé par [Basl5| ainsi que des
nouveaux covariants en degré 4 et 6 (cf. paragraphe 5.2.3). Cette opération, bien qu’elle enrichit
I’algébre des covariants obtenus par réduction de ceux en caractérisque nulle, n’est cependant
pas suffisante pour obtenir tous les covariants comme en le montrera sur un exemple en degré 4.
La question de la génération en pratique en petite caractéristique reste donc grande ouverte.

Dans un second temps, en liaison avec I’énumération des courbes & isomorphisme prés, on
s’intéresse au probléme de la reconstruction d’une courbe d’invariants donnés. En caractéristique
0, la méthode de Mestre [Mes91] permet d’effectuer ce calcul dans le cas générique. En genre 2,
[CQO5] a montré comment réaliser ce calcul dans de nombreux autres cas, a 1’exception notable
de la caractéristique 3 et 5. Reprenant les résultats précédents, Lercier et Ritzenthaler ont alors
réalisé une implémentation? en complétant de maniére ad hoc les cas résiduels. Cependant, le
détail des calculs n’a jamais été publié. On présente ici la premiére démonstration compléte de
la validité des algorithmes et nous effectuons notre propre implémentation en Sage (cf. annexe
A.3). Cela nous a permis au passage d’améliorer certaines procédures.

Notations

Soit p un nombre premier ou p = 0. On désigne par k un corps commutatif de caractéristique
p et k sa cloture algébrique. Lorsque k est un corps fini de cardinal ¢ on le note F, Lorsque 'on
parle d’une courbe, on suppose toujours qu’elle est algébrique, projective, absolument irréductible
et lisse. Pour un entier g, on désigne par C une courbe de genre g. Le cardinal d’un ensemble X
sera noté | X|. On donne quelques groupes qui apparaissent tout au long du manuscrit :

— C,, le groupe cyclique d’ordre n,

— Dag,, le groupe diédral d’ordre 2n,

— A, le groupe alterné d’ordre n!/2,

— S, le groupe symétrique d’ordre n!.

Pour d’autres symboles, propres a ce document, on pourra se reporter a la liste des notation,
qui se trouve & la page 190. Enfin, au sein de chaque section d’un chapitre, les définitions,
théorémes, propositions, etc... adoptent une numérotation linéaire, par exemple, le nombre
pour la définition X indique qu’il s’agit de la X iéme définition du manuscrit. Pour les lecteurs

2. disponible dans Magma depuis la version 2.13 et aussi sur https://perso.univ-rennesi.fr/christophe.
ritzenthaler/programme/g2twists-vl.tgz


https://perso.univ-rennes1.fr/christophe.ritzenthaler/programme/g2twists-v1.tgz
https://perso.univ-rennes1.fr/christophe.ritzenthaler/programme/g2twists-v1.tgz
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qui accédent a ce document sous forme électronique, les références croisées (de cette couleur) et
les références bibliographiques (de cette couleur) sont des liens hypertextes.



Premiére partie

Des Algorithmes sur les tordues






Chapitre 1

Tordues des Variétés quasi-projectives

Dans ce chapitre, V' désigne une variété algébrique lisse quasi-projective absolument irréduc-
tible définie sur le corps k que I'on suppose parfait. Pour simplifier, on utilisera juste I’expression
variété algébrique, ou encore variété, définie sur le corps k. On notera Aut(V) le groupe des k-
automorphismes de V' dans lui-méme et Auty (V') le sous-groupe de Aut(V') des automorphismes
définis sur k. Comme k est parfait, on pourra utiliser son groupe de Galois absolu que ’on notera

1.1 Le cas général

Cette section présente les notions et principaux résultats concernant les tordues de variété
algébrique sur le corps k. Les démonstrations des résultats cités sans preuve se trouvent dans
[Si109] ,[Ser94] et [MT10]|. On va d’abord rappeler la définition d’une tordue de V' et expliquer
comment ramener 1’étude des tordues de V', & isomorphisme sur k prés, & ’étude d’un ensemble
de cohomologie. On illustrera notre propos a travers l’exemple de la quartique de Dyck-Fermat.

1.1.1 Définition des objets

Définition 1. Une tordue de V est une variété algébrique V' définie sur k qui est isomorphe a V.
sur k. Lorsqu’un isomorphisme V sur V' est défini sur k, on dit que V' est une tordue triviale de
V. On identifie généralement deux tordues si elles sont isomorphes sur k. L’ensemble des tordues
de V', a k-isomorphismes prés est noté Twist(V).

On illustre cette premiére définition par 'exemple suivant. Il va nous servir de fil rouge tout
au long de ce paragraphe.

Exemple 1. On considére la quartigue D de Dyck-Fermat donnée par l’équation
Xt+vt+zt=o.
Sur k = i3, cette courbe posséde 32 points rationnels. La quartique plane D’ d’équation
X 44yt - XY 4724 =0
a 8 points rationnels ; ces deux courbes ne sont donc pas isomorphes sur Fi3. Cependant, sur le
corps F13(1/2), I"application
0: (X:Y:Z2) = (X+V2Y : X —V2Y : 2)
définit un isomorphisme de D sur D’. Ainsi, D’ est une tordue non triviale de D.

Définition 2. Soient o € Graulg/,C et ¢ € Aut(V), on définit ¢° comme un élément de Aut(V)
obtenu en remplacant les coefficients ¢ de ¢ par o(c). On nomme cet automorphisme l’élévation
de ¢ a la puissance o.
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Si V' est une tordue de V alors il existe un isomorphisme ¢ : V' — V' définie sur k. Pour
mesurer ’écart de ¢ a étre définie sur k, on peut considérer ’application

¢:Galp ) — Aut(V) (1.1.1)
o = (

ol pour tout o € Galg ; , ¢ = (¥7) 1.

On se rend alors compte que ¢ est définie sur k si et seulement si (, est égal a I'identité pour
tout . De plus, pour tout o, 7 dans GalE/k,

Cor = () Mo = (@) (W) o = (0 7) (00 M)

On a donc la propriété suivante :

VYo, T € Galg/k Cor = (C5)TCr- (1.1.2)
Ceci nous ameéne a la définition :
Définition 3. Un cocycle de GalE/k & valeur dans Aut(V') est une application

¢:Galg ) — Aut(V)

qui vérifie la relation (1.1.2). Le cocycle trivial est Uapplication (° : Galg ;. — Aut(V') telle que
Yo € GalE/k Cg = IdAut(V)~
Exemple 2. On reprend notre exemple fil rouge de la quartique de Dyck-Fermat.

On considére un autre isomorphisme de D sur D’ donné par £ = o P ou P est la permutation
des deux derniéres variables. On note ¢ (respectivement §) le cocycle associé a ¢ (respectivement
€). Soit ¢, le morphisme de Frobenius sur Fy3, ¢ € GalE;;/]Fw' On a:

((X:Y:Z2)=(X:-Y:Z)et
0(X:Y:2)=(X:Y:-2).
Grace a ces deux égalités, il apparait que ¢ et § sont deux cocycles différents pour une méme

tordue.

L’exemple précédent illustre le fait que prendre seulement des cocycles ne permet pas de
classer les tordues de V. Il y a plus de cocycles que de tordues. On introduit une relation
d’équivalence sur les cocycles. Celle-ci permet de regrouper les cocycles correspondant & une
méme tordue. La relation est la suivante :

Définition 4. Deux cocycles ¢ et § sont dits cohomologues (ou équivalents) s’il existe un élément
a € Aut(V) tel que pour tout o € Galy

a’(, = o,
Exemple 3. On reprend les notations de l'exemple précédent. Puisqu’on a
(X :Y:Z)=(X:V2Y:—V22)=6a(X:Y :2),
un « qui conviendrait est
a: (X:Y:2Z)— (X :V2Y :V22).

Grace a la proposition 1 (p. 10), on expliquera pourquoi ’élévation a la puissance ¢ est suffi-
sante dans ce cas 1a pour conclure que ( et § sont cohomologues.

Définition 5. L’ensemble des classes d’équivalence de cocycles par cette relation est appelé ’en-
semble des classes de cohomologie de Aut(V'). On le note Hl(GaIE/k, Aut(V)).
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1.1.2 Lien entre classes de cohomologie et tordues

Le théoréme suivant ([Sil09, p. 285] et [Ser94, Chap III par 1.3 prop 5|) va permettre de
ramener le calcul des tordues de V' définies sur k & un calcul de classes de cohomologie.

Théoréme 1. Pour chaque tordue V' de V, on choisit un isomorphisme ¢ : V. — V' et on définit
une application ¢ comme dans (1.1.1).

1. ¢ est un cocycle.

2. La classe de cohomologie {C} est déterminée par la classe de k-isomorphismes de V’
indépendamment du choiz de ¢. Ainsi, on obtient une application naturelle

Twist(V) — H'(Gal ., Aut(V)).

8. L’application définie en 2. est une bijection d’ensembles. En d’autres termes, les tordues
de V(a4 k-isomorphismes prés) correspondent aux éléments de l’ensemble cohomologique

Hl(GaIE/k,Aut(V)).

Exemple 4. Dans le cas de la quartique de Dick-Fermat D définie sur Fi3, il y a 10 classes de
cohomologie associées a 10 tordues. L’élément ¢ (ou &) est bien sir un représentant de la classe
de cohomologie associée a la tordue D'. On a aussi la classe de cohomologie de ¢y définie par

VO' - Gaqu/IFq Clo’ = (@T)_lwl,
oty : (X :Y :Z) — (V2X, V7Y, V7Z).

Le théoréme 1 (p. 9) établit une correspondance entre les tordues de la variété V et les
classes de cohomologie de Aut(V'). A présent, on va s’intéresser au cas particulier des corps finis
et montrer que I'on peut encore réduire ’étude des tordues a un ensemble plus simple.

1.2 Sur les corps finis

A partir de maintenant, et jusqu’a la fin de cette partie, on considére que k = F,. Dans ce cas,
Gaqu /¥, est un groupe pro-cyclique topologiquement engendré par le morphisme de Frobenius
¢:x — x4,

1.2.1 Réduction de H'(Galg, Aut(V)) lorsque & est fini

On va montrer que lorsque tous les éléments de Aut(V) ont un ordre fini, H* (Gaqu Ty Aut(V))
est isomorphe & I’ensemble des classes de conjugaison par Frobenius de Aut(V'). On va donc pou-
voir exprimer les tordues de la variété V en terme de classes de conjugaison par Frobenius. On
commence par rappeler une définition.

Définition 6. On dit que deux éléments g et h de Aut(V') sont conjugués par Frobenius s’il
eziste o € Aut(V) tel que g = a*ha~!.

Exemple 5. En reprenant les notations de ’exemple 3 (p. 8), on voit que g = (¢ et h = d. sont
deux automorphismes de D conjugués par Frobenius.

La conjugaison par Frobenius définit une relation d’équivalence. On appelle classe de conju-
gaison par Frobenius les classes d’équivalence de cette relation. On note cet ensemble Fr(Aut(V)).
Si g € Aut(V), on note {g}m la classe de conjugaison par Frobenius de g.

Le résultat suivant ([MT10, p. 352|, [vdGvdV92, p. 80]) nous sera trés utile dans le calcul des
tordues de V' sur F,. En effet, au lieu de considérer I'action de tout le groupe de Galois, on
prendra uniquement en compte ’action du morphisme de Frobenius.
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Proposition 1. Lorsque tous les éléments de Aut(V') ont un ordre fini, 'application
Hl(Gaqu/Fq, Aut(V)) — Fr(Aut(V))

donnée par

fiAdh = G

est une bijection d’ensemble. Ainsi,

Twist(V) = Fr(Aut(V)).

Corollaire 1. Pour tout o € Aut(V), il existe une tordue V, (triviale ou non) et un isomor-
phisme de @, de V' sur Vy, qui vérifie

Démonstration. Soit v € Aut(V). D’aprés la proposition 1 (p. 10), il existe un cocycle ¢ €
Hl(Gaqu/]Fq, Aut(V)) tel que
(c=a.

De plus, d’aprés le théoréme 1 (p. 9), il existe une tordue V' de V' et un isomorphisme ¢ telle
que
() Te=¢=a

Ce résultat motive la définition suivante.

Définition 7. Soit « € Aut(V), on appelle V,, la tordue de V' associée a l’automorphisme «. On
note aussi @, l'isomorphismes de V sur V,.

Démonstration de la proposition 1. Nous décomposons la preuve en deux temps.

Injectivité. Soient ¢ et § deux cocycles tels que f({C}) = f({d}) c’est & dire il existe
a € Aut(V) satisfaisant dca = a°(.. Il s’agit de montrer que ¢ et ¢ sont dans la méme classe de
cohomologie. Soit n € Galﬁq /F," Puisque Galﬁq /F, est pro-cyclique, 3m € Z tel que n = ¢™. On
a donc
a1Gy = o Gom-

Comme (.m est un cocycle, on a
m m—1 m—1
G =0 (&) Cem-1=(aC)* Cem-1.

Puisque par hypothése a*(. = d.a, on obtient
m—1 m—1
Gy = (6)° a®  (om-1.
Ainsi, par récurrence immédiate, on en déduit

O/Ign = (5c)g

Puisque d.m est un cocycle, il vérifie 'égalité suivante

m—1

CANE

D’ou
a'l¢y = dema = 0y
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Les deux cocycles ¢ et § sont donc dans la méme classe de cohomologie. L’injectivité de f est
ainsi démontrée.

Surjectivité. Soit a € Aut(V), on cherche & montrer qu’il existe un cocycle ¢ tel que

fH{¢}h) = {a}pr L automorphlsme a étant défini sur k, 3m € Z tel que " = a. On pose
8= aasas ... . Puisque 5 € Aut(V), il a un ordre fini. Soit n 'ordre de et n = ¢™, alors
b7 =0 et

actas . o =8B BT T = B = id

Ainsi, 'application qui & ¢ associe « et ¢ associe id se prolonge de maniére unique en un

cocycle continu ( : GalE/k — Aut (V') qui vérifie (¢ = a. Ceci montre la surjectivité de f. OJ

Remarque 1. L’argument de la surjectivité repose sur le fait que tous les éléments de Aut(V)
ont un ordre fini. Par contre, supposer que Aut(V') est fini est plus restrictif. Par exemple si
V = P9 sur Fy alors Aut(V') est un groupe infini mais chaque élément est bien sir d’ordre fini
(puisque défini sur un corps fini).

1.2.2 Quelques résultats sur le nombre de tordues
1.2.2.1 Un borne supérieure sur le nombre de tordues

Grace a la proposition 1 (p. 10), il apparait que le nombre de tordues est majoré par le
nombre d’automorphismes de la variété. L’article [MT10, p. 352] donne le résultat suivant.

Proposition 2. Supposons Aut(V') fini. Le nombre de tordue est plus petit que le nombre de
classe de conjugaison de Aut(V).

Démonstration. Dans I'article de [MT10], la preuve est faite pour des courbes. Cependant, ’ar-
gument se sert uniquement de la finitude du groupe des automorphismes. On peut donc le
généraliser au cas des variétés algébriques qui ont un groupe d’automorphisme fini. O

Cette borne est méme optimale. En effet, si Aut(V') est défini sur Fy, les classes de conjugaison
sont les classes de Frobenius.

1.2.2.2 Conditions pour qu’il n’y ait pas de tordue

Les résultats suivants se trouvent dans [vdGvdV92, p. 81]. On note toujours V' une tordue de
V et ¢ l'isomorphisme qui envoie V sur V’. On note 9 I'application qui & un élément o € Aut(V)
associe ¥(«v) deéfini par

Pa) : Aut(V) — Aut(V)
€ —se Taes.

D’apres la proposition 1 (p. 10), le nombre d’orbite de ¥ est égal au nombre de tordue. De plus,
Pensemble des éléments e tels que 9((¢°) 1 )(€) = (¢°) !¢ est en bijection avec Auty, (V).
Ainsi, en comptant le nombre d’élément par orbite de ¥, on obtient :

Aw(v) = Y 420V

N T
Tordues V' ’ AUth (V )|

Soit encore :

1
1= —_——.
2 | Autg, (V)]

Tordues V'

Ceci nous améne au résultat suivant :

Proposition 3. Si Autg, (V) est trivial, il n’y a pas de tordue non triviale.
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Aprés avoir étudié quelques résultats généraux sur le nombre de tordues, on s’intéresse au
calcul de ces derniéres lorsque Aut(V') est particulier. Puisqu’on sait qu’a chaque classe de conju-
gaison par Frobenius correspond une tordue, on regarde comment retrouver effectivement les
tordues de la variété V' a partir de Fr(Aut(V)). On sait qu’une tordue V' de V est entiérement
déterminée par I'isomorphisme ¢ : V — V. Le probléme est de retrouver ¢ a partir de sa classe
de conjugaison par Frobenius. Dans la partie suivante, on détaillera comment faire si le groupe
d’automorphisme de la variété V est linéaire, c’est & dire s’il est isomorphe a un sous-groupe de
PGL,(F,) pour un certain entier naturel g.

1.3 Méthode de calcul des tordues quand Aut(V') est linéaire

Dans certain cas, le groupe d’automorphismes de V est linéaire. Puisque la variété V est
définie sur un corps fini [, tous les éléments de Aut(V') sont d’ordre fini. En effet, un élément
de Aut(V) est défini sur une extension finie Fyn. On peut le considérer comme un élément de
PGLy(Fg») pour un certain entier g. Par suite, cet élément est d’ordre fini et ceci nous permet
d’utiliser les résultats de la proposition 1 (p. 10). Pour le plongement canonique des courbes
lisses projectives non hyperelliptiques, le groupe d’automorphismes est linéaire et si le genre est
supérieur a 2, c’est un groupe fini. C’est également le cas pour la plupart des hypersurfaces lisses
projectives. Plus précisément si V' est une hypersurface de P9 de degré d alors si g > 2, d > 3 et
(g,d) est différent de (2,3) et (3,4) alors le groupe des automorphismes est fini et linéaire. On
se référera a [Cha78] pour g = 2 (voir aussi [HKTO08, th. 11.29 p. 469]|) et a [MM64, Th.2| pour
g=3.

Dans cette partie, on détaillera une méthode pour calculer les tordues dans le cas ot le groupe
d’automorphismes de la variété est linéaire et fini. Soit g un entier naturel non nul, on suppose
que Aut(V) est isomorphe & un sous-groupe de PGLy(F,).

1.3.1 Calcul des tordues de V

Dans cette partie, on utilise le théoréme de Hilbert 90 pour trouver les tordues de V. Soit
{a}m € Fr(Aut(V)). On note encore a un élément de {a}m. Soit M la matrice g x g avec
au moins un coefficient égal a 1 qui représente o dans une certaine base. On note Fy» le corps
minimal de définition de M. On cherche une matrice A € PGLy(IF,) représentant I’isomorphisme
©o de V sur V,. D’apres le corollaire 1 (p. 10), A doit vérifier A*M = A. Pour cela, on prend
m € Z et A € Fy tels que :

M MM = Nid,
De tels éléments existent grace & la proposition suivante :

Proposition 4. Il existe un couple (m,\) € NxTF, tel que :

m—1

M ..MM = Xid, et n | m. (1.3.1)

De plus :
— si e est l’exposant de Aut(V') alorsm|n-e;
— sim est minimal pour la propriété (1.3.1) alors on a encore A € Fy et n|m.

n—1

Démonstration. On pose B = M*" ... M*M. Comme B € PGLy(F,), il existe un entier N tel
que BN = id dans PGLy(F,). Ainsi, il existe Ay € Fy tel que :

BN = \id.

De plus, les matrices M et donc B sont définies sur Fy» ; d’oul B<" = B. Par suite, on peut
réécrire BY de la facon suivante :

1)n 1 2

AR V Cu Ve

1)n+1 n+1 n n—1
Ms Ms ...M°M.

BN — gV gt = s s
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On pose m; = N - n. On montre que \; € F,. En effet, on éléve a la puissance Frobenius et on
multiplie a droite par M, I’égalité :

mq—1

M o MM = Ajid.

On obtient alors :
M\ = A\ M.
Puisque n | my, on a M<" = M ; d’oit A] = A;.
Ainsi, m; et A\; conviennent.

1. Si Aut(V) est d’exposant fini, on remplace N par e dans le raisonnement précédent et on
en déduit le résultat.

2. On prend un couple (m, ) € N x Fy, vérifiant 1.3.1, tel que m soit minimal. On reprend
les notations du début de la preuve. On a par division euclidiéne de Nn par m :

Nn =km+r avecr < m.

Ainsi,
Aid =M M T M = AT M T M = AT M T MM
C’est a dire :

M MSM. = Mid.

Ceci contredit la minimalité de m. On doit avoir » = 0. Ainsi, m | Nn.
De méme que précédemment, on a :
M\ =) M.
Comme M contient un coefficient égal & 1, on a A = X. Ainsi, M" = M et par suite,
n|m.

O

Remarque 2. On verra dans le paragraphe 2.2.1 qu’on peut prendre A = 1 dans certains cas.

On choisit z € Fgm de norme A sur ;. Un tel x est donné par une racine d'un polynéme
irréductible unitaire de degré m sur F, de coefficient constant (—1)™\. On remplace M par %M .
A priori, ce nouveau M est défini sur F ppem(n.m) . Mais d’aprés la proposition 4 (p. 12), n|m ainsi,
M est défini sur Fym. On pose :

m—1 ) )
A=P+ > P MMM,
i=1
ot P est une matrice aléatoire de GLy(Fgm) telle que A est inversible. Le résultat suivant est
une version effective de Hilbert 90 dans le cas de PGL,,(F,)

Proposition 5. AM = A. C’est a dire, A est un cobord pour M.
Démonstration. On a :

m—1
AM=PM+> P MS M MEM.
=1

En réorganisant les termes, on obtient :

m—1
ASM =P M MM+ Y P M L MM,
i=1
D’une part, P est un élément de GL,(Fym), ainsi P<" = P. D’autre part, M MSM = id,
d’ou le résultat. O

Remarque 3. On note que la probabilité que A soit inversible est plus grande que 1/4 (voir
[GHI7] proposition 1.3).



14 CHAPITRE 1. TORDUES DES VARIETES QUASI-PROJECTIVES
1.3.2 L’algorithme

Calcul des tordues

Entrée :

C : la courbe définie sur le corps F;

G : le groupe d’automorphismes de la courbe C';
Sortie : la liste 7" des tordues de C' sur F,.

Description :

T = la future liste des tordues de C';

Coh = les classes de cohomologie de G ;
pour M dans Coh faire

A = le cobord correspondant a M ;

f = le polynoéme de la todue associée a A;
ajouter a la liste T' la courbe d’équation f;
fin pour.

Calcul des classes de cohomologie

Entrée :

Fy : le corps de base de la courbe C';

G : le groupe d’automorphismes de la courbe C';

Sortie : la liste Coh des classes de cohomologie de G sur F,.

Description :

Coh = la future liste des classes de cohomologie ;

L = une copie de G;

tant que L n’est pas vide faire

ajoute a Coh le premier élément de L ;

n = la taille de C'oh;

supprime le premier élément de L ;

pour M dans G faire

supprime de L I'élément M<Coh[n]M~1; (Coh[n] est le dernier élément de la liste C'oh)
fin pour;

fin tant que.

-
@
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calcul du cobord avec la méthode de Hilbert 90

Entrée :

M : une matrice définie sur GLg(Fgn) ;
Fy : un corps fini;

Sortie : la matrice A du cobord.

Description :

m = le plus petit entier tel que Mo MSM soit scalaire ;
répéte

P = une matrice aléatoire de GLgy(Fgm);

A=P;

pour i dans {1,---m — 1} faire

P=PM;

A=A+ P,

fin pour;

jusqu’a ce que A soit inversible.

© % NPT w

1.3.3 Estimations de complexité de ’algorithme lorsque Aut(V) est fini

Soit V' plongée dans IP’g_l(]Fq) avec un groupe d’automorphisme linéaire d’ordre fini N. On
va estimer la complexité de notre algorithme en fonction des variables suivantes
My(Fga) : la complexité bilinéaire de la multiplication de deux matrices de taille g dans le corps Fga
sur le corps I,
Invg(Fge) :  la complexité bilinéaire d’une inversion de matrice de taille g dans le corps Fga sur le corps Fy
Frg(Fga) :  la complexité bilinéaire de ’élévation a la puissance Frobenius d’une matrice de taille g
dans le corps Fya sur le corps Fy,.

Soit a;; € Aut(V'), on note n; le degré minimal de 'extension sur laquelle «; est définie et n
est le ppcm des n;. On a :

N =|Aut(V)| =) H{ai}rl,

ol la somme est sur 'ensemble des classes de conjugaison par Frobenius. Comme ’ensemble des
classes de conjugaison par Frobenius est isomorphe & I’ensemble des tordues, on peut considérer
que cette somme s’effectue sur I’ensemble des tordues de V.

Puisque I"automorphisme «; est défini sur Fyni, les n; éléments oy, a5, ..., of

ny
1
i—1

3
%

! de {a;}Fr sont
distincts (dans la définition 6 (p. 9), il suffit de prendre g = agz, h=a« et a = aghl pour

i € N). Ainsi, [{ai}rr| > n;. On a donc :

:E:: n; < N.

tordues
Lemme 1. Sim; est le plus petit entier tel que az"fmi_l ceagay = ddpy vy alors mp <N

Démonstration. Soit j € N, on considére af»j ...o5oy € Aut(V). Puisque Aut(V) est un groupe
fini de cardinal N, il existe [ € N tel que Il < N et

N l

S oo ofar=a oo
oo = g o; Q.

Q;

Ainsi,
N +1
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-1

On applique ¢~ a cette égalité et on obtient :

N—-I—-1

S oS —
Q; a;op = 1.

Puisque m; est minimal pour cette propriété, on obtient le résultat voulu. O

1.3.3.1 Complexité du calcul des classes de cohomologie

Pour chaque classe de cohomologie de Aut(V') calculée, on parcourt Aut(V'). Dans ce parcours,
on calcule l'inverse d’une matrice de taille g, on éléve a la puissance Frobenius une matrice de
taille g définie sur Fy» et on fait le produit de trois matrices de taille g définie sur Fy» (on rappelle
que n est le ppcm des n;). On a donc la complexité suivante :

Coon=0( S N{2My(Fgn) + Fry(Fgn) + Invy(Fyn)} )

Tordues

1.3.3.2 Complexité de I'implémentation de Hilbert 90

Soit a; € {a}wy, on calcule m; fois dans Fym; le produit de deux matrices de taille g définies
sur Fym; et on éléve m; fois dans Fym; a la puissance Frobenius une matrice de taille g définie
sur Fgm;. On a donc une complexité de

Crrgo = O (mi{ Fro(Fyme) + My(Fymi) } ).

1.3.3.3 Complexité de I’algorithme dans le cas général

On calcule les classes de cohomologie, puis pour chaque classe on fait un Hilbert 90. La
complexité est donc :
CTordues = O(CCoh + Z C(H90>-

Tordues

1.3.3.4 Complexité de ’algorithme dans certains cas extrémes

1. Cas ou Aut(V) = Auty, (V) est cyclique avec N un nombre premier.

Puisque tous les éléments de Aut(V') sont définis sur Fy, les classes de conjugaison par Frobenius
sont les classes de conjugaison classiques (car ¢|p, = id). De plus, Aut(V) est cyclique. Il y a
donc exactement N classes de conjugaison et, par suite, IV tordues. La complexité du calcul des
classes de cohomologie peut donc se reécrire :

Ceon = O (N2{2M9(Fq) + Fry(Fy) + Invg(Fq)}).

De plus, comme N est premier, tous les ¢léments non triviaux de Aut(V') sont d’ordre N. Par
suite, le plus petit entier m; tel que a?mi_l caga; = dd gy est Pordre de o € Aut(V)\{id},
a savoir N. L’isomorphisme est donc défini sur F ~. Ainsi, la complexité dans ce cas est :

Clrondues = O (N*{2M,(Fy) + Fry(Fy) + Invg(Fy)} + > N{Fry(Fn) + My(F,v)} )

Tordues
= O (N2{2My(Fy) + Fry(F,) + Invy(Fy) + Fry(Fyn) + My(F,v)}).

Sachant que F'ry(F,~) et My(F ~) assymptotiquement linéaires en N (conséquence de [BCP13,
th.1]), la complexité de I’algorithme en N peut étre effectuée en temps quasi linéaire. La figure 1.1
représente les temps de calculs des tordues en fonction de N. Ce temps est exprimé en secondes.
Les courbes considérés sont de la forme y2 = 2V —1 et ont pour groupe d’automorphismes réduit
isomorphe & Cy (voir la définition 10 (p. 20)).
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FIGURE 1.1 — Temps de calcul de 'algorithme tordue en fonction de N lorsque le groupe d’auto-
morphisme de la courbe G est isomorphe & Cy. Le groupe G est défini sur [F,, avec p un nombre
premier que l'on fait varier entre 5 et 1201. L’entier IV est représenté en abscisse. Le temps est
exprimé en secondes et représenté en ordonnée

400 |-

300 |

200 |

100 -

! ! . PRI 1 I I
10 20 30 40 50 60

2. Cas ou m; = n; pour tout «; € Aut(V).
La complexité de I'algorithme est alors :

Corues = O (Y. { N{2My(Fn) + Fro(Fgn) + Invy (Fgn)} + ni Frg(Fyps) + My(Fyi)} ).

tordues

On exprime cette complexité en IV, n et n;. Puisque F'ry(Fge), Invg(Fga) et My(Fge) sont linéaires
en a, la complexité de ’algorithme en N, n et n; peut se réécrire :

Crordues = O ( > {Nn + nf})

tordues

Puisque Y n? < (3 n;)% et Z n; < N,ona:

tordues

CTordues = O(N Z TL) + O(Nz)

tordues

Bien que trés particulier, un tel cas peut se produire. Par exemple, on prend la quartique plane
lisse C qui a un groupe d’automorphismes de cardinal 6 et qui est définie sur F1; par ’équation
suivante :

Y + X'+ X?Y2+ vt =0.
Les classes de cohomologie sont :

1 0 0

0
oly{fo -1 o3}
1 0 0

S = O

1
{tray 13} = {4 0
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ou (g est une racine primitive sixiéme de I'unité. Puisque C est définie sur Fq1, (5 € Fyj2. De

plus,
1 0 0 1 0 0
M°*M=|0 -1 0 0 -1 0] =14
0 0 ¢/ \0 0 ¢

Ainsi, on obtient m; =nq =1 et mg = no = 2.



Chapitre 2

Exemples sur les courbes

On va s’intéresser aux tordues de deux types de courbes (algébriques projectives absolu-
ment irréductibles et lisses) sur les corps finis : le cas des courbes hyperelliptiques puis celui des
quartiques planes lisses. Dans le cas des courbes hyperelliptiques, nous obtenons le premier algo-
rithme en genre quelconque pour calculer automatiquement les équations des tordues en fonction
de I’équation de la courbe. Le cas des quartiques (courbe de genre 3 non hyperelliptiques) est un
cas que nous avons développé spécifiquement pour étre utilisé dans ’article dans ’appendice C.

2.1 Le cas des courbes hyperelliptiques

Dans cette partie C désigne une courbe de genre g > 1 définie sur le corps k et P! la droite
projective définie sur k. On se place dans le cas ot la caractéristique de k est nulle ou impaire.

Le but de cette partie est de calculer les tordues de C & partir de la connaissance de son
groupe d’automorphismes réduits. Dans ce but, on va montrer comment dévisser le groupe des
automorphismes de C afin de se ramener & des automorphismes de P! puis, on calculera les classes
de cohomologie dans P*. Pour chaque classes d’automorphismes de P!, on a déja étudié comment
calculer le cobord. Il reste donc a chercher comment relever dans le groupe d’automorphismes.
Ceci a été étudié dans [CN07, Partie II| dont nous reprenons les principaux résultats ici. Afin
d’obtenir un algorithme complet, nous y ajoutons un raffinement du travail [LRS12| afin de
calculer le groupe d’automorphismes réduits en fonction de ’équation de la courbe. Ce raffinement
n’est valable que lorsque p ne divise pas le degré de la forme. L’algorithme complet ainsi obtenu a
été implémenté en Magma (cf Annexe B.1.2) et nous donnons quelques tests réalisés pour diverses
tailles de corps, genres et groupe d’automorphismes.

2.1.1 Définitions

Définition 8. La courbe C est dite hyperelliptique s’il existe une courbe Cy définie sur k de genre
0 et un revétement ® : C — Co de degré 2.

Une courbe de genre 0 est toujours isomorphe & une conique plane. Lorsque la conique admet
un point rationnel (par exemple si k est algébriquement clos ou fini) alors elle est isomorphe &
P!. Comme [£(C) : k(Co)] = 2, en posant k(Co) = k(X), on a

(C) = k(X)[Y]/(Y? — f(X)) avec f(X) € k[X].

La courbe C a donc une équation de la forme y? = f(x). Le théoréme de Riemann-Hurwitz
permet alors de montrer qu’on peut prendre f unitaire et deg(f) =2g+2 ou 2g+1. On dit que
y? = f(z) est un modele hyperelliptique (ou une équation hyperelliptique) de C. Peut-on toujours
trouver un modéle hyperelliptique de C défini sur &7 Cette interrogation motive la définition
suivante.

19
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Définition 9. Une courbe hyperelliptique C définie sur k est hyperelliptiquement définie sur k
s’il existe un modéle hyperelliptique de C sur k.

Mestre (|[Mes91] a montré que lorsque g est pair, une courbe hyperelliptique peut toujours
étre hyperelliptiquement définie sur k. En genre impair (voir par exemple [LR12]), il existe ce-
pendant des contre-exemples. Dans la suite nous ne considérons que des courbes sur les corps
finis et nous pourrons donc toujours supposer que notre courbe a un modeéle hyperelliptique.

On note ¢ "'automorphisme de C défini par ¢(x,y) = (z, —y). L’automorphisme ¢ est appelé
inwvolution hyperelliptique de C. Afin de traiter de maniére analogue les cas de degré 2g + 1 et
2g+2, on considére une écriture projective de f comme polyndéme homogéne de degré 2g+2 et on
notera f(x,2) = 22972 f(x/z). On appellera alors racines de f(z,z) les points (z; : 2;) = (x; : 1)
avec T, ..., Teg(f) l€s racines de f dans k lorsque deg f = 2g + 2 auxquelles on ajoutera le point
(2942, 22942 = (1 : 0) lorsque deg f = 2¢g + 1. On notera cet ensemble W. Ce sont les abscisses
des points de Weierstrass de la courbe C.

Définition 10. Le groupe
Aut’(C) := {o/ € Aut(PY)|o/(W) = W}
est appelé le groupe d’automorphismes réduits de C.

Plus généralement, entre deux courbes hyperelliptiques, on parlera de d’isomorphisme réduit
pour désigner ’automorphisme de P! qui envoie les racines projectives de la premiére sur celles
de la seconde. Il apparait facilement que les racines projectives de f détermine ce polynéme &
une constante multiplicative prés.

Proposition 6. Aut’(C) est le sous-groupe de Aut(P') qui préserve f a une constante prés.

Soit o un isomorphisme entre deux courbes hyperelliptiques C et C". D’aprés [Hug05, prop.3.1.1],
I’élément « peut étre considéré comme un couple (M, e) avec M un isomorphisme réduit de C et
e € F,. Plus précisément, a € Aut(C) est donné par

(ax—i—b ey )

a:(zy) — cx +d’ (cx +d)It!

Ainsi, le couple (M, e) est unique modulo 1’équivalence (M, e) ~ (AM, A+le).
Etant donné M et des modéles hyperelliptiques C : 4% = f(z) et C' : y? = g(z), on peut facilement
déterminer e au signe prés (inévitable), en écrivant

2 (ca + d)2072 f(2rth)
g(x)

Ainsi, la connaissance du groupe des automorphismes réduit est suffisante & la connaissance du
groupe des automorphismes de la courbe.

2.1.2 Dévissage des classes de cohomologie

A présent et jusqua la fin de ce chapitre, k = [F,. Dans cette section, on va ramener ’é¢tude
des tordues a I'étude de Fr(Aut/(C)) afin de pouvoir utiliser les résultats de la section 1.3. En
effet, Aut’(C) étant un sous-groupe de Aut(P!), on peut voir ses éléments comme des matrices
2 x 2 définies & une constante prés. Ainsi, on pourra appliquer les résultats des sections 1.2 et
1.3 : a partir d’'une matrice M appartenant a Aut’(C), on détermine une matrice A appartenant
& PGLs(F,) telle que

MA* = A.
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On va voir comment dévisser H 1(Gaqu,Aut(C)). En premier lieu, tout automorphisme « appar-
tenant a Aut(C) s’inscrit dans un diagramme commutatif

C—=C

o o

Pl — P!
a/

pour un certain automorphisme réduit o'. L’application o — o’ est un morphisme de groupes
(dépendant de ®) et on a une suite exacte compatible avec I'action de Galois

1 {1,} Aut(C) —— Aut’'(C) —=1

Il s’ensuit une longue suite exacte de cohomologie de Galois (cf. [CNO7, partie II] et [Ser94,
section 5.4|) :

1 ——{1,1} — Autg, (C) — Authq (C) — Hl(GaIFq/]Fq, {1,¢})

— Hl(Galﬁq/Fq, Aut(C)) — Hl(GaIFq/Fq, Awt/(C)) —1.

Puisque tous les éléments des groupes considérés ont un ordre fini, la proposition 1 (p. 10) permet
d’écrire la suite

1 —{1,:} = Auty,(C) — Autfgq (C) = Fr({1,.}) = Fr(Aut(C)) —=° Fr(Aut'(C)) — 1. (2.1.1)

Cette suite exacte montre qu’on peut calculer F'r(Aut(C)) dés qu’on connait Fr(Aut/(C)) et
Fr({1,:}). L’application
§ : Fr(Aut(C)) — Fr(Aut’(C))

étant surjective, il suffit de calculer Fr(Aut/(C)) et de compter le nombre de pré-image par ¢ de
chacun de ses éléments. On est donc amené a calculer | Fr({1,¢})].

Lemme 2.

[ Fr({1,¢})] = 2

Démonstration. On va montrer que Fr({1,:}) = {{1},{¢}}. Pour cela, il suffit de vérifier que 1
et ¢ ne sont pas dans la méme classe de conjugaison par Frobenius. C’est ce que dit le tableau
suivant :

a’l |
a=1|1 L
a=1 |1t 1

O

D’aprés ce lemme, pour chaque élément o de Fr(Aut/(C)), o a au plus 2 pré-images par
0. A présent, on va s’intéresser a une condition nécessaire et suffisante pour avoir qu'une seule
pré-image.

2.1.3 Autodualité

On rappelle que ¢ est I'involution hyperelliptique (cf section 2.1.1). La tordue C, est appelée
la tordue hyperelliptique.

Remarque 4. Lorsque C est définie par une équation de Weierstrafs y? = f(x), alors C, admet
une équation de la forme y? = tf(z) ot € Fy\(Fy)?. L’isomorphismes C sur C, est alors donnée
par :

pu(,y) — (2, Viy).

Dans les paragraphes suivants on étudie sous quelles conditions C et C, sont isomorphes sur F,.
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2.1.3.1 Définition et critéres d’auto-dualité

Définition 11. On dit que la courbe C est auto-duale si elle est Fy-isomorphe a sa tordue
hyperelliptique.

On énonce un critére d’auto-dualité :
Proposition 7. C est auto-duale si et seulement si |Auty,(C)| = |Aut1'Fq ©)].

Démonstration. Supposons que C soit auto-duale. De fait, C et sa tordue hyperelliptique C,
correspondent & une méme classe de conjugaison par Frobenius dans Fr(Aut(C)). D’aprés (2.1.1),
le morphisme

v Fr({1,t}) — Fr(Aut(C))
a pour noyau Fr({1,:}) de cardinal 2. On note
h: Autg (C) — Fr({1,:}).

Par ailleurs, on a

| Autg, (C)]
Ker(h)| = ——~—~——
N 0]
Ensuite, puisque I'm(h) = Ker(v) et | Ker(y)| = 2, on obtient
Autg (C
| Ker(h)| = |;()|

On note
B : Autp, (C) — Autfgq ().

D’aprés la suite exacte (2.1.1), | Ker(8)| = 2. On a donc

| Autg, (C)]
- —

De plus, I'exactitude de la suite (2.1.1) permet d’écrire :

[Im(p)] = [Ker(h)].

[Im(5)|

Au final,
| Autg, (C)| = |Autfgq(C)].

Réciproquement, on suppose que| Autg, (C)| = |AutﬂFq ()]
On reprend les mémes notations que ci-dessus. Comme la suite (2.1.1) est exacte, on a

Im(B) = Ker(h).

Ce qui entraine que
| Autg, (C)| | Autg, (C)]
2 [Im(h)]
Etant donné que | Auty, (C)| = ]AutﬂFq (C)|, on obtient

\Im(h)| = 2.

Grace au lemme 2 (p. 21),
Im(h) = Fr({1,.}).

Et donc par exactitude de la suite (2.1.1) on a
Ker(y) = Fr({1,0})

Par suite, 1 et ¢ sont dans la méme classe de conjugaison par Frobenius dans Fr(Aut(C)). Grace
a la proposition 1 (p. 10), on a montré que C et C, sont Fy-isomorphes. O
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Remarque 5. Cette proposition ainsi que la suite (2.1.1) entrainent que 6({a}w) n'a qu’une
pré-image par § si et seulement si C est auto-duale.

Pour calculer toutes les tordues de C, il est donc nécessaire de connaitre Autg, (Cor) et
Autg, (Cor) pour tout {a'}r € Fr(Aut'(C)).

2.1.3.2 Calcul de Auty, (Ca) et Autr, (Ca)

Soit {a}r € Fr(Aut(C)). On va calculer Aut]/Fq (Ca) et Autp, (Cqo) de la tordue C, de C en

fonction de Aut/(C) et Aut(C).
Soit ¢, : C' — C, un isomorphisme de C sur C,. On a a = (¢5,) ! ¢,,. Le diagramme ci-dessous
permet d’affirmer que Aut(C,) = ¢, Aut(C) p .

cC——>C (2.1.2)
i% i%
Co—Cqu

Autr, (Co) est donné par la proposition suivante.

Proposition 8.
Autr, (Ca) = {04 weyt lu € Aut(C),u = o 'utal.

Démonstration. Soit w € Auty, (Cq). D’aprés le diagramme précédent, il existe u € Aut(C) tel
que w = @, ups'. De plus, w® = w. Donc

(Paueal) =paupst.

Comme a = (¢5,) !, on obtient

Soit @ : Co — P! le revétement de degré 2 de Cy. Le diagramme (2.1.2) permet d’écrire

C c-c, C.,
ifb @i ifba léa
P! P! P! P!

Ainsi, il existe un unique automorphisme ¢/, de P; tel que ®, ¢, = ¢, ®. Le groupe réduit des
F,-automorphismes de C,, est donné par la proposition suivante.

Proposition 9.
Autg, (Ca) = {¢o v/ (o) " Hu' € Aut'(C), (u)*a’ = a/u}

ot est un représentant de l’image de {a}g par Uapplication naturelle Fr(Aut(C)) — Fr(Aut/(C)).

Démonstration. Soit w' € AutﬂFq (Ca). D’aprés le diagramme précédent, il existe u € Aut(C) tel
que w'®, = ®, p, ups!. I existe aussi v/ € Aut(P!) tel que ®u’' = u®. On a alors :
WP = Papoupy = ¢, Pupy' = L u' et = gl (¢) T P
Comme ®,, est surjectif, on obtient : w’ = ¢/, u'(¢!,)~!. De plus, w's = w’. En conséquence
(et (Pe) ™) = ¢at/(¢a) ™"

Comme o/ = (¢},°) ! ¢/, on obtient
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2.1.4 Test pour I’auto-dualité

Soit (M, epr) € Aut(C) et A le cobord obtenu & partir de M grace aux résultats de la partie
1.3.1. D’aprés la partie précédente, on construit le diagramme suivant :

C (M,enr) c
i(A,eA) l(A,eA)
Ca 4>(Mm€Ma) Ca

avec (My,en,) = (AMA™L ep). Daprés la remarque 5 (p. 23), lorsque C,, est auto-duale,
d({a}rr) n’a quun antécédent. On n’a donc pas besoin de rajouter de tordue. Lorsqu’elle ne
lest pas, d({a}r,) a deux antécédents. Il faut rajouter la tordue quadratique. Dans ce cas,
puisque & envoie {a}p, et {ta}p, sur la méme image?!, il faut rajouter la tordue associée a
{ta}py, c’est & dire la tordue hyperelliptique de C,.

Soit M € Autg, (Cq). On pose

f(M.x) x (cx + d)>9+2

f(x)

On a vu que (M, :t\/%M) € Aut(Cq). On déduit de cette écriture et des propositions précédentes
un moyen efficace de savoir si la courbe C,, est auto-duale ou non. C’est le test que nous utilisons
dans I'implémentation (cf. la fonction IsSelfDual de l'annexe B.1.2).

Ey =

Proposition 10. Soit
Ne, =2 x #{Ex, Ey € F}?, M € Autg, (Ca)}.

Ne, = |Aut/(Cq)| si et seulement si Co est auto-duale.

2.1.5 Calcul du groupe des automorphismes réduits

Dans ce paragraphe, on va expliquer comment calculer le groupe d’automorphismes réduits
de C. Dans ce but, on va détailler une approche utilisée dans l'article [LRS12| qu’on a légérement
améliorée dans le cas ou p ne divise pas le degré de la forme f. Soit f la forme binaire de degré n
représentant le polynome hyperelliptique de C définie sur F,. On écrit f(z,2) = > Atz
Tout d’abord, quitte & appliquer une transformation z — z + ax, on peut supposer que A, est
non nul et donc, par homogénéité, choisir A, = 1. Lorsque p ne divise pas n, on peut aussi
supposer que A,_1 = 0 grice & une seconde transformation linéaire. On suppose qu’on est dans
ce cas. Déterminer le groupe d’automorphismes réduits de C revient & déterminer I’ensemble des
matrices M = (m; ;) € PGL2(F,) telles que

f(mijz 4+ my2z,me 12 + mopz) = Af(x, z) pour un certain A € FZ. (2.1.3)

Remarque 6. C’est ici que l'on améliore l'approche de [LRS12]. Les auteurs éliminent direc-
tement le facteur \. Ainsi, ils sont amenés a résoudre une équation polynomiale de degré n. En
conservant X, on évite la résolution d’une telle équation ce qui fait économiser le calcul dans une
extension de Fy de degré n.

Heuristiquement, on peut supposer que la forme f est suffisamment générale pour que
m1,1mgz2 # 0. Nous nous placons sous cette hypothése. De ce fait, comme M est dans PGLy(Fy),

(1 b/d
on peut chercher M sous la forme M = <c 1/d

flx+b/dz,cx + 1/dz) = Mf(z, z).

1. car «a et ta ne différent que par leur action sur y et que cette derniére est tronquée par o

). L’équation (2.1.3) se réécrit donc
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Enfin, en changeant z en dz, le probléme se réduit a chercher des éléments A, b, ¢, d € Fq tels que
flea4+bz,cx + 2) = Af(z,dz). (2.1.4)

Par la suite, on va exprimer A, b, d en fonction de ¢ puis calculer c.
1. On remplace (z, z) par (1,0) dans (2.1.4) et puisque A,, = 1, on obtient A = f(1,¢).
2. On dérive (2.1.4) par rapport & z et on a

8f of of
ax(:ﬁ—i-bz cx +z)+ F(x—i-bz cx+z)= )\da (x,dz).
Puisque A,—1 = 0, 2(1,0) = 0; d’ou
of of

Remarque 7. L’élément b est entierement déterminé par ’équation (2.1.5). En effet, f étant
homogéne de degré n, n\ = gg’z(l c)—l—caf(l ¢). Puisque p ne divise pasn, si %(1, c) = %(1, c) =
0 alors A= f(1,¢) =0. Or, X est supposé non nul.

Soit ¢ € {2...n}. On dérive i fois (2.1.4) par rapport a z :

Z (;)b](&a;)a(zafz)lj(x + bz, cx + 2) = \d' (g;j;z (x 4+ bz, cx + 2).
j=0

On multiplie cette équation par 8f (1, ¢) puis on remplace (z, z) par (1,0), A par f(1,c),

par ¢!A,_;, et ba—i(l, c¢) par —a—i(l, ¢). On obtient ainsi les équations suivantes :

5 ()(- 20 () st (o)

Jj=0

91(1,0)

On remarque que la partie gauche de I'égalité (2.1.6) est un polynéme multiple de f(1,¢). On
peut donc diviser chaque coté de 'égalité par f(1,c). Il en résulte une équation de degré i(n — 1)
en cetiend.

3. Si on divise (2.1.6) pour ¢ = 3 par (2.1.6) pour i = 2 on obtient une équation linéaire en
d qui dépend de c.

Il faut donc déterminer la valeur de c. Dans cette logique, on divise le carré de (2.1.6) pour i = 3
par le cube de (2.1.6) pour i = 2. Cela permet d’éliminer la variable d. On a donc un polynome,
univarié, P; de degré au plus 9n — 12 qui s’annule en c¢. Pour chaque racine ¢ de Py, on calcule
A, bet dgrace a 1., 2. et 3. On teste alors si I’élément obtenu est un automorphisme de f.

Afin de diminuer le degré du polynoéme & tester et réduire ainsi la complexité de ’algorithme
lorsque n > 3, on calcule un second polynéme, P,. Pour I'obtenir, on divise (2.1.6) pour ¢ = 4
par le carré de (2.1.6) pour i = 2. Ce polynéme est de degré au plus 6n — 8. Génériquement,
pged(Pr, P2) = 1. Lorsque ce n’est pas le cas, on calcule les racines de ce pged et on effectue le
méme raisonnement que précédemment.

Remarque 8. Dans nos programmes des annexes B.1.2 et B.2, on utilise implémentation
de [LRS12] pour le calcul du groupe d’automorphismes réduits. Ce programme a été écrit pour
calculer des isomorphismes définis sur un corps donné Fy et exécute un certains nombres de
tirages aléatoires dans Fy pour se placer dans les hypothéses heuristiques du paragraphe. S’il n’y
arrive pas, il se résigne a utiliser la fonction basique de Magma pour ce calcul. Au cours de nos
tests, on s’est rendu compte que lorsque f est scindée et que |F, |/ deg(f) est petit, le programme
entre dans cette phase finale. Par exemple lorsque f = x°? — 1 sur Fs3, le temps de calcul sur
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notre machine est 209.630s alors que pour le méme f mais sur Figoo7, le temps de calcul est
7.060s. Le fait que l'on cherche un groupe d’automorphismes réduits nous permet cependant de
sortir de Fy et de faire nos tirages sur une (petite) extension. Ainsi, lorsque l'on prend le méme
f mais sur Fs32, le temps de calcul n’est plus que de 1.930s. Nous n’avons cependant pas réalisé
une étude précise des cas d’application de cette stratégie.

2.1.6 Tests de I’algorithme

Une implémentation Magma de ces résultats a été réalisée (cf Annexe B.1.2). Voici quelques
statistiques sur 'efficacité de notre algorithme.

Lorsque l’on fixe le corps de définition et que ’on fait varier le genre de la courbe
Soit g un entier naturel, la courbe hyperelliptique d’équation y? = x28+2 — 1 définie sur Figgo7
a un groupe d’automorphismes qui contient Dgg 2. On a fait varier g et on a obtenu la figure
2.1. On fait varier le genre entre 2 et 30 et les temps de calculs sont exprimés en seconde. Les
temps de calculs sont d’autant plus long lorsque le groupe d’automorphismes est défini sur une
extension grande de Fyggg7.

FIGURE 2.1 — Temps de calcul de la procédure qui calcule les tordues de courbes hyperelliptique
de 'annexe B.1.2 en fonction du genre de la courbe y? = 2282 — 1 définie sur Fygor.

140 |
120 |
100 |-
80 |-
60 |-
a0

20|

Lorsque l’on fixe le corps de définition et que ’on fait varier le groupe d’automor-
phismes réduits On fixe le corps k£ = ), avec

p = 100000000000000000000000000000000000000000000000577.
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On note 4 une racine carré de —1 dans F,,. On consideére les courbes C¢ suivantes qui sont toute
de genre 6. Elles ont pour groupe d’automorphisme G.

=21
(:1:4 + 1) (2% — 342" + 1)

= :1;(3710 + 11i2® + 1)
z—1)((z — 1P +11i(x — 1) + 1)

Cp,, ¢
Cs,:
Ca
Cla

n *

Co, w2 =o' 4329 + 72t + 322 + o+ 1
Coy 2 = ((@® =12+ 1) — (2® - 1)
Coy w” = (=" —1)+1)* = (a®+1)
Cp, v = (2% — D)2 + 1)z
Cp, > ($4 D(z® 4 1)
Cp, > = (27 — 1)(2® + 1)
D ? =2 ¥ a2t a1
Cp,, y° = x(2' 4 325 +1)
Cp,, > = (123 + 72)((123z + 72)"° — 1) + 245((123z + 72)° — 1)*(123z + 72)
Ccy, :y |
Cpy, 2 =2 + 2541
Cpyy gt =t — 2
Ch,, y° = (23 +42)" — 23z — 42
l/
y
Z/
y

n

La figure 2.2 est la représentation du temps de calcul des tordues de Cg en fonction du cardinal
de G.

FIGURE 2.2 — Temps de calcul de la procédure qui calcule les tordues de courbes hyperelliptiques
de ’annexe B.1.2 en fonction cardinal du groupe d’automorphisme réduit de la courbe C de genre
6. On représente en abscisse la taille de Aut’(C) et en ordonnée le temps de calcul en secondes.
Le temps de calcul du groupe des automorphismes réduits n’est pas pris en compte.
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Lorsque 1’on fixe le genre et que 1’on fait varier le corps de définition On considére la
courbe C définie sur F,, par y? = x'® — 1 et on fait varier p. On considére des p premiers tels que
son groupe d’automorphisme est D3g. Le temps de calcul du groupe des automorphismes réduits
n’est pas pris en compte. Les résultats sont présentés dans la figure 2.3.

FIGURE 2.3 — Temps de calcul de la procédure qui calcule les tordues de courbes hyperelliptiques
de I'annexe B.1.2 en fonction du corps de définition de la courbe 32 = 2'® — 1. On représente
en abscisse le cardinal de IF; sur une échelle logarithmique et en ordonnée le temps de calcul en
secondes. Le temps de calcul du groupe des automorphismes réduits n’est pas pris en compte.

o) S PSRRI L " A " " . A "
10° 10° 10° 10% 10 108 10% 10% 1077 10%°

En pratique on ne dispose que du groupe d’automorphismes réduits de la courbe C. Gréace a
la propositions 9 (p. 23), on retrouve aussi groupe d’automorphismes réduits des tordues de C, ce
qui rend ce critére facilement implémentable. En effet, soit A une représentation dans PGLo (ﬁq)
de la partie en x d’un isomorphisme de C sur C,. Un élément de Authq (C,) est donné par AM A~1
ott M € Aut’(C) tel que AMA™! € PGLy(F,). On va a présent voir comment calculer le groupe
d’automorphismes réduits de C.

2.2 Le cas des quartiques planes lisses

Dans |[LRRS14| (voir aussi 'annexe C, nous avons eu besoin d'un algorithme qui calcule

toutes les quartiques planes lisses définies sur [ & IFy-isomorphismes pres. L’utilisation de bonnes
familles (voir la partie II) permet d’obtenir des représentants sur F, pour les classes de Fy-
isomorphismes. Une fois ces répresentants construits, il s’agit donc de calculer les tordues pour
chaque classe d’isomorphismes géométriques. Deux stratégies différentes ont été employées et
nous les expliquons dans cette section.
Lorsque la strate correspond a un groupe d’automorphismes large, comme par exemple pour la
quartique de Dick-Fermat qui posséde 96 automorphismes, les tordues sont calculées avec les
résultats du paragraphe 1.3.2 alliés & 'amélioration ci-dessous qui est décrite dans le préprint
[LG15] (voir section 2.2.1). Lorsque le groupe d’automorphismes est plus petit, on calcule les
tordues manuellement (voir paragraphe 2.2.2).



2.2. LE CAS DES QUARTIQUES PLANES LISSES 29
2.2.1 Représentation affine des automorphismes

Dans la section 1.3.1, le fait que les automorphismes soient des éléments de PGL3(Fyn) (pour
un certain n > 1) impose la présence d’un facteur multiplicatif A dans les relations de cocycles.
L’élimination de ce dernier, afin de réaliser un Hilbert 90 effectif, demande souvent une exten-
sion du corps de définition de I'automorphisme et donc un surcotit de complexité. Dans le cas
présent, il est possible d’éviter ce probléme. En effet ’action des automorphismes dans le plan
projectif est induite par I'action sur les différentielles réguliéres. Il existe donc une représentation
affine du groupe des automorphismes dans GL3(F¢») et on peut travailler directement a ce niveau.

Pour chaque matrice représentant un automorphisme, nous devons donc simplement calculer
un facteur multiplicatif de normalisation. Nous ne savons malheureusement pas comment faire
cela simplement et nous utilisons la fonction pré-implémentée de Magma pour recalculer toute
I’action de I'automorphisme sur les différentielles de la maniére suivante.

MatrixRepresentation(A) : GrpAutCrv -> Grpmat, Map, SeqEnum.

Exemple 6. Ci-dessous un exemple de calcul de cette représentation lorsque C est la quartique
plane lisse définie par Uéquation 12X* +Y* + Z* + 12X%Y Z +322Y? = 0 sur Fy3.

magma : FF := GF(13);

magma : a:=12;

magma : b:=3;

magma : P<X,Y,Z>:=PolynomialRing(FF,3);

magma : PP:=ProjectiveSpace(P);

magma : Phi := a*xX"4 + Y~4 + Z74 + axX"2xY*xZ + b*xZ"2xY"2;
magma : C := Curve(PP,Phi);

magma : gl := iso<C->C| [X,5%Y,8*Z], [X,8*Y,5%Z]>;
magma : g2 := iso<C->C|[X,Z,Y], [X,Z,Y]>;

magma : L := AutomorphismGroup(C, [gl,g2]);
magma : G,f,B := MatrixRepresentation(L);

magma : G;

MatrixGroup(3, GF(13)) of order 273

Generators:
[1 0 o]
[0 5 0]
[o 0 8]
[12 0 0]
[0 0 12]
[ 012 0]

magma : f;

Mapping from: GrpAutCrv: L to GrpMat: G

Composition of Mapping from: GrpAutCrv: L to GrpPerm: $, Degree 8, Order 273
given by a rule and

Mapping from: GrpPerm: $, Degree 8, Order 2°3 to GrpMat: G

magma : B;

[ (1/($.174 + D)*$.172 + 7x$.1/($.174 + 1)) d($.1), (7x$.1°2/($.1°8 + 3*x$.1°6 +
2x$.174 + 3%$.17°2 + 1)*$.1°3 + ($.1°5 + 10*x$.1°3 + $.1)/($.1°8 + 3*x$.1"6 +
2%$.174 + 3x$.1°2 + D)x$.1) d($.1), (7%$.1/($.1°8 + 3%x$.176 + 2x$.1°4 +
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3x$.172 + 1)*%$.1°3 + ($.174 + 10%$.1"2 + 1)/($.1°8 + 3%x$.1°6 + 2x$.1°4 +
3*$.172 + 1)*$.1) 4($.1) 1]

A présent, on va donner un exemple de calcul manuel d’une tordue de C dans un cas parti-
culier.

2.2.2 Un exemple de calcul de tordue “a la main”

Quand le groupe d’automorphismes est relativement simple, il est souvent possible d’obtenir
les classes représentatives dans Fr(Aut(C)) et de calculer manuellement les tordues. Dans les
programmes de [LRRS14], cela a été fait dans les cas Aut(C) = Cg, Dy, Cs, Dg, et S3. On
prend par exemple Dg. D’aprés [LRRS14, th. 3.3|, toute quartique plane lisse C définie sur F,
avec Aut(C) ~ Dg est F,-isomorphe & une courbe d’équation ot + 2%yz + y* + ay?2? + bz? avec
a,b € F,. Le probléme se décompose en différents cas selon la congruence de ¢ —1 mod 4 et de
la classe de b dans F}, /(F5)*. On suppose que 4|(q — 1) et b est une puissance de 2 dans F, mais
pas une puissance de 4, c’est & dire b = r* avec r € Fy2 et 7 = —r. Les 8 automorphismes sont
donc définis sur 2 : si ¢ est une racine carré de —1, le groupe d’automorphismes est généré par

52[698} ot T:[(l) 0 9}
00 —i 0r~to

On a Fr(Aut(C)) = {{Id}pr, {S}re, {T} e, {53}y et {ST}Fr}. Dans ce cas, il y a 5 tordues.

Voici les détails du calcul de la tordue correspondant & {T'}p : on cherche une matrice A
telle que TA = A°. Choisissant A telle que A(z,y,2)! = (z,ay + Bz,vy + §z)%, on a besoin de
résoudre le systéme suivant :

Qs =71y, =rta, Bf=rdet & =r15.

La premiére équation détermine -y en fonction de a. On doit donc seulement satisfaire les condi-
tions de compatibilité données par la seconde équation. On applique ¢ & cette derniére et on
obtient : a4” = (ry)? = —ry? = —a. Ainsi, 0?° = o Comme le raisonnement sur 3 et & est
totalement analogue, il suffit de trouver o et 3 dans Fp4 tels que

det (af‘/r ﬁf/r) # 0.

On peut choisir & = /7 et 3 = o avec 7 un élément primitif de ;. De part la définition de ,
a? = ja avec 1 une racine carrée de —1 et 39 = —ia. Aprés avoir appliqué cette transformation,
on obtient la tordue suivante :

‘ﬁa:QyQ— T
r

zt+ (21 — aer)y4 + (272 — ar37’2)z4 + g i~—72%2% + (1271 + 2a72r?)y? 22
r

On remarque qu’elle est bien définie sur I, car ¢, 7 et r? e Fy. De plus, g € F, car (@)q =

VT _ VT

- T
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Chapitre 3

Utilisation de la descente pour la
construction de familles représentatives

des quartiques planes lisse d’'un corps
fini

Ce chapitre reprend les résultats de [LRRS14] et compléte les preuves esquissées dans larticle
faute de place. On va, dans un premier temps introduire les éléments de théorie dont nous avons
besoin. Ensuite, on construira des familles représentatives pour les quartiques planes lisses. On
donnera les preuves détaillées de la construction de ces familles.

3.1 La théorie

3.1.1 Descente de Weil

Dans ce paragraphe, on énonce d’abord le théoréme de Weil avec sa formulation originelle.
On s’inspire pour cela de [Wei56, p. 510].

Soit K une extension algébrique séparable de k de degré n. On appéle Isog (K — k) I'ensemble
des isomorphismes de K dans k laissant invariant k. Si o € Iso,(K — k), on note K le sous
corps de K invariant par o. Soient £ € K et o € Isox(K — k), on note £° I'image par o de . Si
w est un isomorphisme de K7 laissant invariant k£, on note ow l'isomorphisme de K défini par
£7% = (£7)¥ pour tout € € K.

Soit V' une variété définie sur K. Weil définit la descente galoisienne en terme de morphisme
birationnel.

Définition 12. On dit que la variété V descend sur k s’il existe une variétée Vy, définie sur k,
et un morphisme birationnel f, définie sur K, entre V et Vj.

Dans ce cas pour tout o, 7 € Isox(K — k), I'application f;, = f7o (f°)~! est un morphisme
birationnel entre V7 et V7. Weil énonce le probléme de descente suivant :
“Soient V' une variété définie sur K et pour chaque paire d’élément (o,7) de Isox(K — k),
fr.c un morphisme birationnel entre V7 et V7. Trouver une variétée Vj définie sur k et un
morphisme birationnel f, définies sur K, entre Vj et V, telles que f., = f" o (f°)~! pour tout
o,7 € Isop(K — k).

Théoréme 2. Ce probléme a une solution si et seulement si les applications fr, sont définies
sur une extension algébrique séparable de k et satisfont les propriétés suivantes :

— frp = [ro © fo,p pour tout o,7,p € Isop(K — k) ;

— frwow = (fr.0)¥ pour tout automorphismes w de k sur k.
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De plus, quand cela est vérifié, la solution est unique a transformation birationnelle de Vo définie
sur k.

On préfére de nos jours une formulation en terme d’isomorphismes plutot que de morphismes
birationnels (dans le cas des courbes lisses, il n’y a bien str pas de différence).

Définition 13. On dit que la variété V descend sur k s’il existe une variétée Vi, définie sur k,
et un isomorphisme f, définie sur K, entre V' et Vj.

Le théoréme de Weil ci-dessus reste valide en remplagant les morphismes birationnels par
les isomorphismes lorsque V' est une sous-variétées localement fermée dans un espace projectif
[Ser84, ch.V sec.4 par.20 |, ce qui sera toujours notre cas dans la suite. On utilisera dans nos
démonstration la formulation équivalente suivante.

Corollaire 2. Soient K est une extension galoisienne finie de k et V' une variété localement
fermée dans un espace projectif définie sur K. Pour chaque élément o du groupe de Galois de
K sur k, s’il existe un isomorphisme hy : V. — V7 alors la variété V descend sur k avec f
vérifiant hy = fo 71 si et seulement si pour tout élément o, 7 du groupe de Galois de K sur k,
hor = (ho) hr.

Démonstration. On pose fr, = h?__, alors f;, est un isomorphisme entre V7 et V7. Suppo-
sons que hgr = (hy)"hr. Soient o, 7, p des éléments du groupe de Galois de K sur k et w un
automorphisme de k sur k. On cherche & montrer que

— frp = fro© fs, pour tout o, 7, p € Isor(K — k);

— frwow = (fro)“ pour tout automorphismes w de k sur k.

Ainsi, on pourra appliquer le théoréme 2 (p. 33). On a

_ _ op—1 _
(fTva o fUaﬂ)p = (h:o—lhgp_l)p = hrg—lhap_l = th_l = (fT,p)p '

De plus on a,
fﬂu,ow = h;"c‘:jw—la—l = (hga—l)w = (fT,O’)w'

Réciproquement, soient o, 7 des éléments du groupe de Galois de K sur k.

hor = f7TF V= fOT T TN = (hy)Thy

3.1.2 Espace de modules

Lorsqu’on étudie certains objets, il est toujours souhaitable de les regrouper selon différents
critéres, de fagon & distinguer des comportements similaires. Les espaces de modules sont des
solutions élégantes aux problémes de classification des courbes & isomorphisme prés.

Définition 14. On appelle espace de modules des courbes de genre g sur k l’ensemble des classes
de k-isomorphisme de courbes (lisses, projectives absolument irréductibles) de genre g. On note
Mg(k) cet ensemble et [C] un point de Mg (k) avec C un représentant de la classe d’isomorphisme.
Le groupe d’automorphismes de [C] est le groupe d’automorphismes de C.

De plus, Mg(k) est une variété quasi projective. Lorsque g = 1, cet espace est de dimension
1 et lorsque g > 1, cet espace est de dimension 3 g —3. Le sous-espace de Mg(k) des classes de
k-isomoprhisme de courbes hyperelliptiques de genre g est de dimension 2g—1 (cf [MF82]).

Afin de manipuler cet ensemble de maniére effective, on associe injectivement a chaque point
de I’espace une liste d’éléments de k (appelés invariants absolus). Ceci sera I'objet de la section
4. Le cas plus précis du genre 2 sera développé dans la section 5.1.3.2. Inversement, on peut
également souhaiter mettre en place une procédure pour inverser cette fonction sur son image,
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ce qu’on appellera reconstruire la courbe & partir de ses invariants. Ceci sera 1'objet du chapitre
6 ot I'on verra comment faire cela dans le cas du genre 2, en toute caractéristique différente de 2.
Les invariants absolus définissent un certain sous-corps de k, qui est (dans la plupart des cas) le
plus petit corps ot 'on peut espérer reconstruire la courbe. Nous étudierons, en particulier dans
la cas du genre 2 si cela est possible ou non. La section suivante va exposer quelques définitions
et faits généraux sur ce sujet. Quelques résultats spécifiques aux courbes hyperelliptiques seront
ensuite donnés.

3.1.3 Strates de ’espace de modules

On s’intéresse aux sous-variétés de Mg (k) dont les courbes correspondantes ont un groupe
d’automorphismes donné. A priori, on aimerait définir une strate comme étant une sous-variété
de Mg(k) dont chaque point a un groupe d’automorphismes donné. Or, ces sous-variétés ne sont
pas nécessairement irréductibles. Ce probléme a aussi été mentionné et étudié dans [MSSV02], et
résolu par les schémas de Hurwitz. Néanmoins, dans ce paragraphe, on priviligie une autre fagon
de contourner le probléme due a Lgnsted dans [Lon80, Sec. 6]. En utilisant “une action rigidifiée”
des groupes d’automorphismes, 'espace de modules Mg(k) y est stratific de maniére plus fine.
Etant donné un groupe d’automorphismes G, Lgnsted définit un sous-schéma de Mg(k) de la
fagon suivante.

Définition 15. Soient | un nombre premier différent de p et SpQQ(FZ). Une strate de l’espace de
modules Mg(k) est l’ensemble des points [C] de Mg(k) tels que le plongement induit de G dans
le groupe des morphismes polarisés de Jac(C)[l] est Spy,(IF;)-conjugué a un groupe donné.

En combinant [Hom81, th.1] avec [Lgn80, th.6.5], lorsque p = 0 ou p > 2g + 1, une telle
strate est localement fermée, connexe et est un sous-schéma lisse de Mg(k). Si k est parfait alors
une telle strate connexe est définie sur k si une seule rigidification est possible pour un groupe
d’automorphismes donné. Cela n’est pas toujours le cas mais on verra dans la remarque 10 (p. 39)
que dans le cas des quartiques planes lisses cette subtilité n’a pas lieu d’étre.

3.1.4 Corps de modules et corps de définition

Soit V' une variété définie sur k. Il existe dans la littérature plusieurs définitions de corps de
modules. On suit celle de [Hug05] qui s’appuie sur [Koi72] et [Sek85].

Définition 16. Soit K C k. On dit que K est un corps de définition de V s’il existe un modéle

Vo/K c’est a dire une variété Vo définie sur K telle que Vo =5 V. Soit H = {0 € Aut(k),V =
Ve}. Le corps de modules de V' est le corps fize My = BT

[Hug05, p. 14 Th 1.5.8| re-démontre un théoréme de Koizumi affirmant que My est une
extension purement inséparable de 'intersection de tous les corps de définition de V noté Iy .
Quelquefois, Iy, est également pris comme définition de corps de modules. On note qu’en général
Iy n’est pas un corps de définition pour V. On présentera d’ailleurs des exemples avec les courbes
de genre 2 Lorsque V' est une courbe C de genre g > 2, il existe une autre définition naturelle
de corps de modules en tant que corps résiduel Re du point [C] € Mg(k). [Sek85] montre que I¢
est une extension purement inséparable de R¢. En résumé :
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k
Mc¢
purement inséparable
Ie
purement inséparable
Re

En conséquence, si Iextension de k sur son sous-corps premier est une extension séparable
(c’est le cas en caractéristique 0 ou lorsque k = Fp) les trois notions coincident.

Cependant, méme si on considére des courbes sur des corps finis, ’étude de famille de courbes
entraine rapidement l’analyse des extensions non séparables. Dans [LRRS14], on évacue ce pro-
bléme en considérant la caractéristique p de k comme étant nulle ou supérieure a 2g-+1 (en fait
> g+1 et # 2g+1). D’aprés [Ser68, Cor 1.11], on trouve alors Ry = Iy = My dans ce cas.
On remarque que [Sek85] construit des exemples de familles (hyperelliptiques en caractéristique
2 et non hyperelliptiques en caractéristique 3) pour lesquelles Iy, # Ry (Sekiguchi et Koizumi
considérent [y comme la définition du corps de modules). Lercier et Basson (article en cours)
précisent de résultat dans le cas du genre 3 hyperelliptique en caractéristique 2 en montrant que
la courbe générique est définie sur une extension de degré 2 purement inséparable de My, .

Si p # 2, les résultats de reconstruction obtenus au chapitre 6, permettent de prouver la
proposition suivante :

Proposition 11. Si C /k est une courbe de genre 2 sur un corps de caractéristique # 2, alors

Ic =Re¢.

Démonstration. On remarque que R¢ correspond au corps K(g1,92,93) engendré par les go-
invariants absolus de C (voir définition 23 (p. 57)) au dessus du corps premier K. De plus, d’apreés
les résultats de reconstruction du chapitre 6, il existe un modéle C sur une extension F/Rg
au plus quadratique. Donc I C F par définition et comme Iz/ R¢ est purement inséparable,
Ic = Re. O

Remarque 9. I est également difficile de comparer Re et M en général. En effet, on considére
la courbe C : y? = x° — t1922 + 4% sur F5(t). Le corps Re = F5(g1, 92, 93) = F5(t?) et C est
en fait définie sur F5(t®) donc Ic = Re. Cependant, il n'existe pas d’automorphisme de Fs(t)
permettant de distinguer F5(t2) et F5(t) puisqu’il s’agit d’une extension purement inséparable.
Par conséquent, R¢ C Me.

Savoir quand le corps de modules est également un corps de définition est une question
profonde. Lorsque k est la cloture d’un corps fini (cf [Hug07, Cor. 2.11 p.251]) ou lorsque C n’a
pas d’automorphisme (voir [DE99, Cor. 4.3 p.49|) alors M¢ est toujours un corps de définition.
La plupart des autres résultats découlent de 'argument suivant di a [DE99].

Supposons que k est une extension galoisienne de Mc. Par définition du corps de modules,
pour tout o € Galg /M il existe un k-isomorphisme F, : C — C?. On considére la courbe
B = C /Aut(C). L’isomorphisme F; induit un isomorphisme f, : B — C? / Aut(C?) =: B? et le
diagramme suivant est commutatif.

i>00

C
BQL>B"
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Comme dans la preuve du [Wei56, Thm. 1 p.510-511], les relations de cocycles de Weil impliquent
que la courbe B admette un modeéle B sur Mg et un k-isomorphisme ¢ : B — B tel que pour
tout 0 €T, fr = (017 0 .

Théoréme 3 ([DE99, Cor. 4.3(c) p.49] et [Hug07, Cor. 2.12 p.251]). Si B(M¢) # 0, alors M
est un corps de définition de C.

3.2 De nouvelles notions de famille pour I’espace de modules des
courbes

Afin de manipuler les espaces de modules, et en I’absence de “bons invariants”, il est utile de
représenter les strates (par exemple sous 'action des groupes d’automorphismes) par des familles
qui cernent au mieux le lieu en question. Si S est une strate de Mg(k), alors S est un espace
de modules fin (et donc admet une famille universelle [New78, p.25|) si et seulement si le groupe
d’automorphismes est trivial [AO00, Sec.14]. Dans ce cas, on a donc théoriquement une trés
bonne description de la strate S. En pratique, il n’est pas aisé d’obtenir celle-ci et de toute fagon
dans le cas de groupes d’automorphismes non triviaux, il faut trouver des remplagants adéquats
pour cette notion qui gardent des propriétés suffisamment fortes pour paramétriser de maniére
effective I’espace de modules. La plus intéressante est la notion de famille représentative qui
coincident avec la famille universelle usuelle sur la strate triviale.

Définition 17. Soient S C Mg(k) une sous-variété de Mg(k) définie sur k et F — S une
famille de courbes telle que les fibres géométriques correspondent au points de la sous-variété S.
On note fr: S — S le morphisme associé. On définit les notions de familles suivantes :
1. La famille F — S est géométriquement surjective (pour S) si l'application fr est surjec-
tive sur les K-points pour toute extension algébriquement close K de k.
2. La famille F — S est arithmétiquement surjective (pour S) si lapplication fr est sur-
jective sur les k'-points pour toute extension finie k' de k.
3. La famille F — S est quasi-finie (pour S) si elle est géométriquement surjective et fr est
quasi-finie.
4. La famille F — S est représentative (pour S) si Uapplication fr est bijective sur les
K -points pour toute extension algébriquement close K de k.

Le concept de famille représentative est relié a la question de savoir si le corps de modules
M¢ de la courbe C est un corps de définition.

Proposition 12. Soit S est une sous-variété de Mg(k) définie sur k qui admet une famille
représentative F — §. Si C est une courbe définie sur une extension algébriquement close K de
k telle que le point [C] de Mg(k) appartienne a S alors C descend sur son corps de modules Mc.
Si k est parfait et K =k, alors C correspond a un élément de S(Mc).

3.3 Les familles représentatives dans le cas des quartiques planes
lisses

3.3.1 Groupes d’automorphismes

Théoréme 4. Soit K un corps algébriquement clos dont la caractéristique p vérifiep =0 oup >
5 et soit C une courbe de genre 3 non hyperelliptique définie sur K. Les groupes d’automorphismes
possibles de C ainsi que des familles géométriquement surjectives pour les strates correspondantes
sont les swvants :

1. {1}, avec la famille q4(z,y,z) = 0 ow g4 est un polynéme homogéne de degré 4 ;
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15.
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Cy, avec la famille z*4+22q2(y, 2) +qa(y, z) = 0, ot g2 et q4 sont des polynéomes homogénes
de degré 2 et 4 ;

Dy, avec la famille 2* + y* + 2* + ray? + sx?2? + ty?22 = 0;

Cs, avec la famille 3z + yly—2)(y—rz)ly—sz)=0;
Dxg, avec la famille 2* + y* + 2* + rayz + sy?22 = 0;
Ss, avec la famille 23z + >z + 22y + azyz® + bz* =0 ;

Cs, avec la famille 32+ y4 + ry2z2 +24=0;
G, avec la famille z* + y* 4+ 24+ ra222 = 0;

Sy, avec la famille xd + y4 + 244 r(m2y2 4+ 2222 4+ yQZQ) =0;

Cy , représenté par la quartique z3y +y32 + 24 =0
Gus, représenté par la quartique x* + (z3 — 2)2=0;
Gog, représenté par la quartique de Fermat z* + y4 +22=0;

(si p # T) Gigs, représenté par la quartique de Klein x3y + 33z + 23z = 0.

On va préciser les générateurs et les normalisateurs des groupes donnés dans ce théoréme.
Dans cette logique, on fixe d’abord quelques notations puis on utilise [Hug05, lem. 2.3.8|.

On considére :

— GL2(K) comme un sous-groupe de PGL3(K) via l'application :

1 0
A—><0 A)'

— D(K) est le sous-groupe des matrices diagonales dans PGLa(K).
— T(K) est le sous-groupe de D(K) des matrices qui ont une valeur différente de 1 sur la

diagonale seulement a la premiére ligne.

— 83 est la représentation de S3 dans GL3(K) par I'action de permutation induite sur les

coordonnées.

— 84 est le relévement de degré 2 de Sy sur GL3(K) généré par les matrices suivantes :

10 0 [ -+ 00
0 ¢ 0 |, - i —i
00 /) "T1lo 11

Fort de toutes ces notations, on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 5. Les générateurs des groupes d’automorphismes G du théoréme 4 (p. 37) ainsi que
leur normalisateur N dans PGL3(K) sont les suivants :

o RS T e~

{1} est engendré par lidentité, N = PGL3(K).

Cy=<a>oua(r,yz) =(—xy,2), N =GLy(K).

Dy=<a,8> ot a(z,y,2) = (—x,y,2) et B(z,y,2) = (x,—y,2), N = D(K)g’g.
Cs=<a>oua(r,y,z) = ((z,y,2), N =GLy(K).

Dg =< «a, 8 > ot a(x,y, z) = (z, 4y, —(42) et B(x,y,2) = (z,2,y), N = T(K)g’4.
Sz =<a,p > ot a(z,y,2) = (a:,ng,Cg_lz) et f(x,y,2) = (z,2,y), N = T(K)S’g.
Cs =<a> oua(x,y,z) = ((Gz,—y,z2), N=D(K).

G =< avﬁa7 > oaa(:v,y, Z) = (<4$aya Z)) B(xayv Z) = (l’, —y,Z) €t’}/($,y, Z) = (ﬂc,z,y),
N = T(K)Ss.
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9. 84 =< Oévﬁa’Y > ou a(xaya Z) = ($7 -y, _Z); 5(3372/72) = (y,»’«’al‘) et "y(.’I],y,Z) = (yvxaz)a
N =G.
10. Cg =< a > ot a(z,y,2) = (Cor, Gy, (5 °2), N = D(K).
11. Gug =< o, B,y > ot a(z,y,2) = (x,—CQy, —C42), B(z,y,2) = (z,(3y, 2) et y(z,y,2) =

(z, y%z’ y\;g), N est PGL3(K)-conjugué a T(K)Sy.

12. G96 =< 04767775 > ou a(x7yaz) = (C4$73J;Z)7 B(xayv Z) = (:C7C4y7 Z); ’Y(iﬁa%z) = (yazax)
et §(z,y,z) = (y,z,2), N =G.

15. (SZ p 7& 7) G168 =< aaﬁv'y > ou Oé(l‘,y,Z) = (C7x7C$y7C?z)7 B(ﬂl’,y,Z) = (y,z,:L‘) et
Y&, y,2) = ((¢r = )z + (GG — Ry + (&7 — D)z,
(7 =z + (&7 =Dy + (1= ¢F)z,
(G = B+ (G — )y + (¢ = D)),

N =G.

Gréace a ce théoréme, on obtient les inclusions suivantes entre les strates :

dim 6 {1}

dim 4 C‘2

dim 3 D‘4 \

dim 2 C; D‘g S3

dim1 /c6 Gm/ \34/
I

dim 0 Cg G48 G96 G168

Remarque 10. Comme promis dans le paragraphe 3.1.3, on wva indiquer deux rigidifications
différentes d’une action d’un groupe fini sur les quartiques planes. On considére le groupe Cs.
A conjugaison pres, ce groupe peu étre plongé dans PGL3(k) de deux fagons différentes : comme
une matrice diagonnale avec les entrées proportionnelles a ((3,1,1) ou ((3,(3,1). Cela donne
deux rigidifications au sens de Lonsted.

Cependant, les quartiques planes lisses admettant la seconde rigidification ont toujours une
autre involution, donc le groupe d’automorphismes total contient Ss. C’est cet heureux phénoméne
qui rend possible une stratification naive par les groupes d’automorphismes pour les quartiques
planes lisses.

3.3.2 Familles représentatives

Dans ce paragraphe, on explique comment appliquer la descente de Galois aux extensions
de corps de fonction. Cela permet de déterminer les familles représentatives pour les strates du
théoréeme 4 (p. 37) avec |G| > 2. La proposition 12 (p. 37) montre que l'obstruction & la des-
cente est toujours triviale pour ces strates. Les constructions du théoréme 6 (p. 40) conduisent
a des familles qui paramétrisent les strates plus efficacement. Considérons le cas Dy4. La famille
F géométriquement surjective du théoréme 4 (p. 37) contient jusqu’a 24 prés-images pour l'ap-
plication fr et pour un point k-rationnel de Ms(k), en général, aucune de ces courbes n’est
définie sur k. Au contraire, pour les familles ci-dessous, d’aprés la proposition 12 (p. 37), 'ap-
plication fr est bijective et la courbe correspondant & un point k-rationnel de M3z(k) est défini
sur k. Comme dans le théoréme 4 (p. 37), on ne spécifie pas les conditions sur les paramétres qui
évitent les dégénérescences (i.e singularités ou groupes d’automorphismes plus gros). Cependant,
ces dégénérescences ont été prises en compte dans la stratégie d’énumération de [LRRS14].
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Théoréme 6. Soit k un corps de caractéristique p satisfaisant p = 0 ou p > 7. Les familles
représentatives pour les strates de quartiques planes lisses avec |G| > 2 sont les suivantes :

1. G=Dy :

(a+ 3)zt + (4a® — 8b + 4a)z®y + (12¢ + 4b)x>2 + (64> — 18ab + 18¢ + 2a*)x?y?

+ (12ac + 4ab)x?yz + (6bc + 20%)2?2% + (4a* — 16a%b + 8b* + 16ac + 2ab — 6¢)xy®

+ (12a%¢ — 24bc + 2a%b — 4b% + 6ac)zy®z + (36¢% 4 2ab® — 4a’c + 6bc)xy2?

+ (4b%c — 8ac? + 2abc — 6¢*)xz> + (a® — 5a’b + 5ab® + 5a’c — 5be + b? — 2ac)y?

+ (4ac — 12abe + 12¢* + 4a’c — 8be)yz + (6ac® + a*b? — 2b% — 2a3c + dabe + 9¢?)y?2*
+ (4bc® + 4b%c — 8ac®)yz® + (bPc — 3abc® + 3¢® + a*c? — 2bc%) 2t = 0

avec

ot + 22%y% + 2ax%yz + (a® — 20)2%2% + ay* + 4(a® — 20)y32
+ 6(a® — 3ab)y?2? + 4(a’ — 4a®b + 2b%)yz> + (a® — 5a3b + 5ab?)2* = 0;

2. G=C3 - 3z + y4 + ay222 + ayz3 + b2 =0 avec 232 + y4 + ayz3 +azt=0 ;
3. G=2Dg :art+yt+ 22 +aryz + by’ =0;
4. G283 23z + 132+ 2%y +axy? + 024 =0;

5. G=2Cq 2Pz +ayt +ay?2 + 24 =0,
6. G= G :ax* + (P +ayz? +az’)z2=0;
7G2Sy s at oyttt alay? 4 a2+ y22) = 0;

8. G=Cy 23y +132+2t=0;

9. G=Gyg 2+ (P — 23)2 =0;

10. G=Gog : 2t +y*+24=0;

11. (sip#7) G2 Ges : 23y + P2+ 232 =0;

Soit K une extension algébriquement close de k. Le point clef utilisé dans la preuve suivante
est que les courbes des familles du théoréme 4 (p. 37) ont toutes le méme groupe d’automor-
phismes G plongé comme sous-groupe de PGL3(K). A part pour le cas des strates de dimension
0, qui est une simple vérification, on procéde de la fagon suivante :

1. Le point clef cité précédemment implique que chaque isomorphisme entre deux courbes
de la famille est nécessairement induit par un élément du normalisateur N de G dans
PGL3(K). On considére alors l’action de ce groupe sur les familles du théoréme 4 (p. 37).

2. On détermine le sous-groupe N’ de N qui envoie la famille sur elle-méme. L’action de N’
se factorise en une action fidéle de @ = N'/G. Par des calculs explicites, il s’avére que @
est fini pour les familles du théoréme 4 (p. 37) lorsque |G| > 2. Cela montre en particulier
que ces familles sont déja quasi-finies sur ces strates.

3. On peut alors prendre le quotient par ’action finie de Q qui se fait au niveau des corps de
fonctions sur K, en utilisant la descente de Galois. Par construction, la famille résultante
est représentative.

Démonstration. Le cas G = Dy. La famille donnée par le théoréme 4 (p. 37) est 2% + y* + 2% +
ra’y? + sy?2? +t2222 =0 et N = D(K)g'g. L’action du groupe 3'3 induit une permutation sur
(r,s,t). L’action d’une matrice diagonale de coefficients A, i et 1 donne la courbe Mz? + pty? +
ANty + sy 22+ N2t2%0? = 0. Si A = p* = 1, on obtient une courbe qui est encore dans
la famille. Dans ce cas, les nouvelles valeurs des paramétres 7, s et ¢t sont u?\%r = +r, u?s = +set
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A2t = +t. Cette action supplémentaire est un génante et on va chercher a I’éliminer en modifiant
un peu la famille. On cherche pour cela & “déplacer” les paramétres vers z#, y* et z%. Dans cette
logique, on sépare ’étude selon I’annulation ou non des paramétres. En premier lieu, on remarque
que si deux paramétres sont nuls en méme temps alors le groupe d’automorphismes est plus large.
Par exemple, si s et ¢ sont nuls, alors G contient 'automorphisme (z,y, z) — (z,y, (4z) d’ordre
4. Ensuite, quitte & permuter les coordonnées, on peut supposer que s # 0 et t # 0. On se raméne
alors aux cas t = 0 ou non.
Sir =0, grace au changement de variables (z,y, z) — (%x, ﬁy, z) on obtient 1'équation :

1 1
ot Syt 2t a2 =0
12 52
Pour plus de simplicité, on la note rz + sy* + 2% + 2222 + 9222 = 0.
Sir # 0, le changement de variables (z,v, z) — (v/52, Vty, v/72), suivi de la division par rst,
appliqué au modéle initial, fournit 1’équation :

iaz‘l + iy4+ Lz4+1:2y2 22 422 = 0.
Tt TS st
Pour plus de simplicité on la note raz* + sy* + tz* + 229? + 3222 + 2222 = 0.

On traite d’abord le cas générique ra* + sy* + tz* + :1:2y2~—|— y?2? + 2222 = 0. ¢ présent,
N'ND(K) est inclus dans G. Ainsi, Q@ = N'/G est isomorphe a Ss. Le sous-corps des invariants
par Q de M = K(r,s,t) est L = K(a,b,c) avec a = r+s+t, b=rs+ st+tr et c= rst.
Le cocycle pour cette extension est obtenu par l’envoi d’une permutation de (r,s,t) sur sa
matrice de permutation associée en (x,¥, z). Un cobord est donné par I'isomorphisme (x,y, z) —
(x4 ry + r’z, 2 + sy + s?z, 2 + ty +t22). On note que ce morphisme est inversible dés que 7, s
et ¢ sont distincts. Cela n’est pas génant car sinon le groupe d’automorphismes serait plus gros.
En transformant I'équation ra? + sy* + tz* + 22y + 4?22 4+ 2222 = 0 par ce cobord, on obtient
le résultat voulu.

A présent, on traite le cas rat + sy* + 2! + 2222 + y?2? = 0. La encore N’ N D(K) est
inclu dans G. Cependant, S3 induit une permutation sur r et ¢. Ainsi, Q = N’/G est isomorphe
a Sy. Le sous-corps des invariants par Q de M = K(r,t) est L = K(a,b) avec a = r + t et
b = tr. Le cocycle pour cette extension est donné par ’envoi d’une permutation de (r,t) sur sa
matrice de permutation associée en (x,y, z) sur (z,z) laissant fixe y. Un cobord est donné par
Iisomorphisme (z,y, z) = (y +rz,y + sz,x). On note que ce morphisme est inversible dés que r
et s sont distincts. Cela n’est pas génant car sinon le groupe d’automorphismes serait plus gros.
En transformant I'équation ra? + sy* 4+ 24 + 222% + y?22 = 0 par ce cobord, on obtient le résultat
voulu.

Le cas G = Cs. On procéde de fagon un peu différente. Le but est de construire une famille
représentative directement a partir de 'action du groupe G sur les monoémes de degré 4. Le
groupe GG est engendré par ’élément « qui peut se représenter comme une matrice diagonale.
De cette fagon, la famille qu’on va construire ne contiendra que des mondémes stables par «, qui
sont les suivants :

3 3 4 3 2.2 3 .4
{x Y, 22,9,y 2y 2,Yz,2 }

Remarquons que puisque G conserve la famille & une constante prés, on aurait pu aussi considérer
les familles constituées des monémes

{:c4, zy3, xy?z, wy2?, :rz?’} ou {w2y2, z2yz, 33222}

mais ces deux derniéres n’engendrent que des formes réductibles. Pour cette raison, on ne les
prendra pas en compte. Ainsi, on part d’une équation :

kxdy + 1232 + my* + ryPz + sy?2? + ty2® 4 uzt = 0.
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Les éléments k,1,m,r,s,t et u appartiennent a K. A présent, on effectue des changements de
variables pour se ramener & une forme avec deux paramétres. Le couple (k,1) doit étre différent
de (0,0); sinon G contient 'élément (x,y,z) — ((ux,y,2) Vn € N. On effectue le changement
de variables (z,y, z) — (x,y, ky + 1z) pour éliminer le monome 23y et se ramener a 1’équation :

23z + my4 + ry?’z + sy2,z2 + tyz3 +uz = 0.

On peut supposer m # 0 sinon, la courbe est réductible. Grace au changement de variables
(x,y,2) = (x, %ﬁy, z), on obtient I’équation :

32+ y4 + 1Pz 4 sy?2? + ty2® + uzt = 0.

Puisque la caractéristique du corps K est différente de 3, le changement de variables (z,y, z) —
(7,9 + 52, 2z) permet d’éliminer le monéme Y3z et d’avoir :

23z + y4 + sy2z2 + tyz3 +uz = 0.

A ce stade 1a, on remarque que si t = 0, alors 1 : (z,y,2) = (Gz, —y, (42) € G et 1 est d’ordre
4. Cela permet d’affirmer que ¢ # 0. On sépare 1’étude selon que s = 0 ou non.

Si s =0, alors u # 0. En effet, si u = 0, alors v : (x,y, 2) = ((o,y,(§2) € G et v est d’ordre
9. On effectue alors le changement de variables (z,y,z) — (z, %y, %z), on pose a = # et on se
raméne au modéle en dimension 1 voulu.

Si s # 0, alors on effectue le changement de variables (z,y, z) — (z, %y, %z) et on pose a = st%
et b = u. On obtient le modéle en dimension 2 voulu.

A présent, on vérifie que la famille construite est représentative. Le normalisateur de G est

e 00
N = GlLg(K). Soit A= 0 r s € N. Pour que A conserve la famille, elle doit envoyer
0t u

le mondéme x3z sur lui-méme. On en déduit que ¢t = 0 et e3u = 1. De méme, r* = 1. Comme

il n’y a pas de terme g3z dans la famille, 3r3s = 0. On en déduit que s = 0. L’égalité des
coefficients devant les mondémes y222 et yz3 (resp. y23 et z4) entraine que r = u. Par conséquent,

C37’ 0 0
A= 0 r 0 |.Ainsi, N2 G. Le groupe Q est donc trivial dans PGL3(K) et par suite,
0 0 r

la famille construite est représentative.

Le cas G = Dg. La famille donnée par le théoréme 4 (p. 37) est ot 4yt 424 +ra2yz+sy?22 = 0
et N=T(K )84 En faisant agir les générateurs de S, sur la famille précédente, on constate que
ce groupe ne conserve pas la structure de la famille. On analyse alors l'action de T'(K). L’action
d’une matrice diagonale de coefficients ), 1 et 1 donne la courbe Mz +y*+ 22+ \2ra2yz+sy?22 =
0. Si A* = 1, on obtient une courbe qui est encore dans la famille. Dans ce cas, la nouvelle valeur
du paramétre 7 est Ar = 4. La valeur de s est inchangée. Il y a une famille sur L = K(r, s)
telle que les fibres (r, s) et (—r, s) soient isomorphes. On veut descendre cette famille sur K (a, b)
oll @ = 12 génére le sous-corps invariant par I’automorphisme o : r — —r et b = 5. C’est un
probléme de descente galoisienne pour le groupe () = Csy et I'extension de corps M D L, avec
M = K(r,s) et L = K(a,b). La courbe C sur M qu’on veut descendre sur L est donnée par
x4+ y* + 24 4 ra?yz + sy?2%2 = 0. On considére la courbe C7 : 2t + y* + 24 — rayz + sy?22 = 0
conjugué par o et lisomorphisme ¢ : C — C? obtenu par (x,y,z) — (iz,y,z). On n’a pas
0% p~! =id. Pour trivialiser ce cocycle, on a besoin d’une extension plus grande que L.

On choisit M’ > M avec M' = M(p) et p?> = r. Soit 7 un générateur d’ordre 4 du groupe
de Galois de I'extension M’ D L. De cette fagon, T se restreint a o sur I'extension M D L. On
obtient un cocycle de Weil sur 'extension M’ O L déterminé par l'isomorphisme C — C™ = C°
qui envoie (z,y, z) sur (ix,y, z). Le cobord correspondant est donné par (z,y,z) — (pz,y,z). On
effectue la transformation et on obtient :

prat + oyt + 2+ rpPalyz + sy?2? = axt + gt + 2t + az?yz + by?2? = 0.
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Le cas G = S3. La famille donnée par le théoréme 4 (p. 37) est w32ty -ty faxy? +bzt =
0 et N =T(K)S3. Aprés l'action d’une matrice diagonale de coefficients A, 1 et 1, on obtient la
courbe Mz3z + 132 + N22%y? + Aaxyz? + bz* = 0. Pour que ce soit un élément de la famille, il
faut que A3 = 1 et A2 =1, c’est a dire A = 1. Ainsi, seul S3 conserve la famille. Le groupe Q est
donc trivial dans PGL3(K). On n’a donc pas besoin d’adapter la vieille famille puisqu’elle est
géométriquement surjective et ne contient pas de fibre géométriquement isomorphe.

Le cas G = Cg. La famille donnée par le théoréme 4 (p. 37) est 3z +y* +ry?22 + 24 = 0 et
N = D(K). Apreés l'action d’une matrice diagonale de coefficients A, p et 1, on obtient la courbe
N3z + ptyt + p?ry?2? + 22 = 0. Si A2 =1 p* = 1, on obtient une courbe qui est encore dans
la famille. Dans ce cas 14, la nouvelle valeur du paramétre r est p?r = #+r. Il y a une famille
sur L = K(r) telle que les fibres sur r et —r sont isomorphe et on veut descendre cette famille
sur K(a), ot a = 72 génére le sous-corps invariant par I'automorphisme o : » — —r. C’est un
probléme de descente galoisienne pour le groupe ) = Cy et I'extension de corps M D L, avec
M = K(r) et L = K(a). La courbe C sur M que 'on veut descendre sur L est donnée par
23z + y* + ry?2% + 2* = 0. On considére la courbe C7 : 23z + y* — ry?22 4+ 2* = 0 conjugué par
o et lisomorphisme ¢ : C — C% donné par (z,y,z) — (z,iy,z). On n’a pas 7o~ = id. Pour
trivialiser ce cocycle, on a besoin d’une extension plus grande de L.

On prend M’ D M avec M' = M(p) et p?> = r. Soit 7 un générateur d’ordre 4 du groupe
de Galois de I'extension M’ D L. De cette fagon, T se restreint & o sur l'extension M D L. On
obtient un cocycle de Weil sur I’extension M’ D L déterminé par I'isomorphisme C — C™ = C?
qui envoie (z,y, z) sur (z,1y, z). Le cobord correspondant est donné par (z,y, z) — (z, py, z). On
effectue la transformation et on obtient :

P+ =t ayt + ey 42t =0

3z + p4y4 +rp

Le cas G = Gyg. On procéde de facon différente. Soit r € k, on écrit p,(y, 2) = y*+24+r22y2.
La famille donnée par le théoréme 4 (p. 37) est z* + p,(y, z) = 0. Un isomorphisme entre deux
courbes z* + p,(y,2) = 0 et z* + p(y,2) = 0 est de la forme (z,y,2) — (\z,41(y, 2), l2(y, 2))
avec f1 et fo linéaires, vu la structure du normalisateur. Les courbes sont donc isomorphes si et
seulement si les quartiques binaires p, et p,» sont équivalentes & un scalaire prés. On se raméne
ainsi au cas des quartiques binaires. Lorsqu’elles n’ont pas de racine multiple, elles sont classées
par leur j-invariant. Celui-ci est défini de la fagon suivante : j = 1728]3_17;7JQ avec [ et J des
générateurs de l'algébre des invariants des quartiques binaires (cf section 5.2.3). Le j-invariant
de p, est :

(r? +12)°
(r—2)%(r+2)*
Ainsi, le j-invariant de p, est bien défini lorsque r # +2. Or, pour ces valeurs de r, la quartique
xt 4+ pr(y,z) = 0 est singuliére. Ainsi, on peut totalement classer p, avec son j-invariant. Soit
a € k, on considére la quartique binaire g, = 2(y> + ayz? + az?). Lorsque a # 0 ou a # —27/4,
cette quartique correspond a une courbe elliptique de j-invariant :

j=16

_ 6912a
I T dat ot
On peut aussi exprimer a en fonction de j :
275
a=——.
4(1728 — j)

Dans ce cas, a toutes valeurs de j # 0 ou j # 1728 correspond une quartique de la forme g,. De
plus, deux quartiques binaires sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme j-invariants.
Ainsi, ¢, et ¢, sont équivalentes si et seulement si @ = o’. Pour finir, il reste & comprendre
pourquoi la courbe elliptique construite & partir de p, ne peut pas avoir de j-invariant égal a 0
ou 1728.
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— Le cas j = 1728 correspond a r = 46 ou r = 0. Si r = 0, la quartique plane x4+pr(y, z) =
2t + y* + 24 = 0 a pour groupe d’automorphismes Ggg. On sait que les quartiques
binaires sont classifiées par leur j-invariants. De plus, les courbes z* 4 p,(y,2) = 0 et
2% 4 p(y, z) = 0 sont isomorphes si et seulement si les quartiques binaires p, et p,s sont
équivalentes & un scalaire prés. En conséquence, r = 46 correspond aussi a une quartique
plane lisse qui a pour groupe d’automorphismes Ggg.

— Le cas j = 0. La quartique binaire (y3 — z?’)z a ce j-invariant. Ainsi, puisque p, est
équivalente & (3> —22)z (2 une transformation linéaire prés), % +ply, z = 0 est équivalente
az* + (y3 — 2%)2 = 0 qui a pour groupe d’automorphismes Gys.

Dans les deux cas, on retombe sur des quartiques ayant plus de 16 automorphismes. On peut
alors écarter ces deux cas.

Le cas G = S;. La famille F donnée par le théoréme 4 (p. 37) est #* + y* + 2* + r(2?y? +
2222 +9%2%) = 0 et N = G. Le groupe Q est donc trivial dans PGL3(K), ainsi on n’a pas besoin
d’adapter la famille originelle puisqu’elle est géométriquement surjective et que le morphisme fr
est injectif. O

D’apreés la proposition 12 (p. 37), s’il existe une famille représentative sur k pour une strate
donnée, alors le corps de modules est un corps de définition pour toutes les courbes de la strate.
Dans [AQ12], il est prouvé qu’il existe des R-points dans la strate Co pour lesquels la courbe
correspondante ne peut pas étre construite sur R. En fait, on suspecte que cet argument puisse
étre adapté pour démontrer que les familles représentatives pour cette strate n’existe pas méme si
k est un corps fini. Pour pallier a cela, on construit dans [LRRS14| une famille arithmétiquement
surjective sur les corps finis.

Proposition 13. Soient C une quartique plane lisse, sur un corps fini k de caractéristique
différente de 2, dont le groupe d’automorphismes est Co et o un élément qui n’est pas un carré
dans k. Alors C est k-isomorphe a une courbe de la liste suivante :

ot 4+ ex?y? + ayt + pyPz + by?2? + ey +dzt =0 avece=1,a et u=20,1

ot 4 2?yz +ayt + eydz + by F ey 4 d2t =0 avec e =0,1,

ot 4+ 22 (y? — az?) +ayt + bydz + ey’ + dyzd + ezt =0

Démonstration. Puisque le groupe d’automorphismes de C ne contient qu’une involution, elle
est définie sur k. Ainsi, en choisissant une base dans laquelle cette involution est une matrice
diagonale, on peut supposer qu’elle est donnée par (z,y,z) — (x,—y,z). Ce résultat montre
que la famille 2% + 22¢2(y, 2) + qa(y, z) du théoréme 4 (p. 37) est arithmétiquement surjective.
De plus, ¢2(y, z) # 0; sinon, d’autres automorphismes sur K existeraient. Pour conclure, il faut
distinguer les cas selon la factorisation de ¢a(y, ) sur k.

— Si g2 a une racine multiple, alors on peut supposer que ¢a2(y, z) = ry? avecr = 1 our = a.
On pose q4(y, z) = ay* + byPz + cy?2? + dyz> + ez*. Si b = 0, alors la démonstration est
terminée. Si b = 0, alors on le normalise & 1 en utilisant le changement de variable z — %z.

— Si g9 se factorise sur k, alors on peut supposer que ¢2(y,2) = yz. Si b = 0, alors la
démonstration est terminée. Si b # 0, alors on effectue le changement de variable y — Ay
et z — Az. cela transforme by?z en bA%y3z. De fait, on peut supposer que b = 1 ou a.

— Si gg est irréductible sur k, alors on normalise ¢2(y, 2) en 32 — az?. Cela donne la derniére
famille & 5 paramétres.

O

On a vu au début de la section 3.2 qu'une famille universelle existe pour la strate qui a
un groupe d’automorphismes trivial. De plus, comme M3(k) est rationnel (cf [Kat96]), cette
famille dépend de 6 parameétres rationnels. Cependant, aucune famille représentative (et donc
universelle) ne semble avoir été décrite. On se contente du résultat ci-dessous di & Bergstrom.
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Proposition 14. Soit C une quartique plane lisse sur k qui admet un point rationnel sur un
corps de caractéristique # 2. C est isomorphe & une courbe qui a une des formes suivantes :

m1m4 + m2x3y + m49102y2 + m6x2z2 + m7xy3 + $y2z + m11y4 + m12y3z + y222 + y23 =0,
miz?t + maxdy + maz®y? + mea?z2? + zy® + muy? + misy’z +y?2% +y2t =0,

mizt + maady + maxy® + mex?2? + muy® + migydz + 4222 +y2 =0,

m1x4 + m2x3y + m4:c2y2 + m6$222 + a:y3 + a:yzz + m11y4 + m12y3z + yz3 =0,

m1x4 + mgzc?’y + m4x2y2 + mG:BQzQ + a:yQZ + m11y4 + m12y32 + yz3 =0,

ot + moxPy + maxy® + mex?2® + moxy® + muyt + miay®z +y23 =0,

maz®y + maz®y® + meax®2® + mrzy® + muy' + migy’z +y2® =0,

3z + m4362y2 + m7xy3 + mgacyzz + :Uyz2 + mny4 + m12y32 + m13y222 + y23 =0,

32+ m4$2y2 + m7my3 + mgxy2z + m11y4 + m12y3z + m13y2z2 + yz3 =0,

zt + maz?y? + msryz + mray® + mszy?z + mayt + misy’z +y2t = 0.
Les coefficients m; appartiennent a k.

Démonstration. On note mq, ..., m15 les coefficients de la quartique C avec les monoémes ordonnés
de la fagon suivante :

3 2,2

{.’E4, $3y, Tz, ff??fa xzyza L2, $y37 33y22’7 f’«"y227 $23, y47 ?J327 y2227 yzga 24} (331)
La courbe C a un point rationnel P. Ainsi, quitte a translater le point P sur le point (0: 0 : 1)
puis effectuer une rotation de centre (0 : 0 : 1), on peut supposer que P = (0 : 0 : 1) et que
la tangente en P a la courbe est y = 0. Il en découle que mi5 = myp = 0 et myq # 0. Quitte
a diviser ’équation de C par mq4, on peut supposer que mi4 = 1. La preuve se divise alors en
plusieurs cas.

Cas 1 : mg # 0. On considére le terme mgz? (2% +m3/megzz). Ainsi, grace au changement
de variables z — z 4+ m3/(2mg)z, on peut supposer que mg = 0 sans modifier les conditions
précédentes. A partir de cette nouvelle équation, on considére le terme mex?(2% 4+ ms/mgyz).
Ainsi, grace au changement de variables z — z +mg/(2mg)y, on peut supposer que ms = 0 sans
modifier les conditions précédentes. A partir de cette derniére équation, on considére le terme
mez?(x? + mg/meyx). Ainsi, grace au changement de variables z — x + mg/(2mg)y, on peut
supposer que mg = 0 sans modifier les conditions précédentes. On insiste sur le fait que 'ordre
des changements de variables est crucial. Si on ne le respecte pas, on réintroduit des coefficients
non nuls éliminés auparavant. A présent, ’étude s’organise en fonction de la nullité de mg ou
mis.

1. Si mg et my3 sont tout deux non nuls, alors on peut choisir mi3 = mg = 1. Pour cela,
on effectue le changement de variables (z,y,z) — (mi3z, mgy, migmsz). Les coefficients
respectifs de 22z, y?22 et y2® deviennent tous égaux 4 m3;ma. On divise alors par m$;mg
et on obtient le premier modéle.

2. Simg =0, mis # 0 et my #£ 0, alors on peut transformer mq3 et m7 pour obtenir mi3 =
my7 = 1. Pour cela, on effectue le changement de variables (z, y, z) — (mi3z, mry, migmzz).

Les coefficients respectifs de zy?, y?22 et y2z3 deviennent tous égaux & m$zm#t. On divise
alors par m3;ms.

3. Simg =0, mz # 0 et my = 0, alors on peut poser mi3 = 1. Pour cela, on effectue le
changement de variables z — m13z et on divise par m3;.

4. Simg # 0, mi3 = 0 et m7 # 0, alors on peut poser mg = m7 = 1. Pour cela, on effectue

le changement de variables (z,v,z) — (m2x, m3y, m3mzrz). Les coefficients respectifs de

zy?z, 2y et yz3 deviennent tous égaux a mgm3. On divise alors par mam?3.
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5. Si mg # 0 et mi3 = my = 0, alors on peut poser mg = 1. Pour cela, on effectue le
changement de variables (z,v,z) — (z,msy, msz) et on divise par mg.

6. Si mi3 = mg = 0 et my # 0, alors on peut poser m; = 1. Pour cela, on effectue le

changement de variables (x,y, z) — (mix, m3y, my1z) et on divise par m?.

7. Si mi3 = mg = mq = 0, alors on a le septiéme modéle de la proposition.

Cas 2 : mg = 0 et mg # 0. On considére le terme mgz3(z + my/maz). Ainsi, grace au
changement de variables z — z + mj/mgx on peut supposer que m; = 0 sans modifier les
conditions précédentes. A partir de cette nouvelle équation, on considére le terme max(z +
ma/mgy). Ainsi, grace au changement de variables z — z+msg/m3y, on peut supposer que mg = 0
sans modifier les conditions précédentes. A partir de cette derniére équation, on considére le terme
max?z(x+ms/may). Ainsi, grace au changement de variables x — x+ms5/m3y, on peut supposer
que ms = 0 sans modifier les conditions précédentes. La encore, I'ordre des transformations est
trés important.

8. Si mg # 0, on peut normaliser mg et mg a 1. Pour cela, on effectue le changement
de variables (z,y,2) — (m3z, msy,m3z). Les coefficients respectifs de 2%z, zyz? et yz3

deviennent tous égaux a mgmg. On divise alors par mgmg.

9. Si mg = 0, on normalise mg & 1. Pour cela, on effectue le changement de variables
(z,y,2) = (xm3, m3y, m3z) et on divise par m3.

Cas3: mg=0et mg=0.4a

10. Sim;y # 0, alors on peut le normaliser & 1. Pour cela, on effectue le changement de variables
(z,y,2) = (zm1, m?y, m12) et on divise par m}. On suppose alors que mg = my3 = mg =
0. Pour cela, on considére le terme y(mgz 2% +23). Ainsi, grace au changement de variables
z — z + "%z on peut supposer que mg = 0 sans modifier les conditions précédentes. A
partir de cette nouvelle équation, on considére le terme y(z3 + my3yz?2). Ainsi, grace au
changement de variables z — z + "2y, on peut supposer que mi3 = 0 sans modifier
les conditions précédentes. A partir de cette nouvelle équation, on considére le terme
2% + mox3y. Ainsi, grace au changement de variables x — = + 2y, on peut supposer que
mg = 0 sans modifier les conditions précédentes.

La preuve est ainsi terminée car il reste le cas m; = mz = mg = mig = m15 = 0 qui correspond
a une quartique réductible. ]

Bergstrom a aussi déterminé des modéles sans point rationnel, mais ils dépendent de 9 para-
métres. En utilisant la borne de Hasse-Weil-Serre, on montre que lorsque k est un corps fini de
cardinal > 29, les modéles de la proposition 14 (p. 44) constituent une famille arithmeétiquement
surjective de dimension 7, c’est & dire une de moins que la dimension de I'espace de modules.

Sur les corps fini k de caractéristique > 7 avec |k| < 29 il y a toujours des courbes sans
point rationnel (cf [HLT05]). Les expériences de [LRRS14] ont montré qu’a I'exception d’un cas
particulier, toutes ces courbes ont un groupe d’automorphismes non trivial. De cette fagon, elles
apparaissent déja dans les familles non génériques. La quartique plane lisse exceptionnelle sans
point sur Fq1 est la suivante :

7ot + 323y + 10232 + 1022y? + 1022y 2 + 62222 + Toyz
+ayz? + 4z2% + 9yt 4 5y 2 + 8222 4+ 9y + 921 = 0.



Troisiéme partie

Espace de modules en genre 2
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Chapitre 4

Introduction aux invariants et
covariants.

4.1 Motivation

La théorie des invariants a des racines profondes. En 1773, J.L. Lagrange a remarqué que

le déterminant d’une forme quadratique binaire est invariant par les transformations linéaires
du type (z,y) — (¢ + Ay,y). Aux alentours des années 1800, Carl F. Gauss s’est intéressé
au probléme général de l'invariance d’une forme binaire & coefficients entiers sous ’action du
groupe spécial linéaire. En 1843, George Boole a posé les bases de la théorie des invariants. Dans
le seconde partie du 19e siécle, la théorie des invariants s’est enrichie, notamment grace & Sir
Arthur Cayley, James J. Sylvester, Felix Klein. Elle connait un point culminant avec la preuve
de Paul Gordan : celui-ci prouve, en exhibant un algorithme et sa preuve de terminaison, que
’algebre des invariants des formes binaires (sous 'action de SLa(C) ) est de type fini. Cependant,
la recherche classique menée jusqu’a alors sur les invariants s’est arrétée brutalement & la fin du
19e siécle. Cette rupture est due a la preuve de David Hilbert : il a démontré par raisonnement
pur et non effectif que l’algébre des invariants des formes n-aires (sous 'action de SL,,(C) ) est de
type fini. Cette preuve n’a pas eu qu’'un effet sur la théorie des invariants mais aussi un effet sur
les mathématiques en général. En effet, elle est & I'origine des approches algébriques abstraites qui
ont caractérisées une grande partie des mathématiques du X X ¢ siécle et qui ont complétement
discrédité 'approche calculatoire, autrefois dominante. Cependant, & partir des années 1955,
de nombreux travaux de mécanique des milieux continus ont abordés ces questions de calculs
effectifs. Puis, vers les années 1970, des résultats complets ont été établis essentiellement par des
procédés géométriques élémentaires. Dans les années 80, du fait de I’émergence de I'informatique,
il y a eu un regain d’interét pour les questions relatives aux calculs effectifs sur les algébres
d’invariants ou de covariants, en particulier la recherche d’un systémes de générateurs pour celles-
ci. Pour les formes binaires, qui sont notre principal intérét ici, les approches ont essentiellement
repris et amélioré une méthode plus tardive due & Hilbert (qui 'avait exhibée suite aux critiques
envers ses raisonnements “théologiques”). Ainsi, Brouwer et Popoviciu ont obtenu un systéme de
générateurs d’invariants de forme binaire de degré 9 et 10. Olive et Lercier ont réussi a calculer
une famille génératrice pour les degrés 9 et 10. Ils s’appuient quant & eux sur une relecture de la
méthode originelle de Gordan.
Il est & noter que tout ces travaux sont valables sur un corps de caractéristique 0. Le probléme
des petites caractéristiques (par rapport au degré de la forme) n’a, & notre connaissance, été
abordé que récemment dans la thése de Basson [Basl5|. Nous apporterons dans le chapitre 5
quelques nouveaux exemples et résultats a ce sujet.

49
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4.2 Définitions

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p ainsi que n et m deux entiers > 1.
On note V' = k™ l'espace vectoriel avec la base (z1,...,Zm), et S™(V) l'espace vectoriel, de
dimension n + 1, des formes homogénes m-aires de degré n en (x1,...,Z;,). Dans le cas m = 2,
on parle de forme binaire et on note (z,z) la base de V. Lorsque n = 0, on pose S°(V) = k.
L’action d’un sous-groupe G de GL,, (k) sur V est donnée par :

m m m
M.(x1,...,2m) = ( E aijxj) T ( g A15Tjy .y E ij%'),

pour tout M = (ai;)ij € G et (x1,...,2y) € V. On en déduit une action de G sur S*(V) :
(M.f)(x1,. .., zm) = fF(M . (21,...,2,)) pour tout f € S*(V) et M € G.
On introduit les notions d’invariants et plus généralement de covariants d’'une forme m-aire.

Définition 18. Soient r et n deux entiers strictement positifs et G un sous-groupe de GLy, (k).
— Une fonction polynomiale homogéne q : S™(V)) — S"(V') de degré d est un covariant de
degré d et d’ordre v s’il existe w € Z tel que pour tout M € G et tout f € S™(V), on a :

q(M.f) = det(M)™* - M.q(f).

L’entier w est appelé le poids du covariant q.
— On appelle invariant (relatif) les covariants d’ordre 0.
— On appelle invariant absolu le quotient de deuz invariants de méme degré.

Dans la suite, on identifiera un covariant (qui est ici une application) avec son image sur
une forme f de coefficients génériques. Il s’agira donc d'un polynéme q(f, (x1,...,2,)) en les
coefficients des formes homogénes m-aires de degré n et en les x; tel qu’il existe w € Z pour
lequel

qM.f,M.(x1,...,2,)) =det(M)™ - q(f, (z1,...,2,))
pour tout M € G.

Exemple 7. Pour tout sous-groupe G de GLy, (k) :
— Si I est un invariant de f, alors pour tout M € G, I(M.f) = det(M)“I(f).
— f e S™(V) est un covariant de degré 1 et d’ordre n.
— St m = 2, alors le discriminant d’une forme binaire f = [ (cux, Biz) de degré n, en
caractéristique p # 2, est un invariant de degré 2(n — 1), défini par :

A(f) = H(Oézﬂj — a;B)°.

1<j
On définit la notion de systéme générateur.

Définition 19. Soient f une forme binaire et {qi(f),...,q.(f)} des covariants (resp. invariants)
de f. On dit que {q1(f),...,qn(f)} est un systéme générateur de l’algébre des covariants (resp.
invariants) si on peut exprimer tout covariant q (resp. invariant) de f comme un polynéme en
les qi(f),.-.,qn(f). Le systéme est minimal si on perd cette propriété en retirant un élément de
la liste.

Dans la littérature sur les formes binaires, l'action de GLga(k) est souvent remplacée par
l'action de SLga(k). Nous allons voir ci-dessous que les notions de covariants sont identiques
pour ces deux groupes. Tout d’abord, pour qu’un covariant de degré d et d’ordre r soit dé-
fini, r — nd doit étre pair (considérer 'action de la matrice —I3). En lien avec notre probléme
de classification des courbes hyperelliptiques & isomorphisme prés, on doit considérer I'action
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de GLy(k). Lorsque k est algébriquement clos, I'action de PGLgy(k) s’identifie avec I’action de
PSLa(k) = SLa(k)/{Id, —Id}. En analysant l'action de SLa(k), les déterminants valent 1. Ainsi,
le poids des covariants n’est plus important. On considére alors I’algébre des covariants, C,, (resp.
des invariants, Z,,) pour les formes binaires de degré n sous 'action de SLa(k). Nous avons le
lemme suivant :

Lemme 3. Les notions d’invariants et de covariants coincident pour ces deuz groupes.

Démonstration. Tout covariant sous l'action de GLa(k) est un covariant pour celle de SLa(k).
Bien que moins évidente, la réciproque est vraie : si g est un covariant de degré d et d’ordre r
sous l'action de SLa(k), alors

q(Ala.f) = q(A™" f) pour une matrice scalaire Als.

D’autre part, g est un polynéme homogéne de degré d en les coefficients de f d’ou :

g\ f) = A7g(f).
Pour M € GLa(k), on a M’ = M/v/det M € SLa(k). On en déduit que :

g(M.f) = q((\/det MI).(M'. f)) — (Vdet M)~"dq(M'.f)
= (Vdet M)™™ M’ .q(f) = (Vdet M)~ (v/det M)~" M’ .q(f).
Enfin, puisque M'.q(f) est un polynome homogeéne de degré r, on obtient :
(Vdet M)™"M'.q(f) = (Vdet MI3).(M".q(f)) = (Vdet MI.M").q(f) = M.q(f).

Au final, on a :
g(M.f) = (det M)~ "5 M.q(f).

Autrement dit, ¢ est un covariant pour GLa(k) de poids (nd —r)/2. O

4.3 Invariants et courbes hyperelliptiques

On considére une courbe C hyperelliptique, hyperelliptiquement définie sur k (k étant algé-
briquement clos, ceci n’est pas une restriction ), de genre g > 2, d’équation affine y? = f(z) ot
f est un polynoéme séparable de degré 2g+1 ou 2g+2. En homogénéisant les coordonnées pro-
jectives pondérées de poids (1,g-+1,1), on obtient une équation y?> = f(z,z). Le polynome
f est vu comme un polyndéme de degré 2g—+2; on prend en compte une “racine a l'infini”
lorsque deg(f) = 2g+1. Un isomorphisme entre C et C’ est donné par un couple (M,e)? ou
M = ( Z Z ) € GLy(k) et e € k*. On associe 'isomorphisme (z,y, z) — (azx + bz, ey, cx + dz)
a un tel couple. La représentation d’un tel isomorphisme est unique a 1’équivalence prés (M, e) =
(AM, X8 F1e) pour A € k*. Comme k est algébriquement clos, on peut toujours supposer que
e = 1. Ainsi, deux courbes hyperelliptiques sont isomorphes sur k si et seulement si leur po-
lynéme sont GLg(k)-équivalents. De plus d’aprés un résultat de [MF82, p. 78|, les polynomes
hyperelliptiques f et f’ de C et C’ sont GLa(k)-équivalents si et seulement s'il existe A € k tel
que I(f) = AI(f"), pour tout I € Zs g +2 homogéne de degré d. Ce constat motive la définition
suivante :

Définition 20. On appelle invariant de la courbe C d’équation y*> = f(x, 2), les invariants de la
forme binaire f.

1. cf section 2.1.1
2. cf [LRS12, sec. Application to isomorphisms of hyperelliptic curves.]
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Proposition 15. Deuz courbes hyperelliptiques C et C' sont isomorphe sur k si et seulement si
elles ont les mémes invariants absolus.

Ceci n’est bien str plus vrai si k n’est pas algébriquement clos sinon, les algorithmes sur les
tordues présentés plus haut n’auraient pas d’intérét.

Démonstration de la proposition 15 (p. 52). Puisque C et C’ sont définies sur k qui est algébri-
quement clos, elles sont hyperelliptiquement définies sur k. Supposons que C et C’ soient iso-
morphe alors leur formes binaires associées f et f’ sont équivalentes. On rappelle que f et f’
sont des formes binaire de degré 2g+2. Ainsi, il existe une matrice M € GLy(k) et un scalaire
A € k tels que f/ = AM.f. Soit j un invariant absolu de des formes binaires de degré 2g+2.
Alors il existe I et J € Zog 12 de méme degrés d tels que j = § Ainsi,

IAM.f) A2t dqet(Ar) =+ DA (f)
JOAM.f) — A2&+2)d det(M)~(9+1)dJ( f)

J(f) =J(AM.f) = =J(f)
Donc C et C' ont les mémes invariants absolu.

Réciproquement soit {Ig,,...,Iq,} un systéme générateur de I’algébre des invariants Zoz o
ou Iy, sont de degrés d; pour tout ¢ € {1,...,n}. Soit i € {1,...,n}, on chercher & montrer qu’il
existe A € k tel que I(f) = A% 1,4, (f'). Soit D le discriminant de la forme binaire de degré 2 g +2.
On note d son degré. Puisque f et f’ sont des polynomes hyperelliptiques, D(f) (resp; D(f"))
est non nul. Pour tout i € {1,...,n}, Idif(ff)) (resp %) est un invariant absolu de f (resp. f’).
Ainsi,

() ()
D(f)  D(f)

On pose A = {/ ll))((;,)) Ainsi, on obtient Iy, (f) = A4 (f). O

Lorsque le discriminant D de degré d est un des éléments d’un systéme générateur minimal
{laq,,...,14,} alors

Id/ pged(di,d) 1Y pgcd(dn,d)
{2 o }
Ddi1/pged(did)’ """ Ddn/ pged(dn,d)

est une liste d’invariants absolus pour toutes les courbes hyperelliptiques. C’est le cas en genre 2
(section 5.1.3). En genre 3, le discriminant ne fait plus partie d’'un systéme générateur minimal
et on travaille donc avec des invariants absolus en notation “projective”. L’article [LR12, sec
1.4] présente un algorithme permettant de trouver un représentant canonique de la classe des
invariants.

Remarque 11. Lorsque m = 3, on parle de forme ternaire. L’algébre des invariants n’est connue
que pour les formes de degré 2,3 et 4. Nous n’utiliserons dans la suite que le résultat en degré 4.
Un systeme de générateurs de l’algébre des invariants est donné par les invariants de Dizmier-
Ohno. Dizmier a d’abord calculé des invariants primaires (i.e. algébriquement indépendants) et
Ohno a enrichi ce travail par un systéme générateur. Ces résultats ont été implémentés en magma
par Kohel. A une forme ternaire f de degré 4, on associe naturellement une quartique plane
C: f =0 deP?. La caractérisation des isomorphismes (voir section 1.3) pour les courbes planes
lisses de degré supérieur a 4 montre que deux quartiques planes lisses C : f =0 et C': f' =0
sont isomorphes sur k si et seulement s’il existe M € GL3(k) tel que M.f = f'. Ceci est utilisé
dans 'annexe C pour l’'énumération des classes d’isomorphisme en genre 3.



Chapitre 5

Calcul d’invariants et de covariants a
partir de la courbe

A présent, on va présenter des méthodes de calcul explicite d’invariants. Dans ce but, on
note k un corps algébriquement clos de caractéristique p # 2 et C une courbe hyperelliptique
d’équation affine y? = f(z).

5.1 Résultats classiques

5.1.1 Caractéristique nulle

En caractéristique nulle, 'algeébre des covariants C, et celle des invariants Z,, ont été étudiées
dés la moitié du XIX™¢ siécle. Sous le nom de Uberschiebung, Clebsch et Gordan ont intro-
duit I'opération principale permettant de créer des nouveaux covariants. Dans cette étude, on
appellera "transvectant" cet opérateur. Soient :

— 1 et j deux entiers distincts,

— (@i, 2i) et (z;,2;) des bases de deux copies V; et V; de V = k2,

— ();; Vopérateur différentiel
00 896
YOm0z Om; 0z
Cet opérateur est appelé 'opérateur différentiel de Cayley. Soient r;,7; > 0 des entiers, f; €
STi(V) = S"i(Vi) et f; € S (V) = S™ (V). On définit opérateur différentiel* suivant :

Q

Définition 21. Le transvectant d’indice h, noté (,)n, est Uapplication S™(V;) x S"i(Vj) —
Sritri=2h (V) définie par :

— B)(r; — h)!
T’Z‘!T‘j!

(fir fi)n = (7 (QZ (fi(%%i)-fj(%ﬂj)))

(@i,2i)=(;,2))=(x,2)

2

Exemple 8. Soit f = asx® + ajxz + agx?, on calcule le transvectant d’indice 2 de f avec

elle-méme :

(f:1)2 = 3 (0 f0-, = 02, 10-,1)°)

(@i,2:)=(2;,2j)=(2,2)

(0% 0% f + 0% f0% f = 202, f02 . f)
@ J J z B (mi’zi

)=(xj.2;)=(z,2)

DO = = ] =

(072 fO% f — (92.)%)
1

=3 (a3 — 4apas).

1. ou la composition est notée multiplicativement

93
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On se rend compte que ce transvectant correspond au discriminant de la forme quadratique binaire
f, a un scalaire pres.

De facon générale, le transvectant permet d’engendrer un covariant & partir de 2 covariants
initiaux, comme 1’énonce la proposition suivante.

Proposition 16. Le transvectant d’indice h de deux covariants de degré dy, do et d’ordre r1, ro
est un covariant de degré di + dg et d’ordre r1 + ro — 2h.

Ce résultat se retrouve bien dans I'exemple précédent.

Réciproquement, il est remarquable que tout covariant d’une forme f s’obtienne par des
calculs de transvectant successifs a partir de f, pour des ordres de transvection inférieurs au
degré de la forme f. De cette observation, Gordan déduit son résultat de finitude en exibant des
relations algébriques entre les transvectants.

Théoréme 7. [Gor68]. Les C-algébres C,, et I, sont de type fini.

a partir du covariant fondamental f, la méthode de Gordan consiste & itérer 'opération de
transvection sur f, en caractéristique 0. Le but est alors de créer un systéme de générateurs pour
les invariants et les covariants. Par cette approche, des familles finies de générateurs des algébres
Cn et I, pour n = 2,...,6 et pour Zg ont été déterminées lors de la seconde moitié du XI1X™¢
siécle. L’algébre des covariants Cg est engendré par 21 covariants calculés par transvectants
sucessifs (cf. [Cle72, p.296]) et 5 invariants A, B, C' D et R. Ces derniers peuvent étre calculer
de la fagon illustrée dans la figure 5.1 (p. 55).

Remarque 12. Pour les degrés supérieurs, Shioda a effectué une description compléte de [’al-
gébre Ig en 1967. Suite aux travaus de Dizmier (1985), Lazard (1988) et Bedratyuk (2005), des
générateurs fondamentaux de Iy ont été donnés. Les générateurs pour les degrés 9 et 10 ont été
construits par Brouwer et Popoviciu en 2010. En ce qui concerne les algébres de covariants des
formes binaires de degré 9 et 10, Lercier et Olive ont fourni des familles génératrices minimales
en 2014 en améliorant la méthode de Gordan.

5.1.2 Caractéristique non nulle

Les résultats évoqués précédemment ont été obtenus pour des formes définies sur C et reposent
essentiellement sur le caractére linéairement réductif du groupe algébrique SLo(C). Bien que
la situation soit plus délicate en caractéristique positive, certains résultats valables en toute
caractéristique existent. En effet, un résultat de Geyer (1974) établit que 'algébre Z,, sur un
corps de caractéristique p est essentiellement identique & celle sur C pour p > n. Il n’est pas trés
compliqué de retrouver Zy en caractéristique 3 (cf. [Basl5, sec. 2.10.2]). Igusa (1960) définit 5
invariants qui conviennent en toute caractéristique pour décrire ’algébre Zg. Il se base sur les
invariants de Clebsch des sextiques binaires sur C connus depuis le XIX® siécle. Dans sa thése,
Basson a déterminé un systéme générateur de séparants (voir définition 27 (p. 61)) pour Zg pour
les caractéristiques 2,3 et 7 et en a conjecturé un pour p = 5. Le cas des covariants est un peu
plus délicats. Par exemple, le cas de Cg en petite caractéristique est encore ouvert. En effet, nos
calculs ont fait apparaitre un covariant d’ordre 2 et de degré 1 en caractéristique 5, ainsi qu'un
covariant d’ordre 4 et de degré 1 en caractéristique 3. Ils ne sont pas la réduction d’un covariant
sur C.

Remarque 13. Le résultat de Geyer pour p > n ne permet malheureusement pas d’affirmer
qu’un systéme de générateurs valable en caractéristique 0 (engendré par la méthode de Gordan)
le reste me caractéristique p. Ainsi en degré 8, des arguments supplémentaires sont nécessaires
dans [LR12] pour montrer que le systéme générateur de Shioda le reste en caractéristique > 7.

Dans la section 5.2, on montrera que, dans le cas de Zg, les résultats de Geyer sont encore
valables en caractéristique 3 et 5 ce qui permet de retrouver les résultats d’Igusa pour Zg. Nous
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FIGURE 5.1 — Générateurs pour 'algébre Cg en caractéristique 0
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avons également tenté d’appliquer la méthode de Geyer pour les covariants Cg mais les calculs
restent prohibitifs. Limitant nos ambitions au cas du degré 4, nous avons alors obtenu des résultats
nouveaux pour l’algébre des covariants en caractéristique 3.

5.1.3 Le cas du genre 2

On va définir les invariants qui serviront dans le chapitre 6 pour la reconstruction de courbes &
partir de leurs invariants. On va notamment définir les invariants d’Igusa ainsi que les invariants
absolus de Cardonna Quer que nous appellerons les g,-invariants.

5.1.3.1 Les invariants d’Igusa

On définit un systéme générateur de Zg valable en toute caractéristique diffférente de 2.
Les résultats sont présentés sans preuve car les démonstrations ont été développées dans 'ar-
ticle [Igu60]. Bien qu’on ne traite pas ce point, Igusa a aussi défini des invariants valables en
caractéristique 2.

Soit f une forme sextique. On écrit f de la fagon suivante : f = ug [[(x — x;). Igusa ([Igu60,
p.620]) définit les invariants de f comme des expressions symétriques en les racines suivantes :

2

*( 3)? (w4 — 25)* (24 — 6) (25 — m6)°

)*(

) (@ (z2 — x3)

_Uo Z T — x2)2 (x1 — $3)2(£L'2 — $3)2(m4 — :v5)2(m4 — x6)2(m5 — x6)2(m1 — x4)2(m2 — :E5)2(m4 — x¢)
).

2

Les trois premiéres sommes sont telles que les expressions sont symétriques : la premiére somme
a 15 facteurs, la seconde 10 et la troisiéme 60. Ces invariants peuvent étre exprimés en fonction
des coefficients de f grace aux formules suivantes (cf. [Mes91, p. 319]) :

A =—-1204

B’ = — 720A% 4+ 6750B

C' = 8640A4% — 108000AB + 202500C

D' = — 62208 A% + 97200043 B 4 1620000A42C — 3037500AB? — 6075000BC — 4556250D.

Les éléments A, B, C' et D sont ceux de la figure 5.1 (p. 55) présentée précédemment. Enfin, des
facteurs parasites, en petite caractéristique, sont éliminés en considérant des nouveaux invariants
de méme degré obtenus par combinaisons linéaire. Ainsi, les invariants d’Igusa (|Igu60, p.621,622|)
sont définis de la fagon suivante :

Définition 22. Soit C une courbe hyperelliptique de genre 2 d’équation y* = f(z) Les invariants
d’Igusa de C s’expriment de la fagon suivante :

Jo(C) =273 A/

Jy(C) =27 -3714J3 - B))

Js(C) =279372(8J5 — 160.J5J4 — C")
Js(C) = (J2J6 —J)

Jio(C) =2 12D’

Ces résultats ont servi & implémenter la fonction formal_igusa_invariants de l’annexe A.2.
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5.1.3.2 Les gy-invariants

Cette partie s’inspire des résultats de [CQO05]. Comme dans cet article, on définit un triplet
d’invariants absolus algébriquement indépendants (les g,-invariants). Ceux-ci permettent de pa-
ramétriser 'espace de modules et par suite, de reconstruire une courbe C de genre 2 ayant ces
invariants. Ce point sera ’objet du chapitre 6.

Définition 23. On appelle g,-invariants de C, les invariants absolus définis a partir des inva-
riants d’Iqusa de C de la fagon swivante :

1. 81 Jo(C) # 0 alors

_ J3(0) _ J3(C)Au(C) _ J3(€)Js(C)
gl<c) - J120<C)’ 92( ) - 2J10(C) et 93(0) - 2J10(C) .
2. 81 J2(C) =0 et J4(C) # 0 alors
_ _ Ji©) _ J1(0)Js(C)
gl(c) =0, g?(c) - J120(C) et 93(6) - JIO(C) :
3. 8i J2(C) =0 et J4(C) =0 alors
_ _ _ J(©)
91(C) =0, g2(C) = 0 et g3(C) = Jlgo(c)-

Grace a la proposition 15 (p. 52), il est naturel de définir I’application suivante :

@ : Mz(k) — k3.
[C] - (gl(c>792(c)793(c))

Cette application n’est pas & proprement parler introduite dans [CQO05]. Nous ’avons introduite
afin de rendre explicite le plongement de Ms(k) dans k3.

Proposition 17. ¢ est une bijection.
Avant d’expliquer cette proposition, on va démontrer le lemme suivant :

Lemme 4. Soit C une courbe de genre 2. Les invariants absolus de C peuvent s’exprimer comme
fractions rationnelles des invariants d’Iqusa de C.

Démonstration. Soient I(C) un invariant absolu de C, J2(C), J4(C), Js(C) et J10(C) les invariants
d’'Igusa de C et R(C) un invariant de degré 15. Sachant que J2(C), J4(C), Js(C), J10(C) et R(C)
générent tous les invariants de C, I(C) peut s’exprimer comme une fraction rationnelle de J2(C),
Ji(C), Js(C), Jio(C) et R(C). Or, R(C) est le seul invariant de degré impair de la liste. En
conséquence, il ne peut apparaitre qu’'avec une puissance paire dans I(C). De plus, R(C)? peut
étre exprimé comme polyndéme homogene en les J2(C), Ju(C), Js(C) et Jio(C) (cf. chapitre 6).
Ainsi, I(C) s’écrit comme une fraction rationnelle de J5(C), J4(C), Js(C) et J1p(C). O

Démonstration de la proposition 17 (p. 57). On va démontrer I'injectivité de cette application.
La surjectivité fait ’'objet du chapitre 6. Soient C et C' deux courbes de genre 2 telles que

(91(C), 92(C), g3(C)) = (91(C), g2(C’), g3 (C")).

Pour prouver que [C] = [C'], on montre que C et C' ont les mémes invariants absolus. D’aprés
le lemme 4 (p. 57), les invariants absolus de C peuvent s’exprimer comme fractions rationnelles
des invariants d’Igusa de C. Ainsi, il suffit de déterminer A\ € k tel que J;(C) = A'J;(C’) pour
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i € {2,4,6,10}. Les autres cas se traitant de fagon analogue, on développe seulement le premier

cas : 5 3
70 = S8 ) = ZEHO

— J(C)’
__ 10 Jlo(c)
A= \/ Jio(C')

s/ J10(C) _ J(C)

Jio(C)  J(C)

200 T
ct €)= 2000E).

On pose :

Comme ¢1(C) = g1(C’), on obtient :

Ainsi, Jo(C) = A2J2(C") et J1o(C) = A0 J10(C"). Sachant que go(C) = go(C’) et g3(C) = g3(C'), les
égalités Jy(C) = MNJ4(C’) et Jo(C) = A8J5(C’) se vérifient aisément. L’injectivité de I’application
est alors établie. O

Grace & cette proposition, My(k) s’injecte dans k3 via les g,-invariants. & premiére vue, il
n’est pas évident que des invariants absolus définis sur k£ garantissent qu’on puisse trouver un
ensemble de générateurs correspondants Jo, Ju, Js, J10, £ € k engendrant ces g,-invariants. Le
lemme suivant prouve l'existence de tels invariants.

Lemme 5. Pour tout point [C] € Ma(k), il existe des invariants définis sur k qui donnent les
gy-invariants de [C].

Démonstration. Soit :

(91791927g%g%ag%)a si g1 7é 07
(0,92, 9293, 93), sigr =0, g2 #0,

Jo, Ja, Jg, J1g) = )

( 2 7o 10) (0707932;79??)7 S1 91292:07937&07
(0,0,0,1), sigr =g9=g3=0.

Avec ce choix, on obtient les bonnes valeurs des g,-invariants de [C]. On peut aussi choisir R
de telle sorte qu’il soit défini sur k. Puisque R? s’exprime comme combinaison algébrique des J;
(cf. proposition35 (p. 97) pour 'expression exacte), R est de la forme vdRy avec Ry, d € k. Soit
r = v/d, on construit un autre ensemble d’invariants équivalent au premier et définis sur k :

(J5, Jh, Jo, Jio, R) = (r2Jo, v Jy, 8 Jg, v 010, r15 R)
= (dJ27 d2J47 d3J67 d5J107 dGRO)‘

O

La fonction g2_to_Igusa_invariants de l’annexe A.2 est une implémentation sage de cette
méthode.

5.2 Approche de Geyer-Sturmfels

Exceptés les quartiques (cf. [Basl5, sec 2.10.2]) et les invariants d’Igusa pour les sextiques,
on ne connait pas de systéme générateur pour les invariants en toute caractéristique. Grace a
des réductions astucieuses et de nombreux calculs, Basson a exposé dans sa thése un systéme de
“séparant” 2

caractéristiques > 11, elles sont connues par les résultats de [LR12|. Afin d’obtenir de nouveaux

qu’il conjecture étre générateur en caractéristique 3 et 7 pour les octiques. Quant aux

2. id.e. : qui sépare les orbites (cf définition 27 (p. 61))
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résultats pour les covariants, on va mettre en place une méthode de calcul totalement différente
en suivant [Gey74] et [Stu08]. On va ainsi obtenir des résultats pour les covariants des quartiques
en caractéristique 3 et retrouver les résultats d’Igusa pour les invariants en caractéristique > 3.
Par contre, on se heurtera a deux écueils : comme pour Basson, en petite caractéristique, notre
méthode ne fournit qu'un systéme de séparants. Plus limitant encore, dés le cas des sextiques, le
temps de calcul pour les covariants devient prohibitif et on n’est pas en mesure de faire aboutir
les calculs par la force brute.

5.2.1 Définitions et résultats

On va modifier légérement les résultats de Sturmfels [Stu08, Chap 3, sec 6] afin qu’ils soient
valables en toute caractéristique. Dans le cas des invariants, il s’agit exactement de la méthode
de Geyer [Gey74|. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p et n > 1 un entier
positif. On considére la forme binaire :

n
flx,2) = Zakxkzn_k
k=0

= (mz — v12)(uox — v2z2) ... (LnT — Vp2).
Les “racines” (u;, ;) peuvent étre vues comme des points (u;, ;) € PL.

Remarque 14. Pour Sturmfels, f(z,2z) = > j_, CEapa®z""%. Néanmoins, cette écriture ne
fonctionne pas en toute caractéristique.

L’étude des covariants de n-points de P! sur I'action de GLa(k) est un sujet classique et on va
rappeler ci-dessous les résultats principaux. Le principal avantage de ce travail est qu’il existe un
systéme de générateurs explicite de covariants indépendants de la caractéristique. Les covariants
pour les formes binaires proviennent alors de la sous-algébre symétrisée par S,.

Définition 24. Soient M un monéme appartenant & kluy,v1, 2, Vay - -« y finy Vn, T, 2| tel que :
M = Iulltl M;Lz - 'uznyfl 1/52 - I/Z"ZCwl Zw2
et P un polynéme appartenant & k[, vi, i, Vo, .« - .y lin, Vn, T, z]. On dit que :
— M est régulier de degré d st u; +v1 = ug + vy = -+ = u, + v, = d. L’entier d est appelé

le degré de régularité de M.

— P est régulier de degré d si tous ses mondmes sont régquliers de degré d. Lorsque P est
régulier pour un certain degré d, on dira que P est régulier.

— P est symétrique si, pour toute permutation o € Sy, il vérifie :

P(u1, vi, f2, V2, « ooy finy Vny Ty 2) = Pl (1), Va(1)s Ho(2)s Vo (2)s - - - » Bo(n)s Vo(n)s Ts 2)-

Un monéme régulier est dit réductible s’il peut s’exprimer comme le produit de deuxr mondmes
réguliers de degré de régularité supérieur ou égal a 1.

On définit Paction de GLa(k) sur k[u1, v1, 1o, V2, .. ., lin, Vn, T, z] de la fagon suivante : soit

) )
()= (5) = (2):

Définition 25. Un polynéme P régulier est un covariant (de n points) s’il existe w € Z tel que :

P(Hlvvlaﬁ27g27"')ﬁn7ynv z, E) = det(M)wP(,U’lvylaM27y27"'nunvy’nv xz, Z)'

On dira que P est un invariant s’il ne dépend pas de x et z.
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Il est facile de définir des quantités covariantes.

Définition 26. Soit 1 <i < j <mn, on appelle crochet les quantités suivantes :

(5] = pavj — v,
[iu] := piz — v;z.

Le sous-anneau B(n) engendré par ces crochets dans klu1,v1, 12, Va, ..., tny Vn, T, z|, est
appelé l'anneau crochet. On note également Byeq(n) le sous-anneau de B(n) des polynoémes en
les crochets qui sont réguliers de degré d pour d > 0. Ce dernier est engendré par les mondmes

de la forme :

[T,

1<j
ol les entiers m;; vérifient d = 23;11 mj; + Z?:Z +1Mi5. En fait, on a un résultat plus fort :
Théoréme 8. (lemme de Kempe ([Stu08, th. 3.7.3 p. 132])) L’anneau Breg(n) est engendré par
les mondémes de degré de régularité 1 ou 2.

Remarque 15. D’apres [HMSV09, th.2.3 p.7], si on se restreint auz invariants et sin est pair,
on peut engendrer ce sous-anneau en degré de régularité 1.

Le résultat suivant est une conséquence du premier théoréme fondamental (cf [Wey39)]).
Théoréme 9. L’anneau des polyndmes covariants réguliers est égal a Breg(n).

Lorsque le groupe qui agit est GL2(C), le théoréme 3.2.1 et le lemme 3.6.5 de [Stu08] four-
nissent une démonstration. Lorsque le groupe est quelconque, la preuve se trouve dans [dCP76].
On notera aussi que [Gey74, Satz 5| donne une démonstration élémentaire dans le cas de GLa (k).

Dans la section 5.2.4, on présentera un exemple de calcul de générateurs pour Byeq4(n) et son
sous-anneau des invariants. Il reste & décrire la derniére étape pour obtenir les covariants des
formes binaires. Soit :

U : klag, a1, ..,an, x, 2] = k[p1,v1, H2, V2, - . ., finy Un, T, Z]
141 1%

Ap—k — (—1)”#1'--,%1 ~O'k(f,...,fn .
251 Un,

o représente la k-iéme fonction polynéme symétrique élémentaire en n variables.

Remarque 16. Sturmfels définit ¥ de la fagon suivante :

v k[QO)al)"'aanv Z, Z] — k[,“’lv”lu“?a”Q?"‘nu’nvynv Z, Z]
1" vy v

an_k—>( ') p1- e i O (=, =)

n: M1 Hn

. 1 k .
mais le 57 ne compense pas le facteur (n) de son expression de f.

Le théoréme suivant (issu de [Stu08, th3.6.6]) est une conséquence élémentaire du théoréme
précédent. On note Byeg sym(n) le sous-anneau de By.q(n) des polyndmes en les crochets qui sont
symétriques.

Théoréme 10. L’application ¥ est un isomorphisme entre l’anneau des covariants de klag, . . ., an, 2, 2]
et le sous-anneau Bregsym(n) des fonctions polynomiales crochets régulicres et symétriques de
Elur, v, o, vay ooy iy Vn,y @, 2], St Clag, ..., ay) est un covariant de degré d et d’ordre r alors

U (C) est une fonction polynomiale crochet symétrique telle que :

1. a Uintérieur de chaque monéme de W(C'), les indices 1, 2,. .., n apparaissent d fois,

2. a lintérieur de chaque monome de W(C), la lettre u apparaisse r fois.
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On souhaite alors calculer C,, comme Breg(n)s’l. Si on note by, ..., by un systéme de générateurs
de monémes crochets pour Byeq(n), on a un morphisme surjectif :

Elzi,...,2¢] — Breg(n).

Le noyau I de ce morphisme est engendré par les relations suivantes.

Proposition 18. Soient 1 <i<j<k<l<n,ona:
(k][] = [2] (K] + [il] 5],

[ik)[ju] = [ij)[ku] + [iu] [jK].

Ces relations sont appelées les syzygies.

L’action de S, sur les b; induit une représentation G, de S, dans GL;(k). Il existe des
algorithmes permettant de calculer k[z1,...,2{%" = R, (cf [DK02]). Ces derniers étant aussi
valables dans le cas modulaire (c’est a dire avec p | |Gp|), on les utilise “naivement” & travers
leurs implémentations Magma. Pour autant, comme indiqué précédemment, ce procédé engendre
une limitation dés que n = 6. Il reste a préciser le lien entre R,, et C,.

Lorsque p ne divise pas |S,|, S, est un groupe linéairement réductif (cf [DK02, Def 2.2.1]) et
I'existence des opérateurs de Reynolds (cf [DK02, Th 2.2.5]) permet de préserver la surjectivité
du morphisme k[z1,...,2,] = Breg(n) lors du passage au symétrisé.

Proposition 19. (/Stu08, lem.3.7.2]) L’image d’un systéme générateur de R, par la surjec-
tion canonique kl[x1,...,xn] = k[z1,...,25]/] = Breg(n) est un systéme générateur de C,, =
Byeg(n)Se.

En particulier, si p > n, on obtient une généralisation du résultat de Geyer.

Proposition 20. Pour p > n, l'anneau des covariants C, est la réduction modulo p de l’an-
neau des covariants en caractéristique 0. En particulier les séries de Poincaré bi-graduées sont
identiques.

Lorsque p ‘ |Sn|, Sp n’est plus qu'un groupe réductif (cf. [DK02, sec 2.2.2]) et le résultat
précédent n’est plus valable dans le cas général. Pour palier a cela, on introduit concept suivant :

Définition 27. Soit X une variété affine et G un groupe d’automorphisme de k[X]. Un sous-
ensemble S C k[X]G est dit séparant si, pour chaque paire de points (x,y) de X, on a la propriété
suivante : s’il existe un élément f € k[X]Y tel que f(x) # f(y), alors il existe un élément g de

G tel que g(z) # g(y).

La relation avec 'anneau des invariants est la suivante (cf [DK02, prop.2.3.10]) :

Proposition 21. On suppose que X est irréductible et k[X]|C est de type fini. Soit A C k[X]%
une sous-algébre séparante de type finie. Frac(k[X]%) est alors une extension finie purement
inséparable de Frac(A). En particulier, si la caractéristique de k est nulle alors :

Frac(A) = Frac(k[X]%).
La définition 27 présente ’avantage de préserver la surjectivité lors du passage aux invariants.

Théoréme 11 ([DKO02, p. 59]). Soit G un groupe algébrique linéaire. Les assertions suivantes
sont équivalentes.
— G est réductif.
— Si G agit régulierement sur une variété affine X et st Y C X est une sous-variété G-
stable, alors Uapplication de restriction k[X]| — k[Y] envoie un sous-ensemble séparant de

E[X]E sur un sous-ensembles séparants de k[Y]%.
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Ainsi R,, est l'algébre des séparants des covariants des formes binaires de degré n mais on
n’a pas nécessairement égalité. On verra que le cas des quartiques en caractéristique 3 illustre
cette inclusion stricte.

Afin d’exhiber plus facilement un systéme de générateurs de Bycy(n) les monémes vont étre
représentés par des graphes valués tels que les sommets forment un polygone régulier. On repré-
sente :

— un monome de B(n) par un graphe & n sommets numérotés de 1 & n et un sommet appelé

,

— le crochet [ij] par une aréte reliant le sommet i au sommet j avec ¢ < j € {1,...,n},

— le crochet [iu] par une aréte reliant @ au sommet i.

a titre d’exemple, le produit de crochets [12][14]3[34][1u][2u]? € B(4) est représenté par le graphe
suivant :

4

Les résultats précédents font émerger 5 remarques trés utiles. Le point suivant découle de la
définition de Byeg(n).

Point 1. Chaque mondéme d’ordre m et de degré de régularité d est représenté par un graphe
ayant m connexions avec W et chaque sommet numeroté a une valence d.

De plus, d’aprés le théoréme 8 (p. 60), algebre des covariants de n points est engendré par
des éléments de degré de régularité au plus 2. Egalement, d’aprés la remarque 15 (p. 60), les
invariants de n points sont engendrés par les degrés de régularité 1, d’ou le point suivant :

Point 2. Les sommets numérotés ont une valence au plus 2. Pour les invariants, ils ont une
valence 1.

De part sa définition, si un graphe s’exprime comme union de sous-graphes correspondants
a des graphes de degré et d’ordre inférieurs déja calculés, le covariant associé est réductible.

Point 3. On exclut les graphes ayant un sous-graphe déja calculé.

Lorsque les sommets sont placés sur un polygone régulier, la proposition 18 (p. 61) entraine
le point suivant (voir [KR84, th.6.2 p.72| pour une démonstration) :

Point 4. On considére uniquement les graphes n’ayant pas de croisement d’arétes.

Grace au point 2, le nombre d’arétes adjacentes & @) posséde une borne supérieure grossiére.
De plus, lorsque n est pair, le point 1 impose une autre condition sur les arétes adjacentes a @.

Point 5. @ a au plus 2n arétes adjacentes.
Lorsque n est pair, @ a un nombre pair d’arétes adjacentes.

5.2.2 Calcul de B,.,(4) avec I’approche graphique

On va exploiter les cing points de la section 5.2.1 pour construire un systéme de générateurs
de Byeg(4). Le point 5 (p. 62) permet de considérer seulement les ordres 0, 2, 4, 6 et 8. Grace au
point 2 (p. 62), on retient uniquement les graphes dont les sommets numérotés ont une valence
1 ou 2.
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5.2.2.1 Formes quartiques, ordre 0

Tout d’abord, grace a la seconde partie du point 2 (p. 62), on considére uniquement les
graphes de degré de régularité 1. Ensuite, I'utilisation du point 1 (p. 62) réduit le systéme de
générateurs a 3 graphes. Enfin, le point 4 (p. 62) permet de simplifier ce systéme aux 2 graphes
présentés ci-dessous.

[\)

.

4

On les appelle respectivement tg et ¢1. Ces deux graphes représentent deux covariants de 4 points
qui engendrent 1’algébre des invariants de 4 points.

5.2.2.2 Formes quartiques, ordre 2

On étudie d’abord les graphes dont les sommets numérotés ont une valence 1. L’utilisation du
point 1 (p. 62) réduit le systéme & 6 graphes. Le point 4 (p. 62) permet de simplifier ce systéme
aux 3 graphes donnés ci-dessous.

On les appelle respectivement ug, u; et us. & présent, on étudie les graphes dont les sommets
numérotés ont une valence 2. L’utilisation du point 1 (p. 62) réduit le systéme & considérer a 11
graphes. Ensuite, le point 4 (p. 62) permet de simplifier ce systéme & 6 graphes. Enfin, le point
3 (p. 62) permet de réduire ce systéme aux deux graphes suivants :

1 1
2 2
2
2
3 3
4 4
On les appelle respectivement Uy et U;. Gréce a la proposition 18 (p. 61), il est possible d’exprimer
Up et Uy en fonction des graphes déja calculés de la fagon suivante :

Up = t1up — touq,

U1 = t1UQ — toul.
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5.2.2.3 Formes quartiques, ordre 4

Le seul graphe dont les sommets numérotés ont tous une valence 1 et dont le sommet @ a
une valence 4 est celui correspondant & la forme f. Il s’agit du graphe suivant :

1

4

Il y a 36 graphes dont les sommets numérotés ont tous une valence 2 et le sommet @ a une
valence 4. Cependant, ils sont tous le produit de deux graphes de valence 1 sur les sommets
numérotés. Ils correspondent donc a des covariants de 4 points réductibles.

5.2.2.4 Formes quartiques, ordre > 6

Il n’y a pas de graphe de valence 1 sur les sommets numérotés. De plus, de la méme fagon que
précédement, tous les graphes (de degré 2) construits sont réductibles. En résumé, on a calculé
6 générateurs de l'algébre des covariants de 4 points. Il s’agit des éléments tg, t1, ug, u1, us et f.
a présent, on va faire agir le groupe Sy sur ces covariants pour retrouver un systéme séparant de
Palgébre des covariants d’une forme binaire en caractéristique 3.

5.2.3 Covariants de formes quartiques

Dans le paragraphe précédent, on a vu que 'algebre des covariants de 4 points est engendré
par to, t1, ug, u1, ug et f. On va faire agir le groupe Sy puis, a l'aide de la fonction InvariantRing
de Magma, on va calculer un systéme séparant de ’algeébre des covariants C4. Sachant que &y est
engendré par o = (1234) et 7 = (12), l’action de Sy sur to, t1, ug, u, uz et f est donnée par les
égalités suivantes :

6 = —tp et 8 = —tl,
T=ti+1% et t§ = —to,
uf = ug et uf = —(up +ur + uz),
ul =ur +u2 et uf =uop,
uy = —Us et ug = uq,
=17 et f7=1.
Gréace au code Magma
FF:= Rationals();
M1:= Matrix(FF, [

(0,-1,0,0,0,0],
(-1,0,0,0,0,0],
[0,0,-1,-1,-1,0],
(0,0,1,0,0,0],
(0,0,0,1,0,0],
[0,0,0,0,0,1]
1)
// representation de 1l’action du cycle (123456)

M2:=Matrix (FF, [
[_1,0’0’0’0’01 })
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[1,1,0,0,0,01,
[0,0,1,0,0,01,
[0,0,0,1,1,0],
[0,0,0,0,-1,01,
[0,0,0,0,0,1]
1);

// representation de 1l’action du cycle (12)

GT := MatrixGroup<6, FF| [M1,M2]>;

// Groupe genere par les matrices M1 et M2

R:=InvariantRing(GT);

// Anneau des invariants du groupe G sur un ensemble de 6 points
F:=FundamentalInvariants(R);

// Invariants qui engendrent 1’anneau R

on trouve que les fonctions invariantes qui engendrent Clto, t1, ug, u1, ug, f]T sont donnés par les
équations suivantes :

Gy =f,
Cy =t + tot1 + 13,
C3 =ud + 4/3ugus + 2/3ugug + 4/3u? + 4/3uiug + u3,
Cy =ty + 3/2t2t1 — 3/2tot3 — 13,
Cs =tougui + 2tougus + tgu% + touruz + 2t ugur + tiugue + 2t1u% + 2t1uqus,
Cs =up + 2uduy + udus — ugus — 2ugu3 — uj,
Cy :tguoul + ZtguouQ + t%u% + t%ulug — 2tot1uguy + 2totiugus — 2t0t1u%
— 2tgt1uius — Zt%uoul — t%uoug — 2t%u% — Zt%ulug,
Os =udu] + uduiug + udu3 + 2uous + 3uguiug + uguiu3 + uf + 2udus + uiu3,
Co =touguy + 2toudug + 3/2toudu? + 6touduiug + 3toudus + touou; + Gtouguius
+ 6touguiul + 2touous + 1/2tout + toudug + 3/2tgutud + touius + 2t uduy
+ t1u8u2 + 3t1u(2)u% + 3t1u3u1u2 + 3/2t1u(2)u§ + 2t1u0u:1)) + 3t1u0u%uQ + 3t1u0u1u§
+ tluoug + tluzll + 2t1u:{’uQ + 3t1u%u§ + 2t1u1u§.

On évalue ces fonctions en tg, t1, ug, u1, us et f puis on réduit le systéme construit grace a la
fonction MinimalAlgebraGenerators de Magma. On obtient alors les covariants suivants :

co2 = — 3ai1az + a% + 12a4ay,
co3 = — 27/2a%a4 +9/2a1aza3 — a3 + 36azasag — 27/2a3ap,
c41 = aoz4 + alzrz?’ + a2x2z2 + (131'32 + a4:r4,
Cao = (a3 — 8/3azap)z" + (4/3a1a3 — 8azap)zz> + (4/3a3 — 2a1a3 — 16a4a0)x>2>
+ (4/3a2a3 — 8ajaq)x®z + (a3 — 8/3aza4)z’,
c63 = (a3 — 4a1apag + 8apas)z® + (2a2ay + 4apaias — 8apas + 32(13@4)3:25—1—
(5a%a3 + 40apaiaq — 20a0a2a3)x224 + (2Oa%a4 — 2Oa0a§)x3z3+
(20ajazaq — 5a1a§ — 40a0a3a4)x4z2 + (8a§a4 —4ai1a3a4 — 2a2a§ - 32a0ai)x5z+

(4azazas — 8aras — a3)a®.

On retrouve bien les covariants classiques de la caractéristique nulle.
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On applique le méme méthode en caractéristique 3. Les fonctions invariantes qui engendrent
F3(to, t1, uo, u1, uz, f]¢7 sont donnés par les équations suivantes :

Cy =to + 2t4,

Cy =f,

C3 =uouy + 2ugug + ui + ujuz,

Cy :ug + 2u%u1 + u%ug + 2u0u§ + ulug + 2u§’,

O =tdud + 2t5uguy + 2t3ugus + 2t3u + 2t3usug + tiu3 + tot1ud + 2totiugus
+ t0t1u2 + tluo + t1U2,

Cs :ugul + 2u8u2 + uou? + 2u0u§ + 2u‘1l + u?uz + ulug,

Cy =t§t3 + 2633 + 311,

Cs =tatiuguy + tat1us + titiuus + tit3uguy + 2t3t3ugus + titius
+ t%t%uluQ + 2t0t§’u0uQ,

Cy =tgug + 2tqugus + 2t5udui + 2tquuius + 2tJugu + tguous +
A2uguius + 2tugul + 2t0u1 + t2udug + 2t2uPu3 + t0u2 + tgtluo—i—
2t0t1u0u1 + 2t0t1u0u2 + 2t0t1u0u1 + 2t0t1u0u1uQ + 2t0t1u0u2 + 2t0t1u0u1u%+
2ot1uous + 2tot1uius + 2totiurul + tot1us + ttug + 25udug + Budus+
2t3udud + 2t1u0u1uz + 263udu3 + 2tTuguius + tiugus+-
2t1u1u2 + 212 u1u2 + tluz,

Cho :t0u0u1 + 2t0u0u2 + t0u0u2 + tougu? + tOUSU%UQ + 2t0u8u1u%—|—
t0u3u§' + 215()ungl1 + 2t0u%u1u§ + touguéL + touou‘fuz + touou%ug-ﬁ—
2touous + 2t0uilu§ + tou:l)’ug + tourus + 2t uduy + trudus + 2t1uéu§+
2t1ugu? + 2t1u8u1u% + 2t1ugu§ + tlu%uil + 2t1u(2)u:{’uz + 2t1u%u1u§—|—
2t1u%u§L + 2t ugudul + trugus + truful + 2t udul 4 2t ugul,

Oy =t3t1uduy + titiuoud + 2t3t1u + t3t1udug + tdtiugud + tit3udus +
2212 udug + t3t3ugus + 233 ugud + 2t + titiudus+
t0t1u1u2 + 2t0t1u0u2 + 2t0t1u0u§,

Ch2 =tit1uguiug + tgtiuguiuj + 2t3t1u%u:{’uQ + tht uduiul + tit uoutus+
2t0t1u0u1u2 + t0t1u0u1u2 + tot Uou]_UQ + t0t1u0u1u2 + 2t0t1u0u1u2+
at0t1u0u1u2 + t(]tl'l,L()UlUQ + 2t0t1u0u1u2 + totluoulug,

Chs —totluoul + 2t0t1u0u1 + 2t0t1u0u1uQ + 2t0t1u0u1 + totluouluz—F
totluoul + totluouluQ + totluouluQ + t0t1u0u1u2 + t0t1u0u1u2+
21tét1u0u1u§L + tétlu%u% + 2tét1u3u§’ + 2tét1u%u§ + tétlulug—i—
2t ugug + 25t udud + 23 t3ugul + 233 uduy + tAt3ugud+
t2t3uguyug + 3t3udud + 3t ududuy + 2t0t1u0u1u2 + 2623 udui+
2t0t1u0u1u2 + totluoulug + tot u0u1u2 + t0t1u0u1u2+
2t0t u1u2 + tot u1u2 + tot u1u2 + 2t0t1u1u2 + t0t1U0u2+
Aotiuguiug + 2totTuduiul + tottudud + totiuguiug + 2totiuduiud+

ot iuouiug + tottuguiul + 2totiuguiud + totiuoul.
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On évalue ces fonctions en tg, t1, ug, u1, u2 et f puis on réduit le systéme construit grace a la
fonction MinimalAlgebraGenerators de Magma. On note

2 2 2,4 2
ca3 =(apay + 2a1aza4 + 2a5a4 + aza3)z” + (apazas + ajazag + 2a1a3):z:3z—|—
(apaiayq + apazas + 2a%a3)$23 + (a3a4 + 2apaias + 2a0a§ + afag)z‘1
un covariant de degré 3 et d’ordre 4 en caractéristique 3. On obtient alors le systéme de covariants
séparants suivants :

Co,1 =az2,
3.3 2 2 2 2 4 3 2 3.3 2 3 2.2 2
co,6 =agay + agasay + agaiasazas + apasas + 2apasaz + 2aja3 + 2ajasay + ajazas,

c41 = aoz4 + alccz?’ + aga:222 + a3:c32 + a4a:4,

C4,4 =02C4,3,

(0.2 3 2 2 2 2 2
c63 =(2aiaz + 2aparaz + ay) + (2agas + apaiaz + apas + 2ajaz)x + (apaias + apazaz + 2ajaz)r*+
2 2 2\, 4 2 2 2

(apaz + 2a1a4)x3 + (2apazayq + 2a1a2a4 + ara3)x™ + (apaj + 2aia3aq + 2a3a4 + a2a3)x5+
(alai + asasas + 2a§)$6,
2
g4 =c41(ca3 — a3cq1),

cs6 =(ca3 — a3cs1)cas.

On retrouve bien les résultats de la thése de Basson pour les invariants. Ce systéme n’est pas
un systéme générateur de l'algébre des covariants car il ne permet pas de trouver c43 comme
polynome des autres cp; ;. Ce cas de figure fournit un exemple oti un sous-ensemble séparant n’est
pas syséme générateur de ’algébre des covariants. On constate que {co 1, co6,¢4,1,C1,3,C6,3} est
également un systéme séparant de ’algébre C4 et on peut se demander si ce dernier est également
un systéme générateur. Le théoréme [DK02, Th.2.3.12| permettrait en théorie de tester cette
hypothése mais en pratique les calculs n’aboutissent pas.

5.2.4 Calcul de B,.,(6) avec I’approche graphique

On va exploiter les 5 points de la section 5.2.1 pour construire un systéme de générateurs de
Byeg(6). Le point 5 (p. 62) permet de séparer les cas selon l'ordre du covariant de 6 points. Il
permet de considérer seulement les ordres 0, 2, 4, 6, 8, 10 et 12.

5.2.4.1 Formes sextiques, ordre 0

Tout d’abord, grace au point 2 (p. 62), on considére uniquement les graphes de degré de
régularité 1. Ensuite, I'utilisation du point 1 (p. 62) réduit le systéme de générateurs a 15 graphes.
Enfin, le point 4 (p. 62) permet de se ramener aux 5 graphes donnés ci-dessous.

2

l/. ; 1 g\:‘% 1 2\)

é\. é\. 6

to 5 t1 5 to

W
W

cn\
W
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2

5.2.4.2 Formes sextiques, ordre 2

w

e

2
1
3
@
A
6
ty )

Gréce aux points 1 4 5 (p. 62), on obtient 27 graphes satisfaisant ces propriétés. Les 9 graphes
de degré de régularité 1 sont présentés ci-dessous.

Pour le degré de régularité 2, il y a :
— 4 graphes composés d’un triangle de trois chiffres consécutifs et d’un quadrilatére,
— 2 graphes composés d’'un pentagone et d’une double aréte reliée & @),

2 2 2
1 1 1
3 3 3
4 //; 4
Uuo 5 Uy 5 U2 5
2 2 2
1 —* 1 1
@<3 | |
1 '/1 1
A 6 6
Uu3 5 U4 5 Uus 5
2 2 2
1 1 11—
3 \3 |
1 1 /1
6 6 6
Ug 5 uy 5 Uus 5
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— 12 graphes composés d'un triangle reliant des sommets numérotés et de deux doubles

arétes disjointes.
Ces graphes sont les suivants :

2
1
3
2 2 2
4
6 Wo
Up 5 U, 5 Us
2 2 2
1 9 1 1
3 3
2 2 2
5 2
’4" '
6 6 6
Us 5 Uy 5 Us 5
2 2 o 2
3 3 3
@/
) 4 ]
6 6 6
Us 5 Ur ) Us 5)
2 2 2
1 1 1
3 3 3
@Xﬁ
4 4 5 4
6 6 6\.
Ug 5 U10 5 U11 5
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2 2 2
1 1
3 3
2 2
2 2
4 4
6 6
5 Uis 5 Uis 5
2 2
L 1
2 3 NG
2 2
4 4
6 6
Ui 5 Uiy 5

Ces 18 graphes correspondent & 18 covariants de 6 points réductibles et peuvent s’exprimer
en fonction des u; et t; de la fagon suivante :

Uop =uota — uglo
Ui =upty — usty
Us =uity — uata
Us =uate — ugty

U4 :uotg — ’U,5t0

Us =u4ty — usts + uits — ugta

Us =uaty — uato
U7 =usty — ugto
Us =usts — usto
Ug =ugt1 — uato
Uro =usty — uglo
U1 =ugty — uzlo
Uia =usgte — uaty

Uiz =uet3 — ustp

Ui4 =uato — usts + urts — ueto

Uis =ugta — uato
Ui =uets — ugto

Uir =urta — ugty

5.2.4.3 Formes sextiques, ordre 4

Gréce aux points 1 a 5 (p. 62), on construit 5 graphes de degré de régularité 1 et 8 de degré
de régularité 2. Ci-dessous les 5 graphes de degré 1.
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Pour le degré de régularité 2, les 8 graphes sont les suivants :

2 2
1 1
3 3
4 4
é\. 6
V0 5 U1 5 (%) 5
2
L —
3
4
6
v3 )

2 2 2
1 1 1
3 3 3
2 2
2
4 4 .42
6 6 6
Vo ) %1 ) Vs 5
9 9
1 1
3 3
2
2
4 4
6 6
Vs 5 Vi 5

71



72

Vs

CHAPITRE 5. INVARIANTS/COVARIANTS VS COURBES

2

Ve

2
1 1
3
4
6
)

2

Vz

(=)

2

w

S

Ces covariants de 6 points sont réductibles, comme le montrent les relations suivantes :

Vo =vot2 — vity
Vi =vi(to + t3) — valta + ta)
Vo =uvpty — v1to
V3 =wvaty — vitg
Vi =vat1 — vyt
Vs =vste — vaty
Vo =va(to + t3) — va(ta +t1)
Vi =v4to — vsty

5.2.4.4 Forme sextique : ordre 6

Un seul covariant de 6 points d’ordre 6 et de degré 1 satisfait les points 1 a 5 (p. 62). 11

correspond & la forme f et sa représentation graphique est :

f

4 covariants de 6 points de degré 2 et d’ordre 6 satisfont aussi les points 1 4 5 (p. 62). Ci-
dessous les graphes associés.

2

2
1
3
‘\/'/;1
6
5

Jo

f1
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Ces graphes correspondent & 4 covariants de 6 points réductibles. Voici leur expression en fonction
de covariants de degré inférieur :

fo = vour — ugvy
f1 = vouy — viug
fo = v3u7 — vaue

f3 = u7v2 — ugvy

5.2.4.5 Forme sextique : ordre > 8

Pour les ordres supérieurs, aucun graphe ne vérifie simultanément les points 1 & 5 (p. 62).
En résumé, on a calculé 20 générateurs de l'algébre des covariants de 6 points. Il s’agit de
tous les éléments de degré de régularité 1 calculés.

Remarque 17. Il est curicur que l'on ai seulement des générateurs de degré de régularité 1
comme dans le cas des invariants. C’est également le cas pour les covariants des quartiques. On
peut se demander s’il est possible d’améliorer le résultat de Kempe cité dans le théoréme 8 (p. 60).

A présent, on va faire agir le groupe Sg sur ces covariants pour tenter de retrouver ’algébre
des covariants d’une forme binaire. Dans ce but, on va d’abord chercher a retrouver I’algébre des
invariants.

5.2.5 Invariants de formes sextiques

On cherche & identifier un systéme d’invariants séparant de Zg & partir des invariants tg, t1,
ta, t3 et t4 de 6 points en caractéristique 3 et 5. Pour cela, on va faire agir le groupe Sg sur
'algébre construite sur ces invariants. Sachant que Sg est généré par la transposition 7 = (12)
et le 6-cycle o = (123456), l'action de Sg sur les racines est entiérement décrite par :

tg = —t() et tg = —to
tﬁlr =t +1ty et t({ = —i3
15 =ta+1ts et t§ =—t
tg =tg+1t3 et tg = —14
ti = —t4 et tz = —tl

On commence par étudier le cas de la caractéristique 3. Grace aux fonctions PrimaryInvariants
et SecondaryInvariants de magma on obtient 5 invariants primaires Io, Iy, Is, If et I1o de degré
respectivement 2, 4, 6, 6 et 10 ainsi que 3 invariants secondaires Ig, I1g et Is3 de degré respec-
tivement 8, 18 et 23. On ne les écrit pas pas car leur expression en fonction de tg, t1, t2, t3 et
t4 est trés longue. Ensuite on exprime ces invariants comme combinaison linéaire des invariants
d'Igusa (Ja, Ju, Jo et Jip) et de R. On fait ceci grace & une stratégie dévaluation similaire a
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[LR12]. Ensuite, on vérifie formellement que notre combinason linéaire est la bonne. Au final on
obtient :

I = Js,

Iy =J3 — Ju,
Is =0,

I = JuJo — Js,

Lo =J3 — J3Jy — J3Js — JoJi — JuJs + Jio,
Ig =J3 — J3Js + JoJs + J3,

Iig =0,

I3 =2R J3Jy.

On se référe a annexe B.3.4 pour le détail du calcul. On ne retrouve pas directement dans ce
cas un systéme générateur de 'algébre des invariants. En effet, on est obligé de factoriser Is3
pour retrouver 'invariant R de degré 15. Ceci est en accord avec le fait qu’on obtient a priori
simplement un ensemble de séparants.

Par le méme raisonnement, en caractéristique 5, on obtient 5 invariants primaires I, Iy, I,
I} et I o de degré respectivement 2, 4, 6, 6 et 10 ainsi que 3 invariants secondaires Ig, I15 et Iog
de degré respectivement 8, 18 et 15. Leurs expression en fonction des invariants d’Igusa sont les
suivantes :

Iy = Js,

Iy = Jy,

Is = J3 + JoJy + 3Js,
I = Jody + J,

Ly = 4J10,
Ig = J3 +4J3Jy 4 JoJs + 3J3,
ILi; =3R,

Ip3 = 3R(J3 + 3J2J4 + JoJs + 2J3),

On se référe a 'annexe B.3.4 pour le détail du calcul. Dans ce cas I'ensemble séparant est un
systéme générateur de Zg. On retrouve ainsi dans ce cas exactement les résultats d’Igusa.

5.2.6 Covariants de formes sextiques

Afin de construire un systéme générateur pour ’algébre des covariants, on souhaiterait géné-
raliser la méthode précédente pour le calcul des covariants. On a vu que les covariants de 6 points
sont engendrés par 20 covariants de 6 points. Ces derniers sont donnés par tous les éléments de
degré de régularité 1 qu’on a calculé (a I'exeption de us, uig, u11 et vz). On va faire agir le groupe
Sg sur l'algébre engendré par ces covariants et identifier les invariants sous cette action. On sait
que Sg est engendré par la transposition 7 = (12) et le 6-cycle o = (123456). Par I’action de 7
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et o sur les racines, on obtient ainsi :

ty = —to et 1§ =—t2
tT=t1+10 et t{ = —t3
1t =ty + 1 et t3 = —to
13 =to+13 et 15 = —ty

T=—l4 et tJ=—t

Uy = up et ug = —up —ug — ug
ul = u1 et uf = —up — u2 — ug
ub =ug+ug et u§ = —up— us — Ug
uy = —us et u§ = —us —ug — uy

Uy =ug +ug et uj = ug
ug =us +ug et ug =up

ug = —ug et ug = uy
uy =ug +uy et uf =us
ug = —ug et ug = us
vy = Vo et v = —vgp— V1 — U2 — V3 — V4
v] = U1 et v] =g
vy = U et vy =1
V3 = —v3 et v =y
vy =v3+vs et v] =v

fT=17 et f7=Ff

Déterminer les générateurs de ’algébre des invariants sous cette action est cotiteux et n’abou-
tit pas par une utilisation basique des fonctions existante de Magma. Toutefois, on peut quand
méme produire certains résultats partiels en petite caractéristique. On retrouve ainsi le covariant
¢ d’ordre 2 et de degré 1 en caractéristique 5 de la section 6.6.2.3, comme l'indique 1’égalité
suivante :

c:= a4x2 + 3azrz + a222 = 2ug + u1 + 3uo + 4uz + ug + 3us + 2ug + uy + 3us.

D’autre part, on construit un covariant d’ordre 4 et de degré 1 en caractéristique 3 qui n’est pas
la réduction d’un covariant en caractéristique 0O :

q=2vg+v1 +v3+ 204 = 2a1z4 + CLQ.’L‘ZS + 2a4x3z + a5:1:4.

5.3 Une nouvelle méthode de construction de covariants en ca-
ractéristique impaire

Nous introduisons ici une nouvelle opération pour construire des covariants en petite carac-
téristique. Pour montrer la validité de notre démarche, notre premiére idée était d’utiliser la
caractérisation différentielle des covariants, comme dans [Hil93, p.43|. Il s’avére cependant que
le résultat de Hilbert (théoréme 12 (p. 80)), démontré originellement en caractéristique 0 admet
des contre-exemples en petite caractéristique, comme nous le verrons dans la section 5.3.2. Nous
avons donc abordé la preuve de la proposition 13 (p. 80) directement. Dans la suite f est une
forme binaire définie sur corps k

n
f — 2 :aixzzn—z
1=0
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5.3.1 Définitions et propriétés

Soient :

— kfag, . ..,an]q Valgébre des polynémes homogenes de degré d,

— T le sous-groupe des matrices diagonales de SLg(k),

— T le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures et de diagonale égale a 1 de SLa(k),

— T le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures et de diagonale égale a 1 de SLy (k).
Ces sous-groupes sont importants car ils engendrent SLy(k) et permettent ainsi de décomposer
les questions d’invariance sous l’action de ce groupe.

Dans la suite I désigne un élément non nul de kfag, .. ., ay).

Définition 28. Soit M = af’al" ..., ah", on définit le poids de M par

n
1=0

On dit que I est isobare si tous ses mondémes ont le méme poids.
On va définir deux opérateurs différentiels sur I qui conservent le degré.

Définition 29. Les opérateurs A et D sont donnés par :

A= ;mi 9o,

n

_ 0
D= (n—'l)alaTi—‘rl.

I
—

Il
o

i
Remarque 18. Si I est isobare de poids p en les coefficients de f, alors Al est isobare de poids

p+1.
Si I est isobare de poids p en les coefficients de f, alors DI est isobare de poids p — 1.

Ces affirmations se démontrent assez facilement en posant les calculs.

Remarque 19. Puisque A et D sont des opérateurs différentiels linéaires, pour tout Iy, Is €
Klag, .. .ap]

1.
A(L + Ix) = AL + A,

D(I, + I,) = DI, + DI,

A(11]2) = (AII)I2 + L AL,
D(I1 1) = (DI)I5 + I, DI>.

Ces égalités aménent la proposition suivante :
Proposition 22. Si I est isobare de poids w et homogéne de degré d, alors

(DA — AD)I = (nd — 2w)I. (5.3.1)

Démonstration. On va présenter les trois principales idées de la preuve.
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1. Le résultat est clairement vrai si I est constant. Si I est 'un des a;, alors
(DA — AD)a; =
(t+1)Dajt1 — (n—i—1)Aai—1 = (i +1(n —1i) — (n— i — 1)i)a; = (n — 2i)a;.

Le résultat est alors démontré car a; est de poids i et de degré 1.

2. En utilisant les formules de la remarque 19 (p. 76), on montre que le résultat est vrai pour
le produit a;a;. Par récurrence immédiate, cela reste vrai pour les monomes.

3. Si on choisit deux mondémes de méme poids et de méme degré, la somme vérifie encore
I'identité car le coefficient nd — 2w est le méme pour les deux termes. Ainsi, par récurrence
immédiate, n’importe quel polynéme isobare et homogéne verifie 'identité (5.3.1).

O
Plus généralement, avec les mémes hypothéses, on a le résultat suivant :
Proposition 23. Soit [ > 0 un entier naturel.
(D'A — ADY) =I(nd — 2w +1—1)D" 1, (5.3.2)
(DA — A'D) = I(nd — 2w — 1 + 1) AL, (5.3.3)

Démonstration. Les résultat (5.3.2) et (5.3.3) se traitent de fagon analogue. Par conséquence,
on va uniquement détailler le (5.3.2). Ce résultat se démontre par récurrence sur U'entier /. La
proposition 22 (p. 76) assure la validité du résultat au rang initial.

Soit I tel que (5.3.2) soit vérifie. On applique d’abord l'opérateur D a (5.3.2) :

D'"'!A - DAD! = i(nd — 2w + 1 — 1)D.
Puis, la formule (5.3.1) & D', Grace a la remarque 18 (p. 76), on obtient :
DAD! — AD'! = (nd — 2(w — 1))D'.
Ainsi, par somme :
DA — AD" = (I(nd — 2w +1 — 1) + (nd — 2(w — 1)) D!
=(+1)(nd—2w+(I+1)-1)D".

O
5.3.2 Conditions nécessaires et suffisantes pour avoir un covariant
Soit C' € klag, - .., ap][z, z] un polynéme homogéne en (z,z) de degré m tel que
m
C= Z Cix'z™™"
i=0
avec C; € klag, ..., a,) homogénes de méme degré d. Le but est de donner une condition néces-

saire et suffisante pour que C soit un covariant sous l’action de SLy(k). Pour cela, on exploite la
notion de poids ainsi que les opérateurs A et D. Ce travail s’effectue en trois temps en adaptant
la preuve que Hilbert a donnée en caractéristique 0. D’abord, on montre une condition nécessaire
et suffisante pour que C soit un covariant sous l'action de T (lemme 6 (p. 78)). Ce résultat est
valide en caractéristique quelconque. Par contre les résultats d’invariance sous l'action de I' et
sous celle de I'* admettent des contre-exemples en petite caractéristique et le résultat final n’est
donc pas valable en toute caractéristique.

Soit M € SLy(k). On a f(M.(z,2)) = Y1 a;x’2"". Dans la suite on notera X = (z,z2),
X'=MYx,2) et d = (ap,...,al).

r'n
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Lemme 6. C est un covariant sous l’action de T si et seulement si les C; sont isobares de poids
w41 et nd — 2w =m.

Démonstration. Si M = ()‘_10) € T, alors a, = \" %q; et Cj(d') = Zi’:l [T, a7 (resp.

0 A J=0"j
Ci(a) = Zizl [Ij—o ;) avec I € {0,...,m}. On a
n l n
Cl(a’) — Z )\(n—gj)ei,j,zajq,j,z _ Z \2j=0(n—=27)€i 51 H a;ci
i=175=0 i=1 j=0
l n
— Z AA=235o J€i g H aciil.
i=1 §=0
Puisque M agit aussi sur (x,z) par M~'.(x, z), on obtient
m
M.C(a,X) =C(ap,...,a,  \x,\712) = Z N=moy(ahyatzm
1=0
On suppose que C' soit un covariant, alors M.C' = C, donc pour tout [ € {0,...,m}

C(a) = N2=™Cy(d)).

Cela entraine que pour tout [ et pour tout ¢

n
nd -2 jeji+2l—m=0.
=0

En particulier, Z?:o Jé€iji — I ne dépend ni de [ ni de ¢. Ainsi, on peut bien définir w en posant
w = Z?:o Jé€iji — 1. On obtient alors nd — 2w = m. De plus, 'entier w est le poids de Cjy. Le
poids de Cj est Z;‘:Ojei,j’l =w+1.

Réciproquement on cherche & montrer que Cj(a) = A\~"Cj(a’). Puisque le poids de Cj est
> i—0d€igi, onaw =", je ;i — . De plus, nd — 2w =m, d'ou :

n
nd -2 jeiji+20—m=0.
j=0

Ceci entraine que :
Ci(a) = =m0y ().

Ainsi, C est un covariant sous l'action de T. O

Puisqu’a partir de Cy, on retrouve le poids des C; du covariant C, on dit que C est de poids w.

Malheureusement les opérateurs différentiels se comportent mal en caractéristique p et le
résultat de Hilbert suivant n’est valable qu’en caractéristique p nulle ou large.

Lemme 7. Supposons p = 0 ou p > nd + m. Le polynome C est un covariant sous I' si et
seulement st

oC
AC = z—.
C=z o

Démonstration. Si M = (é M) €T, alors f(M.(z,2)) = > 1, ala’z""" avec

n .
a;:Z/ﬂiaj(,j >
j=i S
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On a X' = (2/,2) = (z — pz, 2). Clairement C(a’, X’) est un polynéme en p de degré au plus
nd +m en p. On dérive a)_; par rapport a p

oo S mienn(, 1, )-Fwen()

J=i—1

On dérive C par rapport & p

oC(d', X") _ z”: (OC’(a’,/X’) aa;) N oC(d', X") 0z’ N oC(d', 2') 02
ou — Oa; ou ox’ O,u 02 ou’

Comme a, et 2z’ ne dépendent pas de p et grace aux deux formules précédentes, on obtient :

aC(d/, X") =oaC(d, X', , 90w, X)) .. 00(d, X"
= Da; ——2z=A X)) ———=z.
8/,6 par aa/; (,L + )a’H—l 8 / C(a’ ’ ) ax/ z
De plus, % = 1 entraine que :
9O, X)) on 00, X))
T —AC((I,X)— TZ.

On suppose que C' soit un covariant, alors C'(a’, X') = C(a, X), d’ou :

aC(d', X")
——= =0.
O
Ainsi,
0C(a, X)
AlC(a, X)) = ————=z.
(a’7 ) ax z
Réciproquement, puisque AC(a/, X') = %;’Xl)z :
aC(d', X")
EASCAL )
O

C(a’, X'), ne dépend donc pas de . En remplagant p par 0, on obtient C'(a’, X') = C(a, X) et
le résultat est démontré. O

Le résultat suivant se démontre de maniére analogue.

Lemme 8. Supposons p =0 ou p > nd+ m. C est un covariant sous I'* si et seulement si

(90

Enfin, puisque SLy(k) est engendré par T, I" et I'*, ces trois derniéres propositions justifient
le résultat ci-dessous.
Théoréme 12. Supposons p = 0 ou p > nd + m. Le polynome C = > ", Cix'2™™t est un
covariant de la forme f sous l'action de SLa(k) si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites :

1. Cy,...,C, sont des fonctions homogenes de degré d et isobares de poids w,w+1, ..., w+m
avec nd — 2w = m,

2. DC—xa,



80 CHAPITRE 5. INVARIANTS/COVARIANTS VS COURBES
3. AC = 2% a

Remarque 20. Ce résultat n’est pas vrai en petite caractéristique. Considérons f = ZZ 0 a;xiz1671

une forme binaire de degré n = 16 en caractéristique 3. On pose C' = a112% un polynéme homo-

11
géne de degré m = 6. Le polynome C n’est pas un covariant de f car pour M = ( ) €

01
SLa(k) on a
C(M.f,M.(z,2)) = (z +22)%(a11 + ans) # C.
Or

1. Cy,...,Cy sont des fonctions homogénes de degré 1 et isobares de poids w =5,6,...,11
avecnd —2w=16-1-2-5=6=m

2. DC = 6a102° =0 = a:%g,

3. AC =12a62% = 0 = 29<.

5.3.2.1 TUne nouvelle opération sur les covariants en caractéristique positive

Théoréme 13. Soient Q = Y "% Q; 220~ un covariant de f d’ordre mg, de degré dy et de
poids wy et | un entier plus petit que mo/2 et p. Le polynome

10'Q

2t Oxl
est un covariant de f si et seulement si mg — 1+ 1 est congru a 0 modulo p. Lorsque C' est un
covariant non nul, il est d’ordre mg — 21 et de degré dg.

Avant de montrer ce résultat, on énonce un lemme technique.

Lemme 9. On reprend les notations de la section 5.3.2 et on note g : (a, X) — (d, (z, pxr + 2)).
Si Q est un covariant et | un entier naturel alors

92 &l i 0'Q(x,2)
Er ; (1) (=n) Qridl—iz’

Démonstration. La preuve de ce lemme se fait par récurrence sur [ en considérant les quantités

0
8m<8:)§og) et az(aazl Og) a

Pour montrer que C' est un covariant sous l’action de SLa(k), on va considérer I'action de T,
I et I'*. On écrit C = >0 Ciatz™ "

Action de T. Par définition, C, Cy,...,C,, sont des fonctions homogénes de degré dy et
isobares de poids I + wqg,l +wg+1,...,l +wy+ m. On exprime C en fonction des coefficients de

Q
00 , .
C=3 fQu it
i=l

Si p|(mo — 1+ 1), alors pour tout i € {mg—1+1,...,mg},
7!
P n

Dans ce cas, C' est un polynéme homogéne d’ordre m = mg — 2[. De plus, Q étant un covariant,
la proposition 6 (p. 78) assure que my = ndy — 2wg. L’ordre de C' peut donc s’écrire m =
ndy — 2(wp + ). Ainsi, par la proposition 6 (p. 78), C' est un covariant sous T. La réciproque est
également donnée par la proposition 6 (p. 78). La condition p|(mg— [+ 1) est donc une condition
nécessaire et suffisante pour que C' soit un covariant sous T.
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Action de I'.  On pose g : (a,X) — (d,(z + pz,2)) = (d,g1(z, 2), g2(x, 2)). On cherche a
montrer que C' o g = C. C’est a dire

199, 10'Q

(Ggut) 9= S50

Ceci est équivalent &

0'Q 0'Q
azl °9 T Bal
Or Q étant un covariant sous l'action de I', on a
0Q 0Qog
dr  ox
De plus,
0Qog 0Q
ox (9730

Donc, par récurrence immeédiate, on obtient le résultat voulu. Ainsi, C' est un covariant sous
I’action de I'.

Action de I'*.  On reprend les notation du lemme 9 (p. 80). On cherche & montrer que Cog = C.
C’est-a-dire
10'Q 10'Q
o) 9= Tt
Ceci est équivalent & l l
2020 = (ur+ 202,

Grace au lemme 9 (p. 80), cela revient & montrer

l GQ
l lzlzz
Z()@x’@zl i Z()@xl

1=

Ceci est encore équivalent a

l
l l—1 a Q l 7 z l—i+1 alQ I
Z <Z>H [axl +(=1) Dzt ] =0

=0
ou encore que pour tout ¢ € {0,...,1}

Qlii

P (_1)l—i+1 a Q

Oxl Oxi0zl
On suppose que p|(mg — [ + 1). On développe I'expression de gauche et on obtient

2 =0.

mo
0= Z Qiji—1)...(7 -1+ 1)xj—zzm0+l_j+

mo—Il+i

(DY Q= 1) =i+ a2l (mo — §)(mo —j —1)... (mo — j — 1+ + 1)2m0 T,

J=
Pour tout j € {mog —1{,...,m}, plj(j —1)...(j — 1 + 1). De méme, pour tout j € {mg —
ly...,mo—1+i},plj(j—1)...(j —i+1). Ainsi, les sommes considérées s’arrétent a mgy — [. Pour
tout j € {i,...,0 =1}, p|(mo —j)(mo—75—1)...(mo—Jj — 1+ i+ 1). Ainsi les deux sommes
commencent a [. Enfin, puisque p|(mo — [ + 1),

(mo—7)(mo—j—1) ... (mo—j—l+i+1) = (I-1—§)(1=2—7) ... (—j+i) = (=1)! " (j—i) ... (j—I+1)

Ce qui prouve la nullité de I'expression. On a donc montré que si p|(mg — 1 + 1) alors C' est
invariant sous I'*.

(mod p)
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Démonstration du théoréme 13 (p. 80). D’apreés le paragraphe “Action de T” (p. 80), C' est un
covariant sous l'action de T si et seulement si p|(mo — [ + 1). D’aprés le paragraphe “Action de
I (p. 81), C est un covariant sous I'action de I'. D’apreés le paragraphe “Action de I'*” (p. 81),
si p|(mo — 1+ 1) alors C est un covariant sous l’action de I'*. Puisque SLa(k) est engendré par
T, T et I'*, si p|(mg — L+ 1), C est un covariant sous l'action de SLo(k).

Réciproquement, supposons que C' soit un covariant sous l'action de SLy(k). L’invariance
sous l'action de T montre que p|(mo — 1+ 1). O

Exemple 9. Grice a cette proposition, on peut construire de mouveauz covariants qui n’appa-
raissent pas en caractéristique nulle.
— Pour les formes quartiques binaire en caractéristique 3 (cf. section 5.2.3), on trouve co
(Q=fetl=2)etcsz (Q=ce3 etl=1);
— Pour les formes sextiques en caractéristique 3 (cf. section 5.2.6), on trouve le covariant q
(Q=fetl=1) de degré 1 et d’ordre 4;
— Pour les formes sextiques en caractéristique 5 (cf. 5.2.6 et 6.6.2.3), on trouve le covariant
c(Q=fetl=2)dedegrél et dordre?2;
— Pour les formes de degré 8 en caractéristique 5, on retrouve le covariant , C = aq (Q = f
et l =4) d’ordre 0 et de degré 1 identifié par Basson et Lercier.

Remarque 21. [] est tentant de s’interroger sur la possibilité d’obtenir en petite caractéris-
tique un systéme générateur de covariants par l’ajout de cette nouvelle opération. Une premiére

difficulté est la suivante. Soient Oy, ..., 9, des covariants, l1,...,l. les entiers tels que
1 0,
Ci=—, %
zli Qxthi

sotent les covariants obtenus par la nouvelle opération a partir des Q;. Soit Q un élément de
. ] . .
E[Q1,...,9r,C1,...,Cy]. L'expression ﬁ%TQl n’est pas nécessairement dans k[Q1, ..., 9y, C1,...,Cy].
En effet, on se place sur k = F5, pour r = 1 et on considére seulement la forme sextique Q1 = f.
Le covariant de f

3 £2
%% = (a3a6+a4a5)x6—|—(4a2a6+4a3a5—|—2ai)x5z+(a0a4—|—a1a3+3a§)xz5—|—(4a0a3+4a1a2)z6
n’est pas dans l’algébre engendrée par f et C1 = Z%g%{ En effet, sl était dans cette algébre, il
serait combinaison linéaire de f%, fC1 et C? puisque ce sont les seuls termes de degré 2 en les
a;. Or les termes qui ne dépendent pas de x dans ces trois covariants sont a%, 2apas et 4a%. On
ne peut pas générer le coefficient (dapas + 4aiasg).

1l est donc difficile de voir quand la nouvelle opération saturera l’algébre.

Il s’avere de plus qu’on a un contre-exemple a notre espoir initial. En effet, invariant co s €

Ty en caractéristique 3 de la section 5.2.3 ne s’obtient pas de cette fagon. Pour 'obtenir par notre
opération, il faudrait qu’il soit la dérivée l-iéme d’un certain covariant d’ordre m et de degré 6.
Les entier m et | doivent vérifier | < m/2, m —2l =0 et m — [+ 1 est un multiple de 3. On
obtiendrait donc cet invariant en effectuant la dérivée seconde d’un covariant cse d’ordre 4 et
de degré 6. Or en effectuant les calculs, on trouve que l'algébre des covariant de degré inférieur
a 6 engendré par notre opérateur sur la réduction des covariants de la caractéristique nulle est
engendré par co1, f = ca1, ca3 et cg3. Les deuw seules possibilités pour cye sont 08710471 et
03710473. Ces deux possibilités ne donnent pas co.
Remarque 22. On aurait aussi pu considérer

10'9

xb 9z
et montrer que cette quantité est encore un covariant exactement de la méme facon. Cependant,
le nowveau covariant construit est le méme (au signe prés) que le précédent.



Chapitre 6

Construction d’une courbe de genre 2 a
partir de ’espace de modules Mj(k)

6.1 Groupes d’automorphismes selon la caractéristique

6.1.1 Le cas du genre quelconque

Soit C : y?> = f(z) une courbe hyperelliptique de genre g sur un corps k parfait de carac-
téristique p # 2. On rappelle que Aut(C) désigne son groupe d’automorphismes et Aut’(C) son
groupe d’automorphismes réduit (voir la définition 10 (p. 20)). Les notations pour désigner les
divers groupes qui apparaissent dans les résultats sont encore les suivantes :

— C,, le groupe cyclique d’ordre n,

— Dg,, le groupe diédral d’ordre 2n,

— A, le groupe alterné d’ordre n!/2,

— S, le groupe symétrique d’ordre n!.

Nous donnons ci-dessous les groupes d’automorphismes réduits pour les courbes de genre 2. Le
résultat est connu, voir par exemple [CGLR99, table 1 p.38| mais nous en donnons ci-dessous
une démonstration élémentaire afin de clarifier les liens entre les strates.

Comme Aut/(C) C PGLy(k), [Hug05, lem 2.2.1 p.25| décline I'ensemble des sous-groupes
finis possibles a conjugaison prés (en reprenant la classification de [Suz82, p.404], Huggins omet
toutefois le groupe PSLa(F5) en caractéristique 3). Grace aux résultats de Grotendieck [Gro71,
XIIT 2.12| et celui de Roquette [Roq70], on peut affiner ce résultat de la maniére suivante :

Proposition 24. Sip=0ou sip>g+1 et p# 2g+1 alors

Aut'(C) € {As, Su, Ay U | {cn,D%}.

neN

St p = 2g+1 alors le résultat ci-dessus est valable sauf si C est isomorphe a la courbe définie
par y?> = xP — x. Dans ce dernier cas, le groupe d’automorphismes réduit de C est isomorphe
PGLy(F,).

On note :

Gg,A={<gk T):aeA,kEZ}

ot A est un sous-groupe additif de k contenant 1 et 3 une racine de 1'unité telle que A = A. Si
p divise | Aut’(C)|, on a :

Proposition 25. Sip # 3 alors

Aut'(C) € | J{PGLa(Fpr), PSLa(Fpr )} U | J{Gps,a}-
k,A

neN

83
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Sip =3, il faut ajouter le groupe PSLo(F5).

On renvoie également a la thése de Brandt [Bra88| pour une étude plus détaillée des groupes
d’automorphismes possibles et les modéles de courbes correspondants.

6.1.2 Le cas du genre 2

Soit maintenant C : y?> = f(x) une courbe hyperelliptique avec f € k[z] de degré 6 (ou 5 si le
point a l'infini 0o est un point de C). Puisque Aut/(C) agit sur f par permutation de ses racines,
Aut/(C) < Sg. Ainsi, les éléments de Aut/(C) sont d’ordre au plus égal a 6. On obtient alors plus
précisément :

5 —x pour p=75) alors

Corollaire 3. 1. Sip=0 oup>5 (avec C non isomorphe a y* = x
Aut/(C) € {C,, Doy, Ag, Ss, A5} pour n € {1,2,3,4,5,6}.
Lorsque p =5 et C est isomorphe a y? = 2° — x, Aut/(C) = PGLy(F5) = Ss.

2. Sip=3 alors

Aut’(C) € {C,,Da,, PSLy(F3), PGLy(F3), PSLy(F5), PSLy(Fy), PGLo(Fg) } U U{G@A}
kA

pour n € {1,2,4,5}.

Parmi les groupes du corollaire 3 (p. 84), on va identifier lesquels sont réalisés en adoptant la
stratégie suivante : on considére v un élément d’ordre maximal dans Aut’(C). D’aprés le corollaire
précédent, v est d’ordre au plus égal a 6. Pour chaque valeur de m, on cherche ensuite les groupes
correspondants.

Quitte & faire une transformation linéaire, lorsque m est premier a p, on peut supposer que
v:(x:z) = ((ux: 2) avec (,, une racine primitive m-iéme de 'unité et que 1 est une racine
de f. Lorsque p = m, on suppose que 7 : (z : z) = (x + 1 : z). Fort de ces remarques, on va
pouvoir effectuer une étude de cas. Dans ce but, on va identifier les groupes d’automorphismes
réduits en fonction de m. Pour cela, on va s’appuyer sur le corollaire 3 (p. 84) et une fonction
implémentée en Magma (voir Annexe B.2).

6.1.2.1 m=—6:

On peut tout d’abord exclure le cas de la caractéristique 3 comme le montre le lemme ci-
dessous.

Lemme 10. Il n’y a pas d’élément d’ordre 6 dans PGLy(F3).

Démonstration. Supposons que M € PGLy(FF3) soit un élément d’ordre 6. Il existe ¢ € F3 tel que
MS = #31d car x — 2? est un isomorphisme en caractéristique 3. Ainsi, (z —+/%)3(x++/t)? est un

1
polynéme annulateur de M. La matrice M est donc trigonalisable et de la forme v/t < 0 (11 >

-1 = .
ou v/t < 0 Cll ) avec a € F3. Or, ces deux matrices ne sont pas d’ordre 6. O

Dans ce cas, p # 3 et les racines de f sont les puissances de (5. La courbe C est isomorphe
a la courbe d’équation y?> = 2% — 1. Si p = 5, la fonction IdentifyHyperellipticGroup (cf
annexe B.2) permet d’affirmer que le groupe d’automorphismes réduits de C est isomorphe a
PGLy(F5) =2 S5. Si p > 7, le corollaire 3 (p. 84) met en exergue uniquement deux possibilités :
Aut/(C) = Cg ou Aut/(C) = Dyy. Comme Aut/(C) contient aussi 'automorphisme (z : 2) — (2 :
x) qui n’est pas dans lorbite de v, Aut/(C) = Dys.
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6.1.2.2 m=5:

Lorsque m = 5, si p # 5, C contient le point a l'infini et les racines de f sont les puissances
de (5. Ainsi, C est isomorphe & la courbe d’équation y? = 2% — 1. Puisque Aut/(C) contient un
élément d’ordre 5, le corollaire 3 (p. 84) précise qu’il y a que deux possibilités : soit Aut/(C) =
Cs, soit Aut/(C) = Djg. & présent, on va montrer que Aut’(C) n’est pas isomorphe a Dyq. Si

M = ( Z Z > € Aut/(C), alors il existe A € k\{0} tel que :

(aX +b2)°(cX +dZ) — (X +dZ)° = \- (ZX° — Z9). (6.1.1)

On comprend aisément que si ¢ = 0 alors M est de la forme ( 8 2 > avec a® = d°. Cela

correspond & cinq matrices différentes de PGL2(k). On va voir qu’en fait il n’y en a pas plus. En
supposant que ¢ # 0, la relation de degré 6 en X de I’équation (6.1.1) précise qu’il existe une
racine cinquiéme de 'unité (5 telle que ¢ = a(s. Les relations de degré 4 et 3 en X de ’équation
(6.1.1) montrent que b = éd. Enfin, la relation de degré 0 en X indique que A = 0, ce qui est
impossible. Ainsi, il y a uniquement 5 automorphismes dans Aut’(C). Autrement dit, Aut’(C) est
isomorphe & Cs.

Si p = 5, C contient le point & l'infini et les racines de f sont tous les éléments de Fs.
Ainsi, C est isomorphe & la courbe d’équation y? = 2% — x. Ainsi, d’aprés le corollaire 3 (p. 84),
Aut/(C) =2 S5. Comme S5 contient un élément d’ordre 6, on se rameéne au cas précédent. Ainsi,
C=ys = 28— 1.

6.1.2.3 m—4:

Lorsque m = 4, laction de = sur la racine 1 montre que quatre des racines de f sont les
puissances de (4. Il reste donc deux racines qui ont une orbite d’ordre au plus 2. Il ne peut donc
s’agir que des racines 0 et l'infini. Ainsi, C est isomorphe a la courbe d’équation y? = x(m4 —1).

Sip=>5, alors on a :

flx —z,a%x + a*2) = —a® (2% — 29)

avec a une racine de x? 4 4z + 2 dans Fas. Ainsi, la courbe y? = f(z) et la courbe y? = 26 — 1
sont isomorphes.

Sip = 3, la fonction IdentifyHyperellipticGroup permet d’affimer que le groupe d’auto-
morphismes réduit de C est isomorphe & PGLy(F3), lui-méme isomorphe & Sj.

Si p > 7, le corollaire 3 (p. 84) permet d’écrire que Aut/(C) est isomorphe a Sy ou C4 ou Dg
car Aut’'(C) contient un élément d’ordre 4. De plus, pour (4 une racine quatriéme primitive de
I’unité, on a :

flx —2,Gx + Gz) = =8¢ (a2 — 2°x).

Ainsi, (z: 2) = (x — 2 : (4= + (42) est un automorphisme réduit de C. Par ailleurs, il est facile
de voir que cet automorphisme est d’ordre 3. Ainsi, Aut’'(C) = Sy.

6.1.24 m=3:

On suppose d’abord que la caractéristique de k est différente de 3. v € Aut/(C) est d’ordre
3. Ainsi, les racines de f sont {1,(3,(3,a,a(3,al3} oua € E*\{l,g‘g,g‘g}. Le polynéme f a pour
équation z8 — (a? + 1)2 4 a®. On remarque que i, : (2 : 2) — (az : ) est un automorphisme de
C d’ordre 2. Ainsi, d’aprés le corollaire 3 (p. 84), Aut/(C) & A4 ou Dg puisque les autres groupes
possibles contiennent des éléments d’ordre plus grand que 3. On va montrer que Aut’(C) = Dg. On
remarque que < iq,7y > est un sous-groupe de Aut’(C). De plus, ce sous-groupe est isomomorphe
a Dg. Ainsi, Aut’(C), ne peut pas étre isomorphe a A4 car A4 ne contient pas de sous-groupe
isomorphe a Dg. De plus, pour a = —1, C est isomorphe a y> = 2% — 1. Ainsi ne caractéristique
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5, S5 est un point de cette strate. En caractéristique différente de 3 et 5, D15 est un point de
cette strate. Qui plus est, pour a une racine de 22 + 4z + 1, c = 1/a et b tel que b* = 1/c?, on a

flz+bz,cx+bz2) = (c— 1)*( + c+ D)b(z°z — 2°x).

Ainsi, en caractéristique différente de 3 et 5, S4 est un point de cette strate.

Si p = 3 alors on peut supposer que v : (z : z) — (z + 2z : z). Les racines de f sont alors
{0,1,2,a,a + 1,a + 2} avec a € k\F3. Le polynéme f a pour équation (23 — z)(x — a)(z — a —
1)(x —a—2). Grace a la fonction IdentifyHyperellipticGroup, les groupes d’automorphismes
réduits de y? = f(z) sont isomorphes & un G, 4 de cardinal 6 non commutatif. C’est donc Dg.

De plus, pour a une racine du polynéme x2 + 2z + 2, on obtient

flx+z/a,ax + z/a) = 2°2 — 22°

Ainsi, §4 est un point de cette strate.

6.1.25 m=2:

Les racines de f sont alors {1,—1,a,—a,b,—b} avec a # +b € k\ {—1,0,1}. Les seuls
groupes possibles sont Cy ou Dy puisque les autres groupes contiennent des éléments d’ordre
plus grand que 2. Si Aut/(C) contient une autre involution, de simples considérations matricielles
montrent qu’on peut supposer qu’il s’agit de (z : z) — (z : z). Les racines de f sont donc
{1,-1,a,—a, %, —%} avec a ¢ {—1,0,1}. De plus, pour a = (g, C est isomorphe & y? = 2% — 1.
Ainsi ne caractéristique 5, S5 est un point de cette strate. En caractéristique différente de 3 et
5, D12 est un point de cette strate.
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6.1.3 Diagramme de stratification en genre 2

En résumé, on obtient la stratification des groupes d’automorphismes réduits suivante avec
leur dimension :

dim 3 {1a}

dim 2 C‘g

dim 1 Dy / \ Ds

dim0 5"4 Cs

FIGURE 6.1 — Stratification en caractéristique 3

dim 3 {14}
|

dim 2 CQ

/ \
D, Dg
dim 0 ™ Ss —

FIGURE 6.2 — Stratification en caractéristique 5

dim 1

dim 3 {I4}
\
dim 2 C2
dim 1 Dy / \ Dg
dim0 Dis Sy Cs

FIGURE 6.3 — Stratification en caractéristique # 3 et 5

Soit [C] un point de Ma(k) et (g1, g2, g3) ses go-invariants. On cherche & construire une courbe
de genre 2 ayant ces invariants absolus. Les équations des strates sont obtenues par les relations
entre les invariants spécialisés aux familles représentatives de la strate.

Nous venons de présenter la stratification de Ma(k) et la dimension de chaque strate des
courbes ayant un groupe d’automorphismes donné. A présent, on va montrer comment recons-
truire (par un modéle explicite sauf dans les cas génériques et Cy ot on donne un algorithme)
une courbe d’invariants donnés. Lorsque le groupe d’automorphismes réduit de n’est pas trivial,
on donnera un modéle hyperelliptiquement définie (définition 9 (p. 20)) sur le corps de modules
(définition 16 (p. 35)). Afin de ne donner que des conditions fermées sur les équations des strates,
nous procédons par “remontée” : on considére tout d’abord les groupes d’automorphismes les plus
gros et on exclut alors de facto les points de 'espace de modules dans les strates supérieures.

6.2 Meéthode de construction : les cas de dimension 0

6.2.1 Groupe d’automorphismes réduit D, avec p # 3,5

Proposition 26. On suppose que p # 3 et p # 5. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Les go-invariants de C sont

6400000 440000 —32000
3 7 9 7 81

(91792793) = ( )
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2. Le groupe d’automorphismes de C est D1s.

3. la courbe C est isomorphe d la courbe y?> = 2% — 1.
Démonstration. Dans la section 6.1, on a déja vu que les points 2 et 3 sont équivalents. Puisque
Aut’(C) = D5 correspond & un seul point de I'espace de modules, il suffit de vérifier que 3> =
2% — 1 posséde ces go-invariants. La fonction g2_invariants(C) permet de réaliser ce calcul (cf.

annexe A.2).
O

Sur le méme principe, on obtient les résultats suivants.

6.2.2 Groupe d’automorphismes réduit S, ou S;

Proposition 27. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Les ga-invariants de C sont (g1, g2, g3) = (50000, 3750, —125).

2. Sip # 5 alors le groupe d’automorphismes de C est S4. Si p = 5 alors le groupe d’auto-
morphismes de C est Ss.

3. La courbe C est isomorphe a la courbe y?> = x° — x.

6.2.3 Groupe d’automorphismes réduit Cs

Proposition 28. On suppose que la caractéristique de k est différente de 5. Les assertions
susvantes sont équivalentes :

1. Les ga-invariants de C sont (g1, 92, 93) = (0,0,0).
2. Le groupe d’automorphismes de C est Cs.

3. La courbe C est isomorphe a la courbe y?> = x° — 1.

D’apreés les figures 6.1, 6.2 et 6.3 (p. 87) les strates de dimension 0 sont entiérement traitées.

6.3 Meéthode de construction : le cas de la dimension 1

En s’appuyant sur les propositions 2.2 et 2.1 de [CQO07] et sur les théorémes 8 et 9 de [CQ05],
on va distinguer les caractéristiques 3, 5 des autres. En effet, les relations vérifiées par les in-
variants d’Igusa ne sont pas les mémes. De plus, dans le cas Dg en caractéristique 3, la famille
n’est pas la méme que dans les autres caractéristiques.

Remarque 23. A plusieurs reprises, on a va supposer que Jo # 0. Ceci n’est pas génant car
dans ces cas, la courbe a des automorphismes supplémentaires.

6.3.1 Groupe d’automorphismes réduit Dg

Caractéristique 3
Proposition 29. Soient [C] € Ma(k) et Jo, Ju, Js et Jio ses invariants d’Igusa associés. Les
assertions suivantes sont équivalentes.
1. Jy=0¢et Jio+ 2J6J22 = 0.
2. Jg # 0 et la courbe Cq : y? = 28 + ta* 4+ (t — 1)a +t22 + 1, avec t une racine cubique de
3

72
Js
3. Le groupe d’automorphismes réduit de [C] contient Dyg.

est un représentant du point [C] définie sur le corps de modules k.
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Remarque 24. On peut trés bien se servir directement des gy-invariants. Les conditions sur les
invariants deviennent les suivantes : g1 # 0, go = 0 et g3 = —1/2. La condition sur t devient : t
une racine cubique de 2g;.

Démonstration de la proposition 29 (p. 88). (1. = 2.)
3

—J.
Soit Cg la courbe d’équation y? = 26 +tx* + (¢t —1)x3 +t22 + 1 avec t une racine cubique de TQ
6
3

J.
On pose A une racine cubique de 722 Les éléments ¢ et A sont bien définis car Jg # 0. En effet, si

Jg = 0 alors Jig = 0 puisque J10+26JGJ22 = 0. Or, J19 = 0 est impossible car la courbe Cg doit étre
lisse. Soient ¢ € {2,4,6,10} et J;(Cop) les invariants d’Igusa de Cy. La fonction igusa_invariants
de 'annexe A.2 permet d’obtenir les résultats suivants : Ja(Cq) = 2, J4(Co) = 0, J(Co) = 2t3
et J19(Co) = 2t7. On vérifie aisément que J2(Co) = A2Ja, J5(Co) = A0Jg et J10(Co) = A10Jy0. La
derniére égalité utilise la relation Jyg + 2J6J22 =0.

(2.=1.)

Soit Cy définie comme dans 2. Grace a la fonction igusa_invariants, les relations suivantes se
vérifient aisément : J; = 0 et Jig + 2J6J22 =0.

(2. = 3)Onmnote a: (x:2) - (—x+2z:2)etf:(x:2) — (2,2). On remarque que
< a, 3 >C Aut/(Cp). De plus, < a, 8 > est isomorphe & Dg. Lorsque ¢t = 1, on retrouve la strate
du dessous.

(3.=2.)

Soit C un représentant de [C]. On sait que Aut’(C) = Dg =< «, 8 >. On peut donc choisir C
tel que Aut/(C) =< «, 8 >. Comme Aut’(C) contient 3, le polynéme hyperelliptique de C peut
s’écrire :

f(z) = agz’® + a5z’ + agzt + azz® + aqx® + asx + ag, avec ag, as,ay et az € k.
Puisque Aut’(C) contient a, 'équation de f peut se réduire en :
f(z) = agz® + agz* + (ag — ag)x?’ + ayz® + ag.

. P . a4
Comme ag est non nul (sinon la courbe définie ne serait pas de genre 2), on pose t = — et on
a

obtient le modéle voulu. Il reste a exprimer ¢ en fonction des invariants d’Igusa de C. Grace a la

3
2

est le

fonction igusa_invariants, cette manipulation est aisée : on vérifie que le rapport

cube de t¢.
O

Caractéristique 5

Proposition 30. Soient [C] € Ma(k) et Ja, Ju, Js et Jig ses invariants d’Igusa associés. On
suppose que Jo # 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. JioJsJ2 + J3 +3J6J3 +2JiJa = 0, JioJ3 +3JE s+ 4JF +2J3J2 =0 et JgJo + 2J7 = 0.

2

J.
2. La courbe Cq d’équation y> = 24+ 23 +t ot = —1 — J—4 est un représentant du point [C|
2

défini sur le corps de modules k.

3. Le groupe d’automorphismes réduit de [C] est isomorphe a Dg.

Remarque 25. On peut trés bien se servir directement des gy-invariants. Puisque on suppose que
Jo # 0, on peut supposer que g1 # 0. Les conditions sur les invariants deviennent les suivantes :
9207 + 9597 + 3gsgigr + 29391 =0
g + 3939291 + 493 + 29391 = 0

9391 + 295 = 0
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Grice aux fonctions de Magma, on trouve que variété définie par les 3 équations sur g1, ga et g3
est composé d’une courbe de genre 0 (lorsque g1 # 0) et d’une autre composante (lorsque g1 = 0).
On peut ainsi paramétrer cette courbe de genre 0 avec des fonctions de Magma. Soit (t1 : t2) € P!,
on obtient

3t5
VT 368 1 30ty + 24382
tits
P27 345 1 3tdt, + 26342
£t
937 365 1+ 3thty + 26343
La condition sur t devient t = —1 — t1/3ts.

Démonstration de la proposition 30 (p. 89). (1. = 2.)

Les polynomes JioJuJ2 + Jg + 3JsJ3 + 204 o, JioJ3 + 3J2Js + 4JF + 23 J2 et JgJo + 2J3 sont
homogénes de degré respectif 18, 16 et 8. Comme on suppose que Jo # 0, on pose ji = Jy/J3,
Jo = J@/JS et j3 = J10/J25. Ainsi, t = —1 — ji et les relations du 1. se réécrivent de la fagon
suivante :

jagi + js + 3jags +2j1 = 0, js + 35351 + 4jf + 253 =0 et jo + 257 = 0.

On pose aussi J2(Co), J1(Co), Js(Co) et J19(Co) les invariants d’Igusa de Cp. Grace a la fonction
igusa_invariants, on se rend compte que J2(Co) # 0. On peut donc considérer :

J1(Co)
J2(Co)?’

Js(Co)
JQ(CO)3

J10(Co)

J1(Co) = T

J2(Co) =

et jg(C()) =

Pour conclure, il suffit de vérifier que j1(Co) = j1, j2(Co) = j2 et j3(Co) = j3 modulo les relations
ci-dessus. Le programme de ’annexe B.3.1 fournit une vérification.

(2.=1.)

Soit Cg définie comme dans le 2. La fonction igusa_invariants permet de vérifier aisément les
relations suivantes :

JiodaJs + J3 +3J6J3 + 2010y = 0, JioJs + 3J2 Ty + 4J) +2J3J3 =0 et JgJo + 2J7 = 0.

(2.=3)

Soient (3 une racine primitive troisiéme de I'unité, a € k une racine cubique de t et a : (x : 2) —
(CGz: 2) et B (x:2) = (az,z). On remarque que < a, 3 >C Aut’(Cp). De plus, < «a, 3 >
est isomorphe & Dg. La figure 6.2 (p. 87) permet de conclure. En effet, les seuls groupes de
la classification des automorphismes en genre 2, en caractéristique 5 contenant Dg sont lui-
méme et Ss. Or, d’aprés la proposition 27 (p. 88), le point de My(k) qui admet pour groupe
d’automorphismes S5 a pour gy-invariants (0,0,0) et son invariant d’Igusa J associé est nul.
Puisqu’on a supposé Jo # 0, on a bien Aut’(Cq) = Ds.

(3.=2)

Soient C un représentant de [C], o défini comme précédemment et 5 : (x : z) — (2 : ). Sachant
que Aut/(C) = Dg, Dg =< «, 3 >. On peut donc choisir C tel que Aut’(C) =< «, 8 >. Comme
Aut/(C) contient 3, le polynéme hyperelliptique de C peut s’écrire :

flz) = az® + a5z’ + asxt + azx® + asx® + asx + ag avec ag, as, aq et as € k.
Puisque Aut’(C) contient «a, I’équation de f peut réduire en :

f(2) = aga® + azz® + as.
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Pour que la courbe définie soit de genre 2, ag est non nul. L’élément a3 est aussi non nul.
Sinon Aut/(C) contiendrait aussi 'automorphisme d’ordre 6 (z : z) — ((sz : 2), avec (s une
racine primitive sixiéme de 1'unité. Cet automorphisme ne peut pas étre dans Aut’(C) puisqu’il

. N ae S .
est isomorphe a Dg. On pose t = (—)2 ainsi, avec le changement de variable © — &agx, on
a

construit le modéle voulu. Gréce a la fonction igusa_invariants, on vérifie que ¢ s’exprime en
fonction des invariants d’Igusa de C.

O

Caractéristique # 3,5

Proposition 31. Soient [C] € Ma(k) et Ja, Ju, Jg et Jig ses invariants d’Igusa associés. Les
assertions sutvantes sont équivalentes.
1. 750J10+90J6Jy —3JsJ3 — J3J2 = O et 2700J2 +540JgJyJo — 27 JsJ5 +160.J5 —9.J7J3 = 0.

2. La courbe Cy d’équation y® = 25+ 2% +t ou

L 13/160.J4.J2 +9/16.J5 — 3/640.J3
~ JyJa +45/2Js — 3/160J3

est un représentant du point [C] sur le corps de modules k.

3. Le groupe d’automorphismes réduit de [C| est isomorphe & Dg.

Remarque 26. On peut tres bien se servir directement des go-invariants. Les conditions sur les
tvariants deviennent les suivantes :

g1 #0
75091 + 909293 — 39193 — g5 = 0

27009391 + 540919293 — 279793 + 160g5 — 99591 = 0

Grdce aux fonctions de Magma, on trouve que variété définie par les 2 équations sur g1, gz et g3
est composé d’une courbe de genre O (lorsque g1 # 0) et d’une autre composante (lorsque g1 = 0).
On peut ainsi paramétrer cette courbe de genre 0 avec des fonctions de Magma. Soit (t1 : to) € P!,
on obtient

—270¢3
7= —1/151875t% + 1/10125¢1t, — 1/2700t3t2
243 4
927 115187567 +t11t/210192t51t€12t —1/27008382
1 12 12
g — —2/135t5t3 + 1/10t3t3

—1/151875¢3 + 1/10125¢7ta — 1/2700t3t2
La condition surt devient
22139y + 2332595 — 3g1
- 275¢, 4 26325¢, — 223g;
Pour le cas g1 = 0, les équations sur les invariants d’lqusa fournissent les valeurs des go-
invariants suivante : g1 =0, go = 3-5°/23 et g3 = —25/3 ainsi que t = 1/40.

Démonstration de la proposition 31 (p. 91). (1. = 2.)

Cas1: Jy#0.

Les notations de la caractéristique 5 sont encore valables puisque Js # 0. On a donc les relations
suivantes :

75053 + 907251 — 3j2 — ji et 270053 + 5405941 — 2742 + 16057 — 953
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Un programme similaire a 'annexe B.3.1 permet de conclure.
Cas2: Jy=0.
Dans ce cas, t = 1/40 et les relations se réduisent a :

25.J10 + 3J6Js = 0 et 135J¢ +8.J5 = 0.

On pose J2(Cp), J1(Co), J6(Co) et Ji0(Cp) les invariants d’Igusa de Cy et A = 3/4 ¢ 15%,4. Avec
5 6 12

cette valeur de t, J2(Co) = 0, J4(Co) = ;@, Js(Co) = 2%52 et Jio(Co) = 21 55

aisément que JQ(C()) = )\2J2, J4(C0) = /\4J4, Jﬁ(CO) = )\GJG et Jl(](C(]) = )\10J10. L’avant-

derniére égalité utilise la relation 25J19 + 3JsJs = 0. La derniére égalité requiert en plus la

relation 135.J2 + 8.J3 = 0.

(2.=1.)

Soit Cy définie comme dans le 2. Grace a la fonction igusa_invariants, les relations suivantes

se vérifient aisément :

On vérifie

750.J10 + 90JJy — 3JsJ3 — JiJo = 0,
2700.J2 4 540J5.J4Jy — 27JsJ3 + 160.J5 — 9.J3.J2 = 0.

(2.=3)

Soient (3 une racine primitive troisiéme de l'unité, a une racine troisiéme de ¢, o : (z : z) —
(32 : 2) et B: (x,y) — (az : ). On remarque que < a, 8 >C Aut’(Cp). De plus, < «, 3 > est
isomorphe & Dg. La figure 6.3 (p. 87) permet de conclure. En effet, les seuls groupes de la classifi-
cation des automorphismes en genre 2, en caractéristique # 3,5 contenant Dg sont lui-méme, Sy
et Djg. Or, d’aprés les proposition 26 et 27 (p. 88), le point de My(k) qui a pour groupe d’auto-
morphismes réduits Dis (resp. S4) admet pour gy-invariants (640000/3,440000/9, —32000/81)
(resp. (50000, 3750, —125)). Or, ces gy-invariants ne vérifient pas les relations de la remarque 26
(p. 91). On a bien Aut/(Cp) = Dg.

(3.=2)

Soit C un représentant de [C]. On reprend o comme précédemment et on pose 3 : (z: z) — (2 : x).
Sachant que Aut/(C) = Dg, Dg =< «, 8 >. On peut donc choisir C tel que Aut’'(C) =< «, 8 >.
Comme Aut’(C) contient 3, le polynome hyperelliptique de C peut s’écrire :

f(z) = agz® + a5z’ + agz? + asz® + ayx® + asx + ag avec ag, as, ay et az € k.
Puisque Aut’(C) contient o I'équation de f peut se réduire en :
f(l’) = a6x6 + CL3$3 + ag.

L’élément ag est non nul car la courbe définie est de genre 2. Quant a as il est aussi non nul.
Sinon, Aut’(C) contiendrait aussi 'automorphisme d’ordre 6 (z : z) — ({6 : z), avec (s une
racine primitive sixiéme de 1'unité. Cet automorphisme ne peut pas étre dans Aut’(C) puisqu’il

. N a6 . .
est isomorphe & Dg. On pose t = (—)2 ainsi, avec le changement de variable x — ¥agzr, on
a

construit le modeéle voulu. Enfin, on vérifie que ¢ s’exprime en fonction des invariants d’Igusa de
C en utilisant la fonction igusa_invariants.

O

6.3.2 Groupe d’automorphismes réduit Dy

Caractéristique # 5

Proposition 32. Soit [C] € Ma(k) et Ja, Jy, Jg et Jio ses invariants d’lgusa associés. On
suppose que Jo # 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1.

17280072 — 23040.J6J4Jo + 592J6.J5 — 40960.J3 + 3584.J3J3 — 10445 + J§ = 0,
128000110 + 5760.J5.Jy — 192J6.J3 — 102403 Ty + 64.J4.J5 — J5 = 0.

2. La courbe Cy d’équation y*> = x° + 23 + tx ou

L 9/20JyJs — 27/8Js — 7/640.J3
 Jado+45/2J5 — 3/160J5

est un représentant du point [C] sur le corps de modules k.
3. Le groupe d’automorphismes de [C] est isomorphe a Dy.

Remarque 27. On peut tres bien se servir directement des gy-invariants. On suppose que g1 7# 0
Les conditions sur les invariants deviennent les suivantes :

172800g1 95 — 23040919293 + 59297 g3 — 40960g3 + 3584g1g5 — 104¢%go + g5 = 0,
128000g; + 57609293 — 19291 g3 — 102492 + 649193 — g> = 0.

Grace aux fonctions de Magma, on trouve que la variété définie par les 2 équations sur g1, gs et
g3 est composée d’une courbe de genre 0 (lorsque g1 # 0) et d’une autre composante (lorsque
g1 = 0). On peut ainsi paramétrer cette courbe de genre 0 avec des fonctions de Magma. Soit
(t1 : ta) € P, on obtient

B 37996698009600000¢5
T 5 2415t + 6942526/3t32 — 10828018861343 + 2413337449651 ¢4 — 1908200404147563

_ 408883200002¢3 — 43096289280000¢; 5 + 12226629888000000¢5
92 = 15 241510, + 694252631312 — 10828018861213 + 241333744965t ¢4 — 1908290404147565

_ —61952000/3t3t3 4 35374592000¢3t5 — 20078952960000¢; ¢4 + 37725190272000005
9= t9 — 2415t3ty + 6942526 /333 — 1082801886¢2¢3 + 241333744965t t5 — 190829040414 755
La condition surt devient

L 2°32gy — 2433595 — Tq1
"~ 27599 + 26325g5 — 223¢;

Démonstration de la proposition 32 (p. 92). (1. = 2.)
On peut reprendre les mémes notations que pour Dg en caractéristique 5 puisque Jo # 0. Il
s’ensuit les relations suivantes :

17280055 — 230407271 + 592jo — 4096053 + 358457 — 10451 4+ 1 = 0,
12800053 + 57605271 — 19272 — 102452 4+ 645, — 1 = 0.
Un programme similaire a ’annexe B.3.1 permet de conclure.
(2.=1.)

Soit Cg définie comme dans le 2. Grace & la fonction igusa_invariants, on vérifie aisément les
relations :

172800.J2 — 23040.J5.J4.J2 + 592.J6.J5 — 4096015 + 3584.J7.J3 — 104.J4Jy 4+ JS =0,
128000110 + 5760.J5.Jy — 192.J5.J3 — 1024.J3.J5 + 64.J4.J5 — J5 = 0.

(2.=3.)
Soient 7 une racine carré de —1 et a une racine carrée de t, a: (v : 2) = (—x: z) et f: (v :2) —
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(2 : az). On remarque que < o, 3 >C Aut/(Cp). De plus, < «, 3 > est isomorphe a Dy. Les figures
6.3 (p. 87) et 6.1 (p. 87) permettent de conclure. En effet, les seuls groupes de la classification
des automorphismes en genre 2 contenant Dy sont lui-méme et Dy (en caractéristique # 3).
Or, d’aprés la proposition 26 (p. 87), le point de Ma(k) qui a pour groupe d’automorphismes
réduits Dyg est P = (6400000/3,440000/9, —32000/81). Or, ces gy-invariants ne vérifient pas les
relations de la remarque 27 (p. 93). On a bien Aut’(Cy) = Dy.

(3.=2)

Soit C un représentant de [C]. On reprend a comme précédemment et on pose 8 : (z : z) — (2 : ).
Sachant que Aut/(C) =& Dy, Dy =< «, 3 >. On peut donc choisir C tel que Aut’'(C) &< a, 3 >.
Comme Aut’(C) contient 3, le polynome hyperelliptique de C peut s’écrire :

flz) = az® + a5z’ + agxt + azx® + asx® + asx + ag avec ag, as, aq et as € k.
Puisque Aut’(C) contient a ’équation de f peut se réduire en :
y2 = a5x5 + a3x3 + asx.

L’élément a5 est non nul car la courbe définie est de genre 2. Quant & ag, il est aussi non nul.
Sinon, Aut’(C) contiendrait aussi 'automorphisme d’ordre 4 (z : z) — ({4 : 2), avec (4 une

racine primitive quatriéme de 1'unité. Ceci est exclu car Aut/(C) = Dy. On pose t = (—5)2 ainsi,
a
avec le changement de variable z — Z—ga:, on construit le modéle voulu. Enfin, on vérifie que ¢

s’exprime en fonction des invariants d’Igusa de C en utilisant la fonction igusa_invariants. [

Caractéristique 5

Proposition 33. Soit [C] € Ma(k) et Jo, Js, Js et Jip ses invariants d’Igusa associés. On
suppose que Jo # 0. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1.

Jod2 4+ 4T3 4+ 2J3 T3 + 28 T3 + 21 I3 + 4T309 + 2035 =0

Jiodi Jo + 2J¢ +3J3T3 +3J + I T3 4 3J4 Ty + 2J3J8 + JITS + 21,030 + 3732 =0
Ji0JaJ3 + J3 + 304 o + 2J2J3 4+ 4403 +2J9 =0

Ji0J3 +3J3 Ty +3JF + T3 +3J8 =0

JoJo + 2J2 +3J,J% +3J3 =0.

Ji

2 est un représentant du point
2

2. La courbe Cy d’équation y*> = x® + 2% + tx, avec t =1+
[C] sur son corps de modules.
3. Le groupe d’automorphismes de [C] est isomorphe a Dy.
Remarque 28. On peut trés bien se servir directement des gy-invariants. On suppose que g1 # 0
Les conditions sur les invariants deviennent les suivantes :

95 + 49195 + 29593 + 295 + 29795 + 49795 + 297 = 0

gi95 + 29193 + 3919395 + 395 + 9195 + 39193 + 29195 + 9195 + 29792 + 347 =0
gi92 + 9195 + 395 + 29795 + 49792 + 291 = 0

g + 3919293 + 393 + 9195 + 391 =0

9193 + 295 + 39192 + 397 = 0.

Grace aux fonctions de Magma, on trouve que variété définie par les b équations sur gi, g2 et gs
est composé d’une courbe de genre O (lorsque g1 # 0) et d’une autre composante (lorsque g1 = 0).
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On peut ainsi paramétrer cette courbe de genre 0 avec des fonctions de Magma. Soit (t1 : t2) € P!,
on obtient

t3
=368 £ 10ty + 26342 + 3418 + 263
B tt5
P27 315 1 tity + 26363 + 3yt + 21]
. 333 + 24115 + 2t5

T Bt0 + thty + 26362 + 3t1td + 265
La condition surt devient t = 1+ t1/to.

Démonstration de la proposition 33 (p. 94). (1. = 2.)
On peut reprendre les mémes notations que pour Dg en caractéristique 5 puisque Jo # 0. On a
donc les relations suivantes :

Jsiy + 445 + 24553 + 257 + 21 + 457 + 2,

J3di + 243 + 34547 + 350 + 47 + 351 + 247 + 4t + 251 + 3,
Jaj1 + J5 + 341 + 241 + 451 + 2,

3+ 35251 + 352 + 2 + 3 et

jo + 273 + 341 + 3

Un programme similaire & I'annexe B.3.1 permet de conclure.

(2.=1.)

Soit Cg définie comme dans le 2. On peut aisément vérifier les relations, sur les invariants d’Igusa
de la proposition 33 (p. 94), en utilisant la fonction igusa_invariants.

(2.=3.)

Soient i une racine carrée de —1, a une racine carrée de t, a: (z:2) = (—z:2) et f: (v :2) —
(x : az). On remarque que < o, 3 >C Aut/(Cp). De plus, < «, 3 > est isomorphe & Dy. La figure
6.2 (p. 87) permet de conclure. En effet, les seuls groupes de la classification des automorphismes
en genre 2 contenant Dy sont lui-méme et S;. D’aprés la proposition 27 (p. 88), le point de
My (k) qui a pour groupe d’automorphismes S est P = (0,0,0). Or, son invariant d’Igusa Jo
est nul. Puisqu’on a supposé que Jo # 0, on a bien Aut/(Cq) = Dy.

(3.=2)

Soit C un représentant de [C]. On reprend o comme précédemment et on pose 3 : (z: z) — (2 : x).
Sachant que Aut/(C) & Dy, Dy =< o, 3 >. On peut donc choisir C tel que Aut’(C) =< «, 3 >.
Comme Aut’(C) contient (3, le polynome hyperelliptique de C peut s’écrire

f(z) = agx® + asx® + agz* + azx® + ayx® + asx + ag avec ag, as, ay et az € k.
Puisque Aut’(C) contient a I'équation de f peut se réduire en :
y2 = a5a:5 + a3x3 + asx.
L’élément as est non nul car la courbe définie est de genre 2. Quant & 1’élément ag, il est non
nul. Sinon, Aut’(C) contiendrait aussi I’automorphisme d’ordre 4 (z : z) — (42 : 2), avec (4

a
une racine primitive quatriéme de 'unité. Ceci est exclu car Aut’(C) = Dy. On pose t = (—5)2
as

ainsi, avec le changement de variable x — Z—gx, on construit le modéle voulu. La fonction

igusa_invariants permet de vérifier que t s’exprime en fonction des invariants d’Igusa de C. O
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6.4 L’invariant R

Aprés avoir traité le cas des strates de dimension inférieure & 1, on va expliquer comment
séparer la strate de dimension 2 du cas générique. Pour cela, on va démontrer deux lemmes. Le
premier fait le lien entre le degré en les coefficients et le degré en les crochets introduits dans la
section 5.2.1. Le second est un lemme trés utile qui lie un invariant R de degré 15 a l'existence
d’une involution dans Aut/(C). Par rapport a 'invariant de degré 15 de la figure 5.1 (p. 55) et
qui est en caractéristique 0 proportionnel & R, 'invariant R a I’avantage de continuer a indiquer
I’existence d’une involution en toute caractéristique. Finalement on se servira d’un résultat de
Bolza en caractéristique 0 qu’on généralise en caractéristique impaire quelconque.

Lemme 11. Si I est un invariant de f de degré m en les coefficients de f et de degré d en les
crochets de f alors 2d = nm.

Démonstration. Soit f(z,z) = > ya;x'257" = [ (quz — Biz). On écrit I(ay, ;) Vinvariant I
exprimé en fonction des crochets de f et I, (a;) 'invariant I exprimé en fonction des coefficients
de f. Soit A€k, on a:

n

fAz,\z) = H(Aaim — ABiz) = A" Z a;z'z"

i=0
Puisque I4(«;, ;) est de degré d en les [ij], on obtient :
Li(Aai, ABi) = N g, i)
De plus, I, (a;) est de degré m en les a;, d’ou :
I, (A"a;) = A" I (a).
Puisque ces deux quantités sont égales, 2d = nm. ]

Lemme 12. Soit f le polynome hyperelliptique de C. Quitte & faire un changment de variable,
on peut supposer que f = H?:1($ — ;) ot x; sont deux & deux différents. On note aussi :

1 +x2 1 —x120
D(xl,xQ,xg,m4,a:5,$6) =det | z3+xz4 1 —x324
T +x 1 —x578

Alors
R =D T1,X2,T3,T4,T5,T6 D XL1,X2,T3,T5,T4,T6 D T1,X2,T3,T6, L5, T4
D(xy1,x3, T2, x4, 25,x5)D(x1, T3, X2, T5, X4, x6) D (21, X3, T2, Tg, T5, T4

( )D( )D( )
( )D( )D( 4)
D(x1, 34,32, 23, 75, 26) D(21, T4, T2, T5, T3, ¥6) D (21, T4, T2, Tg5, T5, T3)
D(x1, x5, x2, 23, x4, x6) D(21, T5, T2, T4, T3, T6) D (21, 5, T2, T6, T4, T3)

( )D( )D( )

D(z1, z6, x2, x3, x4, ¥5) D (21, T6, T2, T4, T3, T5)D(21, 26, T2, T5, T4, T3
est un invariant de degré 15 de C.

Avant de démontrer ce lemme, on va préciser 'origine de D(z1, z2, T3, 24, 5, Zg). On considére

T1, To, T3, T4, Ty €t xg, six éléments de k et + une homographie involutive qui envoie z1 sur xo,
. . . . a b

T3 sur x4 et rs sur rg. Puisque ¢ est une involution, sa matrice est de la forme A = ( >,
c —a

‘”“'H’ = x;41 pour i € {1,3,5}.

avec a, b et ¢ € k non tous nuls. De plus, par définition de ¢, on a
On obtient ainsi :

a(r; +xi41) + b — xwip1c = 0 pour i € {1,3,5}.

Ou encore D(x1, 2,3, T4, T5,26) = 0. Réciproquement, si D(x1, z2, r3, 24, T5,26) = 0 alors il
existe une matrice A comme ci-dessus telle que A.z; = x;41 pour i € {1,3,5}.
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Démonstration du lemme 12 (p. 96). .
On va montrer que D(z1,z2, 23,24, %5, 26) est un invariant de 6 points de degré 3 en les
crochets. On reprend les notations de la partie 5.2.4 :

to = (z2 — x1)(74 — 23) (26 — T5),
ty = (x4 — 21) (23 — 22) (26 — T5),
(x5 — 24),
( ) et
( )

)
)
ty = (w6 — r1)(23 — 2)
)(zg — 23
)

)(
)

t3 = (z6 — o1) (25 — 22
)

t4:(.%'2—1'1 T — T3) Ty — X4).

Les polynoémes tg, t1, to, t3, et t4 forment une base des invariants de 6 points et sont de degré 3
en les crochets. De plus, on remarque que D(x1, x2, 23, T4, T5, Tg) = to + 1 + 2ta + t3 + t4. Ainsi,
D est un invariant de 6 points de degré 3 en les crochets. Ainsi R est un polyndéme de degré 45
en les crochets. Grace a la fonction IsSymmetric de Magma, on montre que R est symétrique.
En d’autres termes, R € Byeg sym (cf. la page 60). D’apreés le théoréme 10 (p. 60), R est donc un
invariant de f. De plus, d’aprés le lemme 11 (p. 96), R est de degré 15. O]

Fort de ce lemme, on va montrer le résultat de Bolza étendu en toute caractéristique différente
de 2, & savoir :
Proposition 34. R =0 si et seulement si Aut’'(C) contient (au moins) une involution.

Démonstration. On analyse d’abord le cas R = 0. D’aprés le lemme 12 (p. 96), il existe une
matrice A telle que A.x; = x;41 pour i € {1,3,5}. L’application ¢ : (z : z) — A.(z : 2) est un
automorphisme réduit de C. En effet, ¢ envoie I'ensemble des points des Weirstraf sur lui-méme.

A présent on s’intéresse au cas ott Aut/(C) contient une involution ¢. Quitte a faire un chan-
gement de coordonnées, on peut supposer que cette involution est i : (z : 2) — (—x : z). Ainsi,
une équation de C est y? = f(x) = f(—=x). Ceci s’écrit aussi de facon équivalente M. f = f pour

-1 0
Mo = ( . 1) |
Puisque R est un invariant de f de poids 45, R(M.f) = det(M)®M.R(f) pour tout M €

GLa(k). Il s’ensuit que R(f) = R(Mo.f) = det(My)** My. R(f) = —R(f) = 0. O

Pour exploiter ce résultat, on a besoin de connaitre R. Or, a priori, celui-ci est inconnu
puisqu’on part des invariants absolus (g1, ¢2,93) pour construire une courbe de genre 2. Afin
de contourner ce probléme, on va exprimer R? en fonction des invariants d’Igusa de la facon
suivante :

Proposition 35.
R2 = 222( JSJ3 — 2J3J2J% — 72035 JuJsJo — 43205 T2 + J3JiJs

+ 8Jy J3 J1o — 7254 T8 — 485 J2 J1o + 13613 J3 J2

+ 4816.J3 T3 JgJ10 + 28800.J5 J4 T3y + 216,15 J5 —

64.J3.J3 Jg — 512J3.J3 Jio + 108013 3 T3 —

129603 J4J2 J1o — 960003 Js.J%y — 2304.J.J4 T3 —

84480.J5.J3 Jg J1o — 512000.J9.J3 J% — TT76.J2J4J¢ —

129600.J2 J5 Jio + 10248 Js + 81923 Jio + 69125 J5 +

691200.J7J2 J10 + 11520000.J4 J6J3, 4+ 11664.J5 + 51200000.73,).
Démonstration. On utilise la méthode de 'annexe B.3.4. O

Puisque les invariants d’Igusa sont valables en toute caractéristique, on peut considérer ’an-
nulation de R? en toute caractéristique différente de 2.
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6.5 Groupe d’automorphismes réduit C,

On présente une alternative a la méthode de [CQO05] avec I'avantage d’étre valable en toute
caractéristique (différente de 2 bien évidemment). Il n’y a donc pas d’obstruction & la recons-

truction sur le corps de modules dans ce cas-la. En effet, on reconstruit notre courbe sur le corps
Ic.

Proposition 36. Soient [C] € Ma(k), (91,92,93) ses gy-invariants associés et R défini par le
lemme 12 (p. 96). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. R=0.

2. La courbe C d’équation y2 = apx® + a12° + asz? + azxd + tasz® + tPajx + t3ag est un
représentant de [C]. Les coefficients a; sont définis par :

Ay =J5JF — 64J3T3 + 10240507 + 3JS Js — 20205 J4J + 4014022 Js — 20160.J3 J6 +
666.J5.J3 — 205200542 + 486005 — 3003 J10 + 2800J3.J4.J10 — 192000.J7.J19 — 360000.J2.J6.J10,
By, =2J304Js — 114J2J3 Js + 1344.J3 Js + 6.J3.J3 + 216J9.J4.J3 — 32403 + 18.J5 Jyo —
1040.J2 J4 1o + 1280073 J1g + 4800.J2.Js.J10,
Ay =JSJ2 — 96.J45.T3 4 3072J3.J4 — 327685 + 3.4 Jg — 16405 JyJs + 1250.J5.J7 Js +
20760.J5.J5 Jg + 85805 Jg — 22680.J5 J4J2 — 172800J7J2 + 81000208 + 1176.J5 J19 —
7960075 J4J10 + 1344000152 J1g — 7200073 JgJ1o — 12960000.J4J5.J10 — 1344000003,
B, =3J3J3Js — 160J9.J3 Jg 4 J3 Jg — 36J3J4J3 + 3456J5J2 — 1188J9J3 + 24.J3 Ty J10 —
1280J2J3 J10 + 160.J3 JgJ10 + 105600J4.J5.J10 + 640000.J5,

Ay ;
u=— e
By
Ay
v=—.
B,
Siu+#0, ona:
t =v? — 40’
apg = v+ ulv — 203
ap = 2(u? + 3v) (v — 4u?)
as = (150 — u?v — 30u®) (v? — 4u®)
az = 4(5v — u?)(v? — 4u®)?
Sinon :
t=1
apg = 1+ 2v
a] = 2(3 — 4’U)
as = 15+ 14v
az = 4(5 — 4v)

3. Le groupe d’automorphismes réduit de C contient Cs.
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Remarque 29. On peut aussi avoir une expression de A,, B,, A, et B, en fonction des gy-
invariants. On va distinguer 3 cas.

1. St g1 # 0 alors

Ay =g1g5 — 649195 + 102495 + 3¢5 g3 — 202919295 + 4014919393 — 201609395 +
6669792 — 20520919293 + 486009195 — 3092 + 2800g7 g2 — 1920009193 — 36000092 gs,

By, =2g19293 — 114919393 + 1344g3 g3 + 69793 + 216919295 — 32409195 + 1893 —
1040g7 g2 + 12800g1 g3 + 4800g7gs,

Ay, =gig3 — 969795 + 30729195 — 3276895 + 391 g3 — 164979293 + 125097 g5 g3 +
29760919593 + 85873 g5 — 2268097 gog2 — 172800919592 + 8100093 g3 + 117691 —
7960093 g2 + 1344000923 — 7200045 g3 — 1296000093 g2g3 — 13440000043,

By, =3g3g393 — 160919593 + g1 935 — 36939293 + 3456919595 — 1188g7 g3 + 2497 g2 —
128092¢2 + 160¢g5 + 10560092 gags + 640000g5.

2. Sig1 =0 et gy #0 alors

A, = — 15,

B, =1,

A, = — 25695 — 135092 — 10125093 — 1050000,
B, =27g3 + 82593 + 5000.

3. Si g1 = go =0 alors on pose A, = —15, B, =1, A, = —-210, B, = 1.

Démonstration de la proposition 36 (p. 98). (1. = 2.)

On suppose que R = 0. D’aprés la proposition 34 (p. 97), Aut’(C) contient une involution. On
note A une matrice de cette involution. Comme A? = tI; avec t € k, P, = X2 —t est le polynome
caractéristique de A. La matrice A est donc équivalente & la matrice compagnon de P,, & savoir

0 t

(3 o)
Quitte & faire un changement de coordonnées, on peut donc supposer que A est la matrice
compagnon de Py. De fait, C a un modéle de la forme 32 = aga® + a12° + asa® + asz® + tasz® +
t2a1z + t3ag. Pour la suite, il faut vérifier dans les deux cas que les invariants de la courbe
C correspondent bien au point P. On effectue le méme raisonnement que pour les strates de
dimension 1. L’annexe B.3.2 fournit une vérification.
(2.=3.)
Si C la courbe d’équation 3% = agx® + aja® + asx* + asxd + tagx? + t2ayx + t3ag alors Aut’(C)
contient I'involution i : (z : z) — (tz : ). Ainsi, Aut’'(C) D< i >= Cs.
(3.=1.)
Si Aut’(C) contient une involution alors R = 0 (cf. proposition 34 (p. 97)). O

6.6 Groupe d’automorphisme réduit trivial

L’ensemble des points restants de My (k) ont un groupe d’automorphismes réduit trivial. On va
alors appliquer une méthode algorithmique, dite méthode de Mestre. Dans celle-ci, on construit
une conique et une cubique dont les six points d’intersection correspondent aux racines d’un
polynéme f de degré 6 tel que y? = f(x) est une équation de la courbe d’invariants souhaités.

La construction de la cubique et de la conique repose sur la donnée d’un triplet de covariants
de f d’ordre 2 linéairement indépendants. Le choix classique fait dans Mestre doit étre adaptée
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en caractéristique 5 pour plusieurs raisons. Tout d’abord, les trois covariants qu’il choisit sont
tous liés, et sont méme proportionnels au covariant ¢ = a4x? + 3asx + as. Il faut donc construire
& la main des "bons" covariants pour éviter ceci. Quand bien méme, quel que soit le choix des
covariants, la conique est contenu dans la cubique. Enfin, les covariants d’ordre 2 de petit degré
ont une facheuse tendance & étre des multiples de Js. Cela pose probléme lorsque Jy = 0 car il
est alors difficile de déterminer un triplet de covariants d’ordre 2 non liés. C’est pourquoi, le cas
de la caractéristique 5 est traité a part : uniquement pour ce cas, on analyse la situation Jy =0
et Jo # 0 a part.

6.6.1 Meéthode de Mestre

Les égalités établies par Clebsch et utlisées dans la méthode de Mestre sont valides en ca-
ractéristique quelconque lorsqu’on supprime les divisions par des facteurs n!. Nous les donnons
ci-dessous dans cette optique.

6.6.1.1 Les identités de Clebsh

Aprés avoir rappeler les résultats de 'exemple 3 de [Mes91], on expliquera comment adap-
ter les résultats obtenus en caractéristique quelconque. Soient ¢, o, g3 et f, quatre formes
quadratiques définies sur k[z, z]. On note :

a1 = (92, 93)1, ¢ = (43, q1)1 et @3 = (q1, 92)1,

Aij = (¢i,q5)2 pour i,j € [1,2,3],

R(q1, @2, g3) le déterminant de q1, go, g3 dans la base 22, xz, 2°.

Soient g et h deux formes binaires et k& € N. On rappelle que (g, h)j est le transvectant d’indice
k. On a les relations suivantes :

Qg + @205 + 4363 =0, (

2det ((Aij)ij=123) = (01,42, 93), (6.6.2
R(q1,42,93)-f = 2((f, q1)2-97 + (f,q2)2-¢5 + (f,43)2-3 ), (
0. (

ZAJQz QJ

Cette derniére égalité permet de construire la conique L. On note que les constantes différent
de celles de Mestre. Toutes ces formules peuvent étre vérifiées grace a un logiciel de calcul. Le
résultat suivant permet de construire la cubique M.

Proposition 37 ([LR12, p.11]). Soit f une forme binaire de degré n.

n/2
L R(qu, g2, 93)"* f (, 2) (Zqz z, 2) ) fla1, 21), (6.6.5)
ot §; est lopérateur différentiel ¢(x1,21) — Q3(0(1,21).Gi(72, 22)) (on rappelle que Q19 =
g 0 o0 0
Ox1 dzz — Dwz =1/

6.6.1.2 Un algorithme de construction générique en caractéristique # 2,3 ou 5

On part d’un point de 'espace de modules My (k), représenté par ses go-invariants (g1, g2, g3)-
On note Jo, Ju, Jg et Jig les invariants d’Igusa associés (cf lemme 5 (p. 58)) ainsi que R U'invariant
de degré 15 (voir le lemme 12 (p. 96)).
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Remarque 30. A ’ezception d’un cas précis, on se sert uniquement de l’annulation ou non de
R. Ainsi, la donnée de R? est suffisante. Lorsqu’on a besoin de sa valeur, on utilise la preuve du
lemme 5 (p. 58) pour avoir une expression de R sur le corps de modules.

Le but est de construire une courbe C : y* = f(z) telle que le triplet de ses g,-invariants
(91(C), 92(C), g3(C)) soit égal & (g1, g2, g3). On note ja, ja, js €t jio les invariants d’Igusa associés
et R l'invariant de degré 15 .

1. Déterminer un triplet de covariants (q1, g2, g3) d’ordre 2 et la quantité associée R(q1, g2, q3),
que l'on note simplement R introduite dans la section 6.6.1.1. Cette derniére est un inva-
riant. L’évaluation de R en les j; est non nulle si et seulement si le triplet de covariants
évalués en les j; est linéairement indépendant. On suppose que c’est le cas ici.

2. Calculer la conique L : )" A; jz;x; = 0 définie par (6.6.4). L est non singuliére car son
discriminant est %R2. Elle est donc en particulier irréductible. Les A; ; sont des invariants
évalués en les j;.

3. Calculer la cubique M : ) a;jpx;xjzy définie par expression des coefficients a; ji du
membre de droite de (6.6.5) (vu comme un polynéme en les ¢). Les a; ji sont des inva-
riants évalués en les j;.

4. Exploiter la proposition suivante pour déterminer f.

Proposition 38. Soient q1, q2 et q3 trois covariants d’ordre 2 d’une forme binaire de degré
6 définie sur k. Si R # 0 alors il existe un k-isomorphisme L — P! qui envoie les points
d’intersection de L N M sur les racines de f(X,Z). De plus, cet isomorphisme est défini sur :
— une extension au plus quadratique de k,
— k dés que L a un point rationnel.

*

Démonstration. On considére le morphisme ¢ : P! — L tel que ¢(z : 2) = (q1 (z,2) : ¢5(z,2) :
¢;(z,z)). Ce morphisme est bien défini car, d’apres (6.6.4), (qi‘(x, 2) 1 q3(x,2) : ga(x z)) est un
point de L. A présent, on montre que ¢ est un isomorphisme.

Soit (X :Y : Z) € L, on cherche z, z tels que (qf(a:,z) s g5 (m,2) q§(x,z)) =(X:Y:Z). On

note A la matrice des ¢; dans la base 22, xz, z°. On cherche donc a résoudre le systéme projectif :

x2 X
A Tz = Y
22 A

Le déterminant de A est —1/4R?. Puisque R # 0, la matrice A est inversible. ¢ est donc un
isomorphisme. De plus, si ¢(z : 2) est un point de LN M alors, d’aprés (6.6.5), 6!- R3- f(z, ) = 0.
Il s’ensuit f(x,z) = 0 car R # 0 et on a supposé p # 2,3, 5. En conséquence, (x : z) est une racine
de f. Réciproquement, si (x : z) est une racine de f alors, d’apres (6.6.5) et (6.6.4), p(x : z) est
un point de L N M.

O

Cette proposition donne un paramétrisation rationnelle de L qui envoie les points d’intersection
de L N M sur les abscisses des points de Weirstrak de la courbe C : y?> = f(z, z). Cependant,
on ne connait ni f, ni ses covariants pour la reconstruction. La paramétrisation (¢, g3, ¢3) reste
donc inconnue. Par suite, ce résultat n’est pas directement exploitable pour la reconstruction.
Néanmoins, toutes les paramétrisations rationnelles de L sont GLo (k) équivalentes. Il suffit donc
de choisir une paramétrisation rationnelle de L et d’envoyer les points de L N M dans P'. Pour
cela, on choisit un point affine de L qu’on appelle (£ :  : 1). On note K le corps de définition
de (£ : m: 1). Puisque L est une conique sur k, K = k ou K est une extension quadratique de
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k. A partir de ce point, on paramétrise la conique de la facon suivante. On considére la droite
passant par (£ : 7 : 1) d’équation

1,‘1:§+Oét
Ty =1+ pt
r3=1 avec t € K.

On suppose que 8 # 0 et on pose y = Bt, x = % On a donc

L+azy:n+y:1)=ay®+by

avec a et b des polynomes en x tels que (a,b) # (0,0). On cherche les points d’intersection de la
conique L avec la cubique M. Le point ({+xy : n+y : 1) appartient a L si et seulement si y = 0
ouay = —b.Si (§+zy:n+y:1) € LNM alors M (a§—bx : an—b : a) = 0. Réciproquement, si on
pose f(x) = M(a —bx :an—>b:a) alors f(z) = 0 et par suite, (a§ — bz : an—0b : a) est un point
de M. On pose y = —b/a; le point (a§ —bx:an—>b:a) = ({+zy:n+y:1) est un point de L.
Donc, (a§ —bz : an—>b: a) est un point de M N L. Ainsi, en posant f(z) = M(a&—bzx :an—>b: a),
f(x) =0 si et seulement si (a§ — bz :an—>b:a) € LN M.

6.6.2 Construction de la conique L et de la cubique M.
Dans ce paragraphe, on note
f= a6x6 + a5x5z + a4x4z2 -+ a3x323 + a2x224 + ala:zS + aoz6
une sextique binaire générique sur un corps k de caractéristique différente de 2. On va construire
une conique L et une cubique M qui permettent la reconstruction par la méthode de Mestre. Les

expressions de leur coefficients en fonction des J; et de R peuvent étre obtenues grace a I’annexe
B.3.4.

6.6.2.1 Caractéristique 0 ou > 7

Covariants ordre | degré
=i 2
A = (i,1)2 4 4
Cl1 = ( ) 2 3
ca = (i,y1)2 |2 5
c3 = (i,y2)2 |2 7
ca = (y1,y2)1 | 2 8

Dans ce cas, il suffit de poser ¢1 = ¢1, g2 = c2 et g3 = ¢3. On a R(q1,q2,q3) = ﬁ “R(f).
Puisque R # 0, les trois covariants considérés sont linéairement indépendants.

A partir des covariants du tableau précédent, on va définir des covariants bien définis en
petite caractéristique. Dans ce but, on multiplie ¢; par de bonnes constantes :

=(2-32-5% ¢, 0=(2-3-5%) - co, y3=(2-31-5") -cget yy = (22-3°-55) . ¢4

Dans la suite, on note 7; (resp. J;(f) et R(f)) la réduction de y; (resp. J;(f) et R(f)) en
caractéristique p.
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6.6.2.2 Caractéristique 3

On exploite encore la méthode en caractéristique 3 avec quelques modifications. On pose
91 = Yy, 92 = Ty et g3 = Y3. Un calcul montre que det(qi,q2,q93) = 2 - R(f). Ainsi puisque
R # 0, les trois covariants considérés sont linéairement indépendants. Pour calculer les coefficients
de L, on utilise uniquement des opérations de transvection d’indice inférieur ou égal a 2. Ces
opérations sont donc bien définies. On construit ainsi L = ) Ajjz;z;, ou Ajj = (¢, ¢5)2 pour
tout 4,5 € {1,2,3}.

Le calcul de M est un peu plus délicat. En effet, en effectuant les calculs de la partie droite de
la formule (6.6.5), on obtient une expression nulle, ce qui est en accord avec le fait que la partie
gauche l'est trivialement en caractéristique 3. Afin de palier a cela, on effectue tout d’abord les
calculs en caractéristique 0 en utilisant les y;. On s’apercoit alors qu’on obtient une expression
dont tous les coefficients sont divisibles par 9. On peut alors diviser les deux membres de 1’égalité
de (6.6.5) par 9 pour obtenir une relation valide en caractéristique 3 et pour laquelle on peut
appliquer 'algorithme de Mestre. Les équations explicites sont données ci-dessous.

M = (—3200000.J10 + (—288000.J4 + 600.J3).Js — 100J4.J5 4 3200J7J5 + J3)x3+
(4000000.J19.J2 + 21600002 + (—1600.J35 + 432000.J4.J5)Js — 1280003 — 320.J4.J3+
3.J8 + 1040072 J2) a2 z0+
((32000000.7; — 2400000.J3).J19 — 160000.J3 .J5 + 13000.J3.J5 — 2700000.J2 Jo—
180000.Js.J4J3 — 340.J4J5 + 3.J3)xtws+
((32000000.7; — 2400000.J3).J19 — 160000.J3.J5 + 13000.J3.J5 — 2700000.J3 Jo—
180000.Js.J4.J3 — 340J4J5 + 33 )1 23+
((16000000.J4.J5 4 1200000.J3 4 960000000.75).J10 + (43200000.J5 + 3060000.J3)J2+
(—1800.J3 + 26000043 — 960000.J3 J5) Js + 2560000.J; — 496000.J3 J3+
298002 J5 + 6J5 — 720J4J9) 1 w013+
((—800000.75 — 200000000.J6.J — 320000000.73 + 28000000.J5.J3).J19 — 108000000.J5 +
(—5400000.J4..J2 — 1405000.J5)JZ + (—880000.J%.J3 — 3000.J4J5 — 550.JS+
6400000.73).Jg + 17350.J7.J5 — 380.J4J5 4 3.J35 + 22400001 .Jy — 3340003 J3 )z 25+
((—8000000.J4.J2 + 40000075 — 80000000.Jg).J10 + (—7200000.J5 + 1140000.J3)J2+

(22005 — 100000.J4J5 4+ 17600002 Jo)Js 4+ 12800005 — 136000.J35J2 4 5800J2.J4 + J5 — 1204 J9) x5+

((—1400000.J3 — 800000000.J5.J2 — 9600000007 4 64000000.J4.J3).J10 4+ 54000000.J5 +
(—37800000.J4.J2 — 760000.73).J2 4 (7700000.J3.J3 — 318000.J4.J3 + 3200.J5 — 60800000.3 ) Js+
18600.J7.J5 — 380.J4.Ja + 3.J3 + 35200001 .Jy — 41400075 J3)z323+

(160000000000.J%, + ((20000000000..J4 4+ 100000000.J3).J + 70000000.J4.J5 — 120000000073 Jo—

900000.73).J10 + (648000000.J7 — 7200000.J4.J2 + 895000.J3).JZ + (648000073 J5 —
129000J4J5 4 1050.J9 — 94400000.J3 J3)Js — 12800000.7; + 4880000.J; J2 — 480000.73 J5+
20350J7J9 — 400J4J8 + 3J5°) 2320+

((3200000000.7F — 20000000000.JZ + 24000000.J4.J5 — 350000.J — 100000000.J.J5 —
52000000073 J2)J1o0 + (19500000.73 — 1260000000.J4)Jg + (—80000.J5 — 10250000.J4.J5+
12200000077 J2)JZ + (—29000000.J3 J3 4 132500073 J3 + 50.J8 4 224000000.75 —
23500.J4J%) Jg + Jit + 230000074 J3 — 19350073575 4 7550.J3.J5 — 960000073 Jo — 140.J4.J35) x5
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et

L = (—3600J5 — 160.J4.J5 + 3J3)x3+

6000.J5.J2 4 6400.J? — 360.J4.J2 + 6.J5) 120+

160000019 4+ (—96000.J5 — 800J3).Js — 400.J4.J3 + 6400.J3J5 + 6..J35)x 23+
800000.J19 4 (—48000.J5 — 400J3).Js — 200.J4.J5 + 3200.J3J5 + 3.J5)x3+

360000J2 + (—8000.J4.J5 + 2400.J3).Js + 10000.J3.J3 — 440.J4J5 4+ 6.J5 — 6400073 )xox3+
(—600000.J3 + 8000000.J4)J10 — 150000J2.J + (300.J5 — 38000.J4J3 + 320000.3).Js+

3.J4 — 240.J4J35 + 610033 — 48000.J3 J3)23.

= (
(
(
(
(
(

6.6.2.3 Caractéristique 5

Ce cas est plus difficile. En effet nous ne pouvons plus du tout réduire simplement le choix
de covariants fait par Mestre puisque det(y,,ys,y3) = 0. Plus précisément, on a

71 = 4J2(f)e, To = 3To(f)%c et Ty = Jo(f)3c avec ¢ = agx® + 3azxz + agz’.

On va construire par des manipulations élémentaires sur les y; trois autres covariants en caracté-
ristique nulle de telle sorte qu’ils ne soient pas liés en caractéristique 5. Puisque 7y = 2J2(f)7;,
y2 — 2J2(f)y1 est un multiple de 5. En remplacant y2 par v5 = (y2 — 2J2(f)y1)/5, on obtient

Ja(f) +2J2(f)*

Yy = (Jalf) +2J2(f)%)c = 7(f) Y1

On remplace encore y}, par

yy = (4Ia(f)yy—(Ja(f)+2J2(f)*)y1) /5 = 5722 Jo(f) (ya—4Ja(f)y1) =5 Ay (414 (f)+312(f)?).

De fagon analogue, on construit un troisiéme covariant yj tel que 1/ soit génériquement linéaire-
ment indépendant (i.e. avec les coefficients génériques a;) de 7; et y”,. Cela se fait de la maniére
suivante

ys =572 3 Jo(f)Bys + 2J2(f)yz + 4T (f)*y1) + 572 - Jo(f) 2Ja(f) + J2(£)*)yr—
5712 (J(f) + Ju(f) T2 (f) + 3J(f)*)y.

Dans la base 22, xz, 22, le déterminant de 7y, vy et /5 vaut Jo(f)?*R(f). Les trois covariants
sont donc indépendants si et seulement si Jo(f) # 0. On traitera donc le cas Jao(f) = 0 & part.

Cas ou Jo # 0. On considére les covariants ¢1 = y1, g2 = v} et g3 = y4 et g; la réduction de ¢;
en caractéristique 5. Puisque Jo # 0 et R # 0, gy, G, et g3 sont linéairement indépendants.

On construit :

— la conique L = Zi,j A; jrixy avec A;j = (gi,q5)2 pour 4,5 € {1,2,3},

— la cubique M =37, .\ xiwjzy), grace a (6.6.5).

On appelle L et M les réductions de L et M en caractéristique 5. La cubique a ’expression
suivante.

M = (27220 + (3T2(F)* + 4T2(F)2Ta(F) + Ta(F)? + 2T2()To( )z + (To(F)*+

3T2(f)° Ta(f) + 3T2(f)Ta(f)? + T2(f)* Ts(f) + 474(f)76(f))w3)L-

Pour conclure avec la méthode de Mestre, il faut que le coté gauche de 'égalité (6.6.5) ne soit pas
identiquement nul. Or c’est le cas puisque 5|6!. Nous allons donc transformer la cubique M afin
de faire ressortir un multiple de 5 qui n’apparait pas pour le moment. Ceci se fait en soustrayant
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a M un facteur linéaire fois I’équation de L (ce qui ne modifie pas la valeur en les ¢} de la partie
droite de (6.6.5) et donc I'égalité avec f).

M’ :<M —{2.05() 1 4+ BT () + 4.To(F)?Ta(f) + Ju(f)? + 2.Jo(f) T (f))x2 + (Jo(f)5+

8. J2()*Ja(f) +3.J2(f)Ja(f)? + Ja(f)2 T (f) + 4-J4(f)J6(f))w3}L) /5.

Puisque les coefficients de M’ et L sont des invariants de degré pair, on peut les exprimer en
fonction de Jao(f), Ja(f), Je(f) et Jio(f). Aprés avoir évaluation en les J;, on obtient

et

M

243 + 2J3Jy + 3J2J3 + J3 Jo)x 100+

2(3J5 + 4Jy Jy + AJ5JZ + 3J5 Jg + 2024 Jg) w1203+

(J3 + T3 Ty + 2J3T2 + JoJ3 + J2J4Js + 203 Js)x3+

2(2J5 + 2JS Ty + 203 T3 + T3 Jo + J3 Jads + JoJiJe + J2Jg + 3JuJg + 35 Jio)xazs+
(4T3 + 4T3 Ty + J3 T3 + 3I3T3 + JSJo + Ja Juds + 3J3 T3 Jo + 2J3J3 + 2JoJuJi+
2J8 4 3J5 J1o + 4J3 JyJ10) 23

3J30y)x3 +
4J3 + 3J5 Ty + JoJ3 + J3 Iy Jg)xxy +

25 + J3Jy 4+ 3J5TF 4 IS T 4+ 4Ty JuJs + 4T3 T3 T 4 203 Js + 3J3J2 + JyJro) w105 +
3J30 + 2080y + JSTZ + 2J3 T8 4+ 3J3 Js + 3J3 T4 Js + 3J5 T2 T + 2023 Jg + 3T J+
J3I4JE 4 J2JE + T3 Ty Jio)x1a0ws +
(BJIY 4 JI T+ 203 T3 + T3 T} + 33 T3 Te + 4T3 T3 Js + 3J5JZ + 3T Jadg + 3J2J3 I+
4T3 T8 + 2J0 T3 + IS J1o + 4J3 Jadvo + 4T3 T3 J1o + 3J5 JeJio) 123 +
(4T3 + 3T5 Ty + 4T3 T2 + AJoJ) + 208 T + 3JS Ty ds + Ja 2 Js + Jids + J5JE + T3 Ty i+
Ao J3 JG + 2J5 Jro + 2J3 JeJ10) x5 +
(4T3 + 4T100, + 4TS T2 + 4TS T3 + J3T + 20205 + 409 Js + 3J3 Juds + J5 T3 T+
J3T3 T+ 3Ja i s + 2JSJ2 + 203 JyJE + AJ3T2TE + 3T3JZ + J3 T3 4 200y Jg + 4T3 Jio+
3J5 JyJ10 + 2J3 T3 Jio + JoJi Jio + 205 JeJ10 + 205 JaJeJio)whas +
(3J33 4 8J9T3 + 203 T} + J3T3 + 2030 Jg + IS Ty e 4+ AJS T3 T + 25 T3 Je + 205 JE+
QI3 T4 JE + 3T3 2 T2 4+ Ao J3 T2 + 3JFTE 4+ J2IWJg + J2TE + AJyJ + 3J2T3 Jyo+
203 JoJ10 + 3J3 JuJs 1o + 3Jo T3 T J10 + 3J2JE J1o)zoxa +
(2J3% + 33204 4+ 203007 + 2J8T3 + 2J8 T8 4 3J5J5 + 4T3 T + J3 T3 T + JS T+
T J2JE+ AT T3 IE 4 3J5 T3 + 3J3 T4 JE + AT J3 I3 + A3 T + 3J3 T10 + 3J4 JaJro+
J3J3 010 +4J2 T3 Js 10 + 2J3 2 J1o + JoJuJE Jio + 203 T%) 5.

= (
(
(3J8 + 20804 + 3J3JF 4 3J2T3 + 2J3 Ty J + 4o Ji Js + J2JE)xiws +
(
(

Cas ou Jy = 0. Les covariants considérés précédemment ne sont plus linéairement indépen-
dants, il faut en choisir d’autres. On pose :

@1 = 5 B2(F) 202+ B(Pn) = £ B + B,

q2 = Y4,
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w= 2 (f)ys + 2 R P+ 5 (D + 5 2P0 + 2 BT

Les coefficients de ces 3 covariants sont bien réductibles en caractéristique 5. Lorsque Jo(f) = 0,
le déterminant de g,, Gy et G5, dans la base {22, zz, 22}, est 2J4(f)C.

Supposons tout d’abord que J4 # 0. De méme que précédemment, la réduction de I’équation
de la cubique est un multiple de celle de la conique :

M= ((3J§ FATRTy 4 T2+ 205 d6)n + (234 + 3J2Jj)x3)f.
De maniére similaire au paragraphe précédent, on pose
M = (M — (3Jy +4J2Jy + J? + 2Jods)z1 + (2J5.J4 + 3JoJ2)23)L) /5
et on peut alors conclure & la validité de la méthode de Mestre dans ce cas également.

Aprés avoir évalué en les J;, on obtient les formules suivantes.
M’ = JiJsxs + AR x3xe + (J§ 4+ 4J4J3) 23 xs + (J} + 44 JE)x125 + 25 Jsx123 + 3T 23

et
L = 2J¢23 + 2J3 2125 + 2322,

Remarque 31. La présence de R n’est pas génante pour la reconstruction sur le corps de mo-
dules. On effectue le changement de la preuve du lemme 5 (p. 58) et on obtient ainsi une expres-
sion de R (et de nouvelles valeurs des J;) définie sur le corps de modules.

On suppose maintenant que Jy = 0 (on a toujours Jo = 0). On peut directement construire
une famille de courbe ayant les invariants voulus.

Proposition 39. Soient (g1,92,93) € Ma et ja, ja, Je €t jio les invariants d’Igusa associés. Si
jo = ja = 0 alors une courbe ayant ces invariants est définie par y*> = x° + jex® + 2j10.

Démonstration. Soient C la courbe d’équation y? = x° + jex? + 2j10 et J2(C), J4(C), Jo(C) et
J10(C) ses invariants d’Igusa. Gréace a la fonction IgusaInvariants(C) de magma, on trouve :

Jo(C) = J4(C) = 0, Js(C) = J§ et Jio(C) = J 0.

On pose A = 1/Js. On obtient alors Jg(C) = \jg et J1o(C) = M. O



Appendice A

Implémentation sage

A.1 Fonctions auxiliaires

Soit K C T un sous-corps de F et ' C L une extension de F. Soit a € K, cette fonction
plonge a dans F. Soit a € L tel que a!Fl = a cette fonction trouve un représentant dans F de a.

def change_field(a,FF):
# coerce an ellement a of a subfield of FF in FF or
# an element a of an extenttion of FF such that a~(#FF) = a in FF
n = len(FF)
if a"n <> a:
print "The element is not in the field"
assert a™n == a

FFa = a.parent() ;na=len(FFa);

if ZZ(na).is_prime() or ZZ(n).is_prime():

# When FF is prime or FFa is prime, the coertion already exists in sage, just use it :-)
return FF(a)

genFFa = FFa.gen()
genFF FF.gen()
if n >= na:

#the case a is in a non prime subfield of FF
Pm= genFFa.minimal_polynomial ()
B = genFF™n
n = n//na
while Pm(B) <> 0:
Bx=genFF

V = vector(a)

A=0

for i in range(len(V)):
A+= V[i]*B~i

else:
#the case a is in an extention of FF and FF is non prime
Pm= genFF.minimal_polynomial ()
B = genFFa™n
n = na//n
while Pm(B) <> 0:

107
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B*=genFFa
i = log(a,B)
A = genFF~i
return A

Etant donné un polynéme f et un corps F, cette fonction projette f dans un anneau de
polynémes construit sur F si la coercion est possible.

def change_field_polynom(f,FF):
PFF.<X> = PolynomialRing(FF)
F = 0%X
for i in range(f.degree()+1):
F+=change_field(f[i] ,FF)*X"i
return F

Etant donné une suite d’entiers v de taille n et un corps fini F = ', cette fonction renvoie
I’élément du corps }:Z;Bltﬂﬂcﬁ avec a un générateur du corps F.

def elt_seq(v,FF):

a = FF.gen()
n = len(v)
e =0

for i in range(n):
et+=v[i]*a~i
return e

def pre_image_element (V,w):

W = w.parent()

for v in V:
if W.coerce_map_from(V) (v) == w:
return v

def pre_images(W,V):
im = []
pim =[]
for v in V:
w = W.coerce_map_from(V) (v)
if not w in pim:
im +=[w]
pim +=[v]
return pim

def matrix_action(f,M):
N = M~(-1)
P = f.parent();x=P.gen()
return P(£f((N[0O,0]*x+N[0,1]1)/(N[1,0]*x+N[1,1]1))*(N[1,0]*x+N[1,1])"6)

def random_model(f):
# compute f(M.x) where M is a invertible matrix
FF = f.base_ring()
GL2 = MatrixSpace(FF,2,2)
P = f.parent();x = P.gen()
P.<X,Z> = PolynomialRing(FF,2)



A.2. CALCUL D’INVARIANTS 109

def

M = GL2.random_element ()
while M.is_invertible()==false:
M = GL2.random_element ()
g = P(£(Z/X)*X"6)
return g(M[0,0]*X+M[0,1]*Z,M[1,0]*X+M[1,1]1%*Z) (x,1) ,M.det()

transvectant (F,G,r):

Q,Qdeg,n = F

R,Rdeg,m = G

n = ZZ(n)

m = ZZ(m)

K = Q.parent() .base_ring()
h=20

for k in range(r+1):

h +=(-1)"kx*binomial (m-k,r-k)*Q.derivative(r-k)*binomial (n-r+k,k)*R.derivative (k)
h *=factorial (r)*factorial(m-r)*factorial(n-r)/(factorial(m)*factorial(n))
return [h,Qdeg+Rdeg,m+n-2%r]

A.2 Calcul d’invariants

A.2.1 Les invariants d’Igusa

def

def

formal_igusa_invariants():

Cst.<a0,al,a2,a3,a4,ab,a6> = PolynomialRing(QQ,7)

P.<x> = PolynomialRing(Cst)

f = ab*x"6 + ab*x~b + ad*xx"4 + a3%x”"3 + a2*x~2 +alxx + a0
i = transvectant([f,1,6],[f,1,6],4)

delta = transvectant(i,i,?2)

y1 = transvectant([f,1,6],1i,4)

y2 = transvectant(i,y1,2)

y3 = transvectant(i,y2,2)
A = transvectant([f,1,6],[f,1,6],6)
B = transvectant(i,i,4)

C = transvectant(i,delta,4)

D = transvectant(y3,y1,2)

Ap = -120%A[0]

Bp = -720%A[0]~2+6750%B[0]

Cp = 8640%A[0]~3 - 108000%A[0]*B[0] + 202500*C[0]

Dp = -62208+A[0]~5 + 972000*%A[0]~3%«B[0] + 1620000%A[0]~2*C[0]
- 3037500*%A[0]*B[0]~2 - 6075000%«B[0]*C[0] - 4556250%D[0]

J2 = 27(-3)*Ap

J4 = 2°(-5)%3" (1) *(4+J2°2-Bp)

J6 = 27(-6)*37(-2)*(8%xJ2"3-160*%J2%J4 - Cp)
J8 = 2~ (-2)*(J2xJ6-J4"2)

J10= 2~ (-12)*Dp
return Cst(J2),Cst(J4),Cst(J6),Cst(I8),Cst(J10)

igusa_invariant(C):
f,h = C.hyperelliptic_polynomials()
d = f.degree()
if d == b:
a0,al,a2,a3,ad4,ab = f.coeffs()
a6 = a0*0
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else:
a0,al,a2,a3,a4,ab,a6 = f.coeffs()
FF = a0.parent()
p = FF.characteristic()
J2,34,36,38,J10 = formal_igusa_invariants()
if p == 0O:
return J2(a0,al,a2,a3,a4,a5,ab),
J4(a0,al,a2,a3,ad,ab,ab),
J6(a0,al,a2,a3,a4,ab,ab),
J8(a0,al,a2,a3,a4,ab,ab),
J10(a0,al,a2,a3,a4,ab,ab)

else:

q = ZZ(1len(FF))

if q.is_prime():
a0 = QQ(a0);al
a3 = QQ(a3);ad
return
FF(J2(a0,al,a2,a3,a4,ab,ab)),
FF(J4(a0,al,a2,a3,a4,a5,a6)),
FF(J6(a0,al,a2,a3,a4,ab,ab)),
FF(J8(a0,al,a2,a3,a4,a5,a6)),
FF(J10(a0,al,a2,a3,a4,ab,a6))

QQ(al);a2
QQ(ad) ;ab

QQ(a2);
QQ(ab) ;a6 = QQ(ab);

else:
FFP.<x> = PolynomialRing (FF)
a = FF.multiplicative_generator()
pol = a.minimal_polynomial ()
QQP.<X> = PolynomialRing(QQ)
pQQ = QQP(pol)
A0 = QQP(1ist(vector(a0)))
A1 = QQP(list(vector(al)))

A2 = QQP(1list(vector(a2)))
A3 = QQP(1list(vector(a3)))
A4 = QQP(list(vector(ad)))
A5 = QQP(list(vector(ab)))
A6 = QQP(list(vector(a6)))

J2,J4,36,38,J10 = formal_igusa_invariants()
return

FFP((J2) (A0,A1,A2,A3,A4,A5,A6)%pQQ) (),
FFP((J4) (AO,A1,A2,A3,A4,A5,A6)%pQQ) (),
FFP((J6) (A0,A1,A2,A3,A4,A5,A6)%pQQ) (a),
FFP((J8) (A0,A1,A2,A3,A4,A5,A6)%pQQ) (a),
FFP((J10) (AO,A1,A2,A3,A4,A5,A6)%pQQ) (a)

A.2.2 Les fonctions de passage des invariants d’Igusa a d’autre types d’inva-
riants

Cette fonction convertit les invariants d’Igusa en les invariants absolus de Cardona-Quer-
Nart-Pujolas

def Igusa_to_g2_invariants(JI):
taille = len(JI)
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if taille <>b:
print"Argument must be a sequence of five Igusa J invariants."
assert taille ==

J2 = JI[0]
FF = parent(J2)
if is_Integer(J2):
FF = RationalField()
GI = [FF(J2),FF(JI[1]),FF(JI[2]),FF(JI[3]),FF(JI[4])]

bool = is_Field(FF)
if not bool:
print "Argument must be defined over a field."
assert is_Field(FF)
J2, J4, J6, J8, J10 = tuple(JI)

# Characteristic 2 fields
if FF.characteristic()==2:
if J2<>0:
return [Sqrt(J10/J2°5), Sqrt((J8/J2°4)-(J4/J2°2)"4-(J4/J2°2)"3), Sqrt(J4/J2"2)]

if J6<>0:
return [FF(0), Sqrt(J10~3/J6-°5), Sqrt(Sqrt(Sqrt(J8*J10°4/J6°8)))]

return [FF(0), FF(0), Sqrt(Sqrt(Sqrt(J8°5/J10~4)))]

# Other fields
if J2 <> 0:
return [J2°5/J10, J2~3%J4/J10, J2~2*xJ6/J10]

if J4 <> 0:
return [FF(0), J4°5/J10"2, J4xJ6/J10]

return [FF(0), FF(0), J6°5/J10~3]

Cette fonction convertit les invariants absolus de Cardona-Quer-Nart-Pujolas en les invariants
d’Igusa.

def g2_to_Igusa_invariants(GI):
taille = len(GI)
if taille <>3:
print"Argument must be a sequence of three absolute invariants."
assert taille ==
gl = GI[0]
FF = parent(gl)
if is_Integer(gl):
FF = RationalField()
GI = [FF(gl),FF(GI[1]),FF(GI[2])]
bool = is_Field(FF)
if not bool:
print "Argument must be defined over a field."
assert is_Field(FF)
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gl = GI[0];g2 = GI[1];g3 = GI[2]

# Characteristic 2 fields
if FF.characteristic()==2:
if g1<>0:
return [1, g3°2, g3~4, g2~2+g3~8+g3~6, gl~2]

if g2<>0:
return [FF(0), FF(0), g2°2, g3°8, g2~4]

if g3<>0:
return [ FF(0), FF(0), FF(0), g3~4, g3~3]

return [ FF(0), FF(0), FF(0), FF(0), FF(1)];

# Other fields
if gl1<>0:
return [gl, glxg2, gl~2xg3, (gl 3xg3-gl~2%g2°2)/4, gl~4]

if g2<>0:
return [FF(0), g2, g2*g3, -g2~2/4, g2~2]

if g3<>0:
return [FF(0), FF(0), g3~2, FF(0), g3°3];

return [FF(0), FF(0), FF(0), FF(0), FF(1)]

Cette fonction transforme les invariants d’Igusa en les invariants de Clebsch. Cette fonction
est valable en caractéristique # 2, 3, 5.

def igusa_to_clebsch(Ji):
J2,34,36,_,J10 = tuple(Ji)
FF = J2.parent()

Ap = FF(8)%*J2

Bp = FF(4)*J2~2-FF(96)*J4

Cp = FF(8)*J2~3-FF(160)*J2*J4-FF(576)*J6

Dp = FF(4096)*J10

A = FF((-120)~(-1))*Ap

B = (FF(720%A~2)+Bp)*FF (6750~ (-1))

C = (FF(-8640)*A~3+FF(108000) *A*B+Cp) *FF (202500~ (-1) )
D = (FF(62208)*A~5-FF(972000) *A~3*B-FF (1620000) *A~2*C+

FF(3037500) *A*B~2+FF (6075000) *B*C+Dp) *FF ( (-4556250) ~(-1))
return [A,B,C,D]

Etant donnée une courbe hyperellitpique, cette fonction renvoie ses invariants absolus de
Cardona-Quer-Nart-Pujolas.

def g2_invariants(C):
return Igusa_to_g2_invariants(igusa_invariant(C))

A.3 Reconstruction des courbes hyperelliptiques en genre g = 2

Etant donnée une forme quadratique Cr, cette fonction renvoie son modéle de Legendre
LAz? + By? + CZ? ainsi qu'une liste représentant le morphisme de passage de Cr vers L.
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def legendre_model(Cr):
# We use this function when Cr have no rational point.
Up.<x,y,z> = PolynomialRing(Cr.base_ring(),3)
L = Cr.coefficients()
a = L[0]l;b =L[1];c = L[2];d = L[3];e = L[4];f = L[5]
# Trivial case
if b == 0 and ¢ == 0 and e ==
return a*x~2+d*xy~2+f*z~2,[[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]]
if a<>0:
A=a
B =d - b~2/(4*a)
if B<>0:
C=1f - c2/(4*a) - (e-b*xc/(2*xa))~2/(4*B)
return A*x~2+Bxy~2+Cxz~2,[[1,b/(2%a),c/(2*a)],[0,1, (e-b*xc/(2*a))/(2xB)]1,[0,0,1]]
C=1f - c 2/(4%a)
if C<>0:
B =d - b~2/(4xa) - (e-b*c/(2*a))"~2/(4xC)
return A*xx~2+Bxy~2+Cxz~2,[[1,b/(2*a),c/(2*a)],[0,1,0], [0, (e-bxc/(2*a))/(2*C),1]]

if d<>0:
B=4d
C=1f - e2/(4xd)
if C<>0:
A =a - b"2/(4*%d) - (c-bxe/(2xd))~2/(4*C)
return A*x~2+B*xy~2+C*z~2,[[1,0,0], [b/(2%d),1,e/(2%d)], [(c-b*xe/(2xd))/(2%C),0,1]]
A = a - b~2/(4%d)
if A<>0:
C=1f - e2/(4xd) - (c-b*xe/(2xd))~2/(4*A)
return A*xx~2+Bxy~2+Cxz~2,[[1,0, (c-b*e/(2*d))/(2%A)], [b/(2*d),1,e/(2%d)],[0,0,1]]

if £<>0:
c=*¢
A = a - c~2/(4xf)
if A<>O0:
B =d - e"2/(4xf) - (b-cxe/(2xf))"2/(4*A)
return A*x~2+Bxy~2+Cxz~2, [[1, (b-c*xe/(2*f))/(2%A),0],[0,1,0], [c/(2*f),e/(2%f),1]]
B =d - e2/(4xf)
if B<>0:
A =d - c2/(4xf) - (b-cxe/(2xf))"2/(4*B)
return A*xx~2+Bxy~2+Cxz~2,[[1,0,0], [(b-cxe/(2%f))/(2*B),1,0], [c/(2*%f) ,e/(2%f),1]]
# Otherwithe Cr is a conic with equation of the form
# axy+bxz+cyz = 0 or (ax+by+cz)~2 = 0 or ax”~2+byz = 0 up to permutation of the variable.
# In this cases, Cr have a rational point

Cette fonction renvoie la partie sans facteur carré de i ainsi que la racine carrée de sa partie
carrée.

def cheap_integer_square_free_part(i):
sf = squarefree_part (i)
a = ZZ(sqrt(i//sf))
return sf, a

def cheap_rational_square_free_part(r):
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an, bn = cheap_integer_square_free_part (numerator(r))
ad, bd = cheap_integer_square_free_part(Denominator(r))
return an*ad, bn/(ad*bd)

def mestre_find_point_on_conic(L,K):
# Find an affine point (x,y,1) on the projective conic L.
UP.<u> = PolynomialRing(K)
P.<x,y,z> = PolynomialRing(K,3)
if K.is_field() and K.is_finite(): # When K is a finite field

x1 = K.random_element ()
x3 = K(1)
LL = L(x1,u,x3)

r = LL.roots()

while r == []:
x1 = K.random_element ()
x3 = K(1)
LL = L(x1,u,x3)
r = LL.roots()

x2 = r[0][0]
return x1,x2

else:
if K == QQ:
C = Conic(L)
#P = C.rational_point()
if not C.has_rational_point():
LL,m = legendre_model(C)
il = LL.coefficient({x:2})
i2 = LL.coefficient ({y:2})
i3 = LL.coefficient({z:2})
bl, al = cheap_rational_square_free_part(-i3/il)
b2, a2 = cheap_rational_square_free_part(-i3/i2)
if abs(bl) < abs(b2):
S.<b> = QuadraticField(b1)
Lsol [a1xb, 0, 1]

else:

S.<b> QuadraticField(b2)
Lsol = [0, a2x*b, 1]
sol = [ m[0] [0]*Lsol[0]+m[0] [1]*Lsol[1]+m[0] [2]*Lsol[2] ,
m[1] [0]*Lsol [0]+m[1] [1]*Lsol[1]+m[1] [2]*Lsol[2] ,
m[2] [0]*Lsol [0]+m[2] [1]*Lsol [1]+m[2] [2]*Lsol[2] 1]
return sol[0]/so0l[2],s01[1]/s0l[2]

else:
found = false
while not found:
S = C.random_rational_point ()
if S[2] <> 0:
found = true
else:
pol = L(S[0],S[1],u) # pol = cxu*(u-t)
c = diff(diff(pol))
if ¢ <> 0:
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s3 = -diff(pol)/c
found = true

assert L(1ist(8)) ==
if S[2] == O:
if s3 <> 0:
return S[0]/s3, S[1]/s3
## There is only one tangent line...

if S[0] == 0:

pol = L(S[0]+u,S[1],u) # pol = c*xux(u-t)
else:

pol = L(S[0],S[1]+u,u) # pol = c*xux(u-t)

c = diff(diff(pol))
s3 = -diff(pol)/c
if s3 == 0:
print "Error in MestreFindPointOnConic"
assert L(S[0],S[1],s83) ==
return S[0]/s3, S[1]/s3
else:
return S[0]/s[2], S[1]/S[2]
print "Algorithm not available for this type of field.\n"

def clebsch_mestre_conic_and_cubic(GI):
# Compute a hyperelliptic Curve whith absolute invariants GI
J = g2_to_Igusa_invariants(GI)
J2 = J[0];J4 = J[1];J6 = J[2];J10= J[4]
FF = J2.parent()
p = FF.characteristic()
P3.<x1,%2,x3> = PolynomialRing(FF, 3)

# Clebsch-Mestres conics & cubics, as a function of Igusa Invariants

if p == 6:
if J2 == 0:
# J4 <> 0
R2 = J67°5+3%J10%J4"5+3%J6"3*xJ4"3+J6%J4"6
if not R2.is_square():
J4 x= R272; J6 *= R2°3; J10 *= R2°5; R2 *= R2"15
R = sqrt(R2)
L = J6%x172+4%J4"2%x2%x1+4*x3°2%xJ4"2
M = (3%J4"4+4%J6"2%J4)*x1"2*x2 +
(4% J4~4+3%J6~2*xJ4) *x1*x3"2 +
2% J4"5%x273+J6%J4"2%x 1" 3+4*x 1% J6* J4~3*x272+4%x3%x1"2%R
else:

L = J2%x1°2 +

((J4%J272+2% J4~2+J274+4% J2% J6) *x2 +

(2%J2%J4~2+J6%J4+4*%J2~5) *x3) *x1 +
(J4~2%J273+4*J2"7+3*xJ6*x J4~2+3*x J4*x J2"5+2*x J4~ 3% J2) *x2"2 +

(3%J2~3%J10+ (3% J4+3%J2~2) *J6~2+ (J2* J4~2+4* J2~5+J2" 3% J4) *J6+2+ J2~8+2% J2~6* J4+
3%J272%J4"3+2%J2"4% J4"2) #x3*x2 +
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((4%xJ4%xJ2~2+3%J2~4) *J10+2%x J6"3+3*xJ6" 2% J2" 3+ (2% J4*x J2"4+3%x J2"6+3*xJ4~2%x J2"2) *J6+
4%xJ2~9+J4~3%J2"3) *x3"2

M1 = (3*J4%J2+3%J2~3)*x1"3

M2 = (((2%J273+2*xJ4*J2) *J6+3*J4*xJ2~4+J2"6+2*%J4~3+2*% J4~ 2% J2"2) *x2+
(4%J672+J2+(J4~2+3%J4*J2~2+]J2~4) *J6+ 2*%J4~3%J2+J4~2%J2"3+4*J4*J2~5+]J2°7) *x3) ¥x1°2
M3 = ((4*xJ10%J2°4+2*%xJ6"2%xJ2" 3+ (4*J2"6+3*%J4"~3+J4"~2*%J2"2+2*%J4*J2~4) *J6+2*%J4~ 2% J2~5+
J4~4xJ243%J4~3%J2"3+J4*J2"7)*x2~2 + ((4%J2°5+3%J2"3%J4)*J10+

(J4*%J272+42%J2~4+3% J4"2) % J6~ 2+ (3% J4* J2~5+3% J2 " 7+2x J4~ 2% J2~3+J4~ 3% J2) * J6+2*x J2~ 10+
2% J4~4%J272+J4%J278+3%J4~ 2% J276) *x3*x2 + ((4%J4~2%J2"2+J4*xJ2~4+3xJ6xJ2~3)*J10+
(2% J4+4%J272) % J67 3+ (4% J2x J4~2+2x J275) ¥ J6~ 2+ (J2~ 2% J4~3+2x J2" 4% JA4~2+J2~6x J4) * J6+

3% J271142%xJ4~3%J2"5+J4 4% J2~3+2*% J4~ 2% J2"7) *x3~2) *x1

M4 = ((J4%J2°5+J2°T7T+J6%J274)*J10+(3*xJ2~6+2%J4~2*%J2"2+J4*J2"~4) *J6~ 2+
(3%J4~3%J273+J279+2x J4~2x J275) * J6+2x J4*x J2~10+2*x J2~12+3*x J4~ 3% J2~6+

4% J4~5%J272+3%J4" 2% J2"8) *x2"3

M5 = (((4*%J275+2%J2"3%J4)*J6+J2~6*%J4+4xJ2~8+J2~ 2% J4~3+4*J2~4*J4~2) *J10+
(2%J274+2% J4x J272) % J6~ 3+ (J4* J2"5+4* J2~7T+J4"~ 2% J2~3+4* J4"~ 3% J2) *J6 "2+ (4% J2~4* J4~3+
2%J2710+42%J4~ 2% J276+4*J4~4x J2"2+3% J4* J2~8) *J6+J4~5x J2"3+3*x J4~2% J2~9+
3%J4"3%J2°T+2%J2713) *x3%x2"2

M6 = ((J672%J2~3+(J4~2%xJ2"2+2xJ276+2%J4*J2~4)xJ6+2%J4~ 3% J2~3+J2~9+4*J4*J2~7)*J10+
3*%J6~4*J272+ (2% J2" 3% JA+J2"5+4* J2% JA4~2) *J6~3+(3*J2~8+4* J2~4x JA~2+3% J2~ 2% J4~3) *J6~ 2+
(J2711+J4%J279+3% J4~4%J273) * J6+2*x J4 "5+ J2~4+3% J4~4* J2~6+2%x J4~ 2% J2~10) ¥x3~2*x2

M7 = (3*%J1072%xJ275+((4*xJ4*xJ2~2+2*xJ2~4) *J6~ 2+ (3% J4*J2~5+3*J4~ 2% J2~3+J2"7) *J6+
J4~2%J276+3*%J2~4xJ4"~3+2x JA* J2~8+3*%J2~10) *J10+ (J2~3+J4*J2) *J6~4+
(J4~2%J272+3%xJ276+3*xJ4*x J2~4) * J6~ 3+ (2% J4~2x J2~5+2*x JA4~ 3% J2~3+4*x J4* J2~7+J2~9) *J6~ 2+
(3%J4~2%xJ2~8+4xJ4~3%J2"6+4*x J4~4xJ2~4)*J6+J2~15+3*x J4* J2~13+3*xJ4~ 2% J2~11+J4"~4*J2 7+
2%J4~3%J279) *x3"3

M=MI + M2 + M3 + M4 + MB + M6 + M7
else:

L = (-3600%J6-160%J4xJ2+3%J2~3)*x1~2 + (6000*J6*J2+6400%J4~2-360%J4*xJ2 " 2+6%xJ2"4) *x1*x2 +
(-1600000%J10+(-96000*J4-800*J2~2) *J6-400*J4*J2~3+6400*%J4~ 2% J2+6*J2~5) *x1*x3 +
(-800000%J10+(-48000%J4-400%J2~2) *J6-200*J4*J2~3+3200%J4~2*J2+3*xJ2"5) ¥x2~2 +
(360000%J6~2+(-8000*J4*J2+2400*J2~3) *J6+10000* J4~ 2% J2~2-440* J4* J2 4+
6%J276-64000%J4~3) *x2*x3 + ((-600000*J2~2+8000000%J4)*J10-150000%J6~2*J2+
(300%J2~4-38000%J4*J2~2+320000%J4~2) *J6+3*J2~7-240*x J4* J2~5+
6100%J4~2%J2~3-48000%J4~3%J2) *x3~2

M = (-3200000%J10+(-288000%J4+600*J2~2)*J6-100*J4*J2~3+3200%J4~2*J2+J2"5) *x1~3 +
(4000000%J10*J2+2160000*J6~2+ (-1600*J2~3+432000%J4*J2) *J6-128000%J4~3-320*J4*J2"4+
3%J276+10400%J4"2%J2"2) *x1"2%x2 +
((32000000%J4-2400000%J2~2)*J10-160000*J4~3*J2+13000%J4~2xJ2~3-2700000*J6~2* J2 -
180000%J6*J4*J2~2-340%J4*J2"5+3*J2"7) *x1~2*x3 +

((32000000%J4-2400000%J2~2) *J10-160000%J4~3*J2+13000%J4~2%J2~3-
2700000%J6~2*J2-180000% J6%J4*J2~2-340% J4*J2~5+3%J277) *x1%x27~2 +
((16000000%J4*J2+1200000%J2~3+960000000%J6) *J10+ (43200000%J4+3060000%J2"2) *J6~2+
(-1800%J2~5+260000%J4%J2~3-960000%J4~2%J2) *J6+2560000% J4~4-496000* J4~ 3% J2" 2+
29800*J4~2xJ2"4+6%J2~8-720%J4*J2~6) *x1*x2*xx3 +
((-800000%J2~4-200000000%J6*J2-320000000%J4~2+28000000* J4*J2~2) *J10-108000000*J6"~3+
(-5400000*J4%J2-1405000%J2"3) *J6~2+(-880000*J4~2xJ2~2-3000* J4* J2~4-550%J2" 6+
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H H HF R

xXi,

6400000%J4~3) *J6+17350%J4~2%J2~5-380%J4*J2"7+3%J2~9+2240000%J4~4* J2-
334000*%J4~3%J2"3) #*x1*x3"2 +

((-8000000%J4*J2+400000%J2~3-80000000%J6) *J10+(-7200000*J4+1140000%J2~2) *J6~2+
(2200%J2~5-100000%J4*J2~3+1760000%J4~2*%J2) *J6+
1280000%J4~4-136000*%J4~3*J2~2+5800*%J4"~2*%J2"4+J2~8-120%J4*J2"6) *x2"3 +
((-1400000%*J2~4-800000000*J6*J2-960000000*J4~2+64000000* J4*J2~2) *J10+54000000%J6~ 3+
(-37800000%J4%J2-760000%J2~3) *J6~2+(7700000%J4~2%J2~2-318000%J4*J2~4+3200*J2~6-
60800000%J4~3) *J6+18600%J4~2%J2~5-380%J4*J2~7+3*%J2~9+3520000*%J4~4* J2~
414000%J4"~3%J273) *x3%x272 +
(160000000000*J10~2+((20000000000*J4+100000000*J2~2) * J6+70000000* J4* J2~3-
1200000000%J4~2*%J2-900000*%J2"5) *J10+(648000000%J4~2-7200000%J4*J2~ 2+

895000%J2°4) *J6~2+(6480000%J4~2%J2~3-129000%J4*J2~5+1050%J2~7-94400000%J4~3*J2) *J6 -
12800000%J4~5+4880000%J4"~4%J2~2-480000%J4"~3%J2"4+20350%J4~2*xJ2"6-
400%J4*J278+3*J2710) *x3"2*x2 +

((3200000000%*J4~3-20000000000*J6~2+24000000*% J4*J2~4-350000%J2"6-
100000000*J6%*J2~3-520000000%J4~2*J2~2) *J10+(19500000%J2~2-1260000000%J4) *J6~3+
(-80000*%J2~5-10250000*J4*J2~3+122000000%J4~ 2% J2) *J6~2+(-29000000% J4~3* J2~ 2+
1325000%J4~2%J2~4+50%J2~8+224000000%J4~4-23500%J4*J2~6) *J6+J2~ 11+
2300000%J4"4%J2"~3-193500%J4"3%J2"5+7550%J4"~2%J2"7-9600000%J4"5%J2-140%J4%J2"9) *x3~3

eta = mestre_find_point_on_conic(L,FF)

P3.<x1,x2,x3> = PolynomialRing(parent(xi), 3)

pol

a =
b =

= L(xi + x2*x1, eta + x1,1)
pol.coefficient ({x1:2})
pol.coefficient ({x1:1})

P.<x> = PolynomialRing(parent (xi))

f:

M(xi*a-x2*b,a*eta-b,a)

return HyperellipticCurve(£(0,x,0))

y~2
see

= x"6 - 1 in char <> 3, 5,
[CaNa2007] .

def g2_models_in_FF_2D12(GI):

FF = base_ring(GI[0])

P.<x> = PolynomialRing(FF)

return HyperellipticCurve(x~6 - 1)

H O H HF H

def

H H HF R

y~2
see

= x5 - x in char 5,
[CaNa2007] .

g2_models_in_char_5_FF_G240(GI):

FF =

base_ring(GI[0])

P.<x> = PolynomialRing(FF)
return HyperellipticCurve(x~5 - x)

y~2
see

= x5 - x in char <> b5,
[CaNa2007] .
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def g2_models_in_FF_G48(GI):

H H OB H

FF = base_ring(GI[0])
P.<x> = PolynomialRing(FF)
f = x°5-x

return HyperellipticCurve(f)

y*2 = x75 - 1,
see [CaNa2007].

def g2_models_in_ FF_C10(GI):

FF = base_ring(GI[0])
P.<x> = PolynomialRing(FF)

return HyperellipticCurve(x~5 - 1)

# y~2 = 1/t*x"6+x"4+x"2+1 in char 3, and its twists
def g2_models_in_char3_FF_D12(GI):

FF = base_ring(GI[0])
P.<x> = PolynomialRing(FF)
J2, J4, J6, _, J10 = tuple(g2_to_Igusa_invariants(GI))

t
f

(-J2-3/36-x"3) .roots () [0] [0]
X"6+t*x "4+ (t-1) *x"3+tkx"2+1

return HyperellipticCurve(f)

H HF H H

def

#
#
#
#

y°2 = x76 + x°3 + t in char <> 3,
see [CaNa2007].

g2_models_in_FF_D12(GI):

FF = base_ring(GI[0])
P.<x> = PolynomialRing(FF)
p = FF.characteristic()

Ji = g2_to_Igusa_invariants(GI)

if p == &:
a = -1-Ji[1]1/Ji[0]"2

else:
C2, C4, C6, C10 = tuple(igusa_to_clebsch(Ji))
a = (3%C4%C6-C10)/50/C10

return HyperellipticCurve(x~6+x~3+a)

y©2 = x75 + X3 + t*x,
see [CaNa2007].

def g2_models_in_FF_D8(GI):

IMPLEMENTATION SAGE
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FF = base_ring(GI[0])
P.<x> = PolynomialRing(FF)
p = FF.characteristic()

Ji = g2_to_Igusa_invariants(GI)

if p == 3:
t = -Ji[0]~2/Ji[1]
else:
if p==b:
t= 1+Ji[2]/Ji[0]"2
else:
C2, C4, C6, C10 = tuple(igusa_to_clebsch(Ji))
t = (8%C6x(6%C4-C2~2)+9*C10)/900/C10
return HyperellipticCurve(x~5+x~3+t*x)

# V4 case,
# see [ShVo2004], [CaQu2005]
def g2_models_in_FF_V4(GI):

FF = base_ring(GI[0])
P.<x> = PolynomialRing(FF)
J2, J4, J6, _, J10 = tuple(g2_to_Igusa_invariants(GI))

Au = J275%J472-64*%J273%J473+1024*J2*%J4"4+3*%J276*%J6-202%J274*J4*J6+4014*J2" 2% J4~ 2% J6-
20160%J4~3*J6+666*J2"3*%J6°2-20520%J2%J4*J6~2+48600*%J6~3-30*%J2~4*J10+
2800%J272%J4%J10-192000%J4~2%J10-360000*J2*J6*J10

Bu = 2%J274%J4%J6-114%J272%J4"2%J6+1344%J4"3%J6+6%J2"3*%J6"2+216%J2%J4*J6"2-3240%J6"3+
18%J274%J10-1040%J272%xJ4*xJ10+12800%J4~2xJ10+4800%J2*xJ6*J10

Av = J276%J4°2-96%J274%J4"3+3072%J272%J4"4-32768%J4"5+3*%J2"7*J6-164%J2"5%J4*J6+
1250%J273%J4"~2%J6+29760%J2%J4~ 3% J6+858%J274*J672-22680%J2" 2% J4*J672-172800%J4"~2%J6"2+
81000%J2%J6°3+1176%J2"5%J10-79600%J2"3%J4*J10+1344000%J2%J4~2%J10-72000%J2~2%J6*J10-
12960000%J4*J6%J10-134400000%J10"2

Bv = 3%J273%J4"2%J6-160%J2%J4"~3%J6+J274*%J6"2-36%J2"2*%J4*J6"2+3456%J4"2%J6"2-1188*J2%J6"3+
24%J273%J4%J10-1280%J2%J4~2%J10+160%J2~2%J6*J10+105600%J4*J6+J10+640000*%J10~2

u = Au/Bu;v = Av/Bv
if u <> 0:
t = v™2-4%u~3
al0= v~2+u~2%v-2%u~3
al= 2*x(u~2+3*v) *(v-2-4%u~3)
a2= (15%v~2-u~2*v-30%u~3)* (v"2-4%u~3)
a3= 4x(bxv-u~2)*(v"2-4xu~3) "2
else:
t = FF(1)
al0= 1+2%v
al= 2x%(3-4x*v)
a2= 15+14x*v
a3= 4x*(5-4x%v)
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f = a0xx~6+al*xx~b+a2*x~4+a3*x~3+t*a2*x~ 2+t~ 2*xal*x+t~3*xal
return HyperellipticCurve(f)

Generic case.

Everything here is based on [Mestre91], especially the conic and
cubic used in finite fields of characteristic 3 or > 5.

In characteristic 5, we had to face difficulties, mostly because

the covariants used to define the cubics and conics given

in [Mestre91] are no more a basis, and we had to consider other covariants.
This yields new conics and cubics that we use here.

B S S

def

C =
roo
ret

g2_models_in_FF_C2(GI):

FF = base_ring(GI[0])

P.<x> = PolynomialRing(FF)

p = FF.characteristic()

J2, J4, J6, _, J10 = tuple(g2_to_Igusa_invariants(GI))
s _, g3 = tuple(GI);

if p==5 and J2 == 0 and J4 == O:
FF.random_element ()

= (x73-3*c~2/g3) .roots()

= len(roo0)>0

while ¢ == 0 and not ret:

#

FF.random_element ()

= (x73-3%c"2/g3) .roots()

= len(roo0)>0

roo[0] [0]

HyperellipticCurve (x~5+c*x~2+a*c)
else:
clebsch_mestre_conic_and_cubic(GI)

return H

# Switching routine

#

i

def

g2_models(GI, models = true):

FF = base_ring(GI[0])
gl, g2, g3 = tuple(GI)
p = FF.characteristic()
twists = []

#y"2 = x76-1
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if p <> 3 and p <> 5 and GI == [ FF(6400000/3), FF(440000/9), FF(-32000/81) 1]:
if models:
twists = g2_models_in_FF_2D12(GI)

return twists,SymmetricGroup(12).subgroup([(1,3,2,4,6,5,10,12,11,7,9,8),
9,8,7,12,11,10,6,5,4,3,2,1)1)

#y°2 = x"5-x */
if GI == [ FF(50000), FF(3750), FF(-125)]:
if p == &:
if models:
twists = g2_models_in_char_5_FF_G240(GI)

# return twists, SmallGroup(240,90);
return twists, "2 cover of S5"

if models:
twists = g2_models_in_FF_G48(GI)

return twists, SymmetricGroup(8).subgroup([(2,1,3,4,7,8,5,6),(3,4,5,6,1,2,7,8)])

# y"2 = x7b-1, p <> 5

if GI == [ FF(0), FF(0), FF(0) ]:
if models:

twists = g2_models_in_FF_C10(GI)

return twists, CyclicPermutationGroup(10)

J2, J4, J6, _, J10 = tuple(g2_to_Igusa_invariants(GI))

if p == 3:
# y°2 = 1/t*x"6+x74+x72+1
if J4 == 0 and J10 + 2%J6%J2"2 == 0:
if models:
twists = g2_models_in_char3_FF_D12(GI)

return twists, DihedralGroup(6)

else:
if p == &:
# y©2 = xT6+x73+t
if J10*J4*J2°2 + J6°3 + 3*J6%J4"3 + 2%xJ4"4*%xJ2 == 0 and
J10%J273 + 3*%J672xJ4 + 4xJ4"4 + 2%xJ473%J272 == 0 and J6%J2 + 2%J4"2 == O:
if models:
twists = g2_models_in FF_D12(GI)

return twists, DihedralGroup(6)
else:

# y°2 = xT6+x73+t
if 750%J10+90%J6*J4-3*%J6*J272-J4"2*%J2 == 0 and
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2700%J6°2+540%J6*J4*xJ2-27*J6%J2~3+160%J4~3-9%J4"~2%J2~2 == 0:
if models:
twists = g2_models_in_FF_D12(GI)

return twists, DihedralGroup(6)

# yT2 = XTH+XT3+t*x
if p <> 5:
if 172800%J672-23040%J6%J4*J2+592%J6%J2~3-40960%J4"~3+3584*J4~2%J272-104*J4*J2~4+
J276 == 0 and 128000%J10+5760*%J6*J4-192%J6*J272-1024*J4~2*xJ2+64*J4*J2~3-J2°5 == 0:
if models:
twists = g2_models_in_FF_D8(GI)

return twists, DihedralGroup(4)

else:
if [ J10%J4°5 + 4*J6°5 + 2*J6°3xJ4"~3 + 2xJ4~6%J2"3 + 2%J4~4%J2°7 + 4%xJ4~3%J2~9 + 2%J2~15 |
J10%J4~3%J2 + 2%J674 + 3%J67°2%xJ4"3 + 3%J476 + J4°5*%xJ272 + 3xJ4~4xJ274 + 2%J4"3%]J276 +
J4~2%xJ2°8 + 2xJ4%J2°10 + 3%J2°12 ,
J10*%J4%J2°2 + J6°3 + 3%J474%J2 + 2%J4"2%]J2°5 + 4%J4xJ2°7 + 2xJ279 , J10%J2"3 + 3*%J6°2%xJ4 +
3xJ4~4 + J4°~2%]J2°4 + 3%]J2°8 ,
J6*J2 + 2%J4°2 + 3%J4*J2°2 + 3%J2°4 ] == [FF(0),FF(0),FF(0),FF(0),FF(0)]:

if models:
twists = g2_models_in_ FF_D8(GI)

return twists, DihedralGroup(4)

R = J276%J6°3 - 2%xJ2°5%xJ4"2%xJ6°2 - T72%J2°5xJ4*%J6%xJ10 - 432%J2°5%xJ10°2 + J274%J4"4%J6 +
8%J274%J4"3%xJ10 - 72%xJ274%J4*xJ6"3 - 48%J274*xJ6°2%J10 + 136%J2"3%J4"3%xJ6"2 +
4816%J2°3%xJ4~2%J6%xJ10 + 28800%J2°3%J4%J10°2 + 216%J2"3*%J674 - 64%xJ2"2%J4"5xJ6 -
512%J272%J4~4%xJ10 + 1080%J2"2%xJ4~2%J6~3 - 12960%J2"2%J4*xJ6"2%J10 - 96000%J2"2%xJ6*J10"2 -
2304%J2%J4°4%xJ672 - 84480%J2xJ4~3xJ6%xJ10 - 512000%J2%J4~2%xJ10°2 - 7776*%J2%xJ4*x]J6"4 -
129600%J2*J6~3*J10 + 1024%J4~6%J6 + 8192%J4~5%J10 + 6912*xJ4~3*xJ6"3 +
691200%J4°2%xJ6°2%J10 + 11520000%J4*xJ6*J10°2 + 11664*J6"5 + 51200000%J10"3

if R == 0:
if models:

twists = g2_models_in_FF_V4(GI)

return twists,
direct_product_permgroups ([CyclicPermutationGroup(2),CyclicPermutationGroup(2)])

if models:
twists = g2_models_in_FF_C2(GI)

return twists, CyclicPermutationGroup(2)
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Implémentation magma

B.1 Tordues

B.1.1 Cas non hyperelliptique

Cette fonction renvoie un élément non nul de la matrice M si elle est non nulle et un message
d’erreur sinon.

NonZeroElement := function (M)
N := Nrows(M);
for j in [1 .. N] do
for i in [1 .. N] do
if M[i,j] ne O then
return M[i,j];
end if;
end for;
end for;
printf ("Error, your matrix is zero");
return O;
end function;

Etant donné un groupe G et un corps fini F, cette fonction renvoie les classes de cohomologie
de G (voir la définition 5 (p. 8)).

CohomologyClass := function(G,F)

n := #G;
L :=G;
e := Degree(F); // cardinal of F is p~e

CohoClass := [*x*];
while not IsEmpty(L) do
Append (~CohoClass,L[1]);
if not IsEmpty(L) then
for i in [1 .. n] do
EqClassCoho := FrobeniusImage(G[i],e)*CohoClass [#CohoClass]*G[i]~(-1);
Exclude("L,1/NonZeroElement (EqClassCoho)*EqClassCoho) ;

end for;
end if;
end while;

return CohoClass;
end function;

Etant donnée une matrice M définie sur une extension du corps fini F, cette fonction renvoie
une liste (m,\) telle que MMM = AId (voir la proposition 4 (p. 12)).

123
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OrderAutomorphism := function(M,F)
e := Degree(F);
H := M;
P := M;
m :=1;

while not IsScalar(P) do
P := FrobeniusImage(P,e)*H;
m := m+l;
end while;
return [*m, P[1, 1]%];
end function;

Cette fonction renvoie la matrice M sur son corps minimal de définition.

MCorpsMinimal := function(M)
Fs := BaseRing(M);
F := PrimeField(Fs);
p := Characteristic(F);
r := Degree(Fs);
D := Divisors(r);

Exclude("D,r);
for i in D do
if FrobeniusImage(M,i) eq M then
K := ext<F | i>;
Embed (K,Fs) ;
return Matrix (K, M);
end if;
end for;
return M;
end function;

Etant donnés une matrice M définie sur une extension du corps fini F, cette fonction calcule
la matrice de descente A de la proposition 5 (p. 13).

ComputationInvertibleMatrix := function(M,F)
M := MCorpsMinimal (M) ;
Z := Integers();
Fs := BaseRing(M); // in fact Fs is an F extension.
N := Nrows(M);
r := Degree(Fs);
e := Degree(F);
L := OrderAutomorphism (M,F);
m := L[1] ;
K1 := ext<F | m>;

Embed(Fs,K1); // it can be done because r divide m
_,X := NormEquation(K1,F!L[2]); //L[2] is necesary in F
Mb := ChangeRing(M,K1)*1/X;

repeat
Ab := RandomMatrix(K1,N,N);
A := Ab;

for i in [1 ..m-1] do
Ab := FrobeniusImage (Ab,e)*Mb;
A := A + Ab;

end for;
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until IsUnit(A);

// in this step we have computed A such that FrobeniusImage(A,e)~(-1)*A=Mb
return A;

end function;

Etant donnée une matrice de descente A et £, cette fonction renvoie 1’équation de la tordue
de f associée a A.

Computation0fTwist := function(A,f)
K := BaseRing(4);
N := Nrows(A);
AF := Parent(f);
AK := PolynomialRing(K,N);
P := [];
for i in [1..N] do
c := 0xAK.1;
for j in [1..N] do
c :=c + A[i,jl*AK.j;
end for;
Append("P,c) ;
end for;
g := Evaluate(AK!f,P);
g:=g/LeadingCoefficient(g) ;
return AFlg;
end function;

Cette fonction renvoie true si la matrice A est défini sue ’anneau R et false sinon

IsInRing := function(A,R)
N := Nrows(A);
for j in [1 .. N] do
for i in [1 .. N] do
if not A[i,j] in R then
return false;
end if;
end for;
end for;
return true;
end function;

Etant donnés une liste de matrices L, les deux fonctions suivantes calculent le groupe d’au-
tomorphisme qu’elle génére.

Computation0fGroupGeneratadByList := function(L)

n := #L;
m := 0;
G :=L;

// Normalisation of the genrators
for i in [1..n] do

M :=G[i];
G[i] := 1/NonZeroElement (M)*M;
end for;

while n ne m do
m := n;
for B in G do
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for C in G do
P := 1/NonZeroElement (C*B)*C*B;
if not (P in G) then
Append (~G,P) ;
n:=n+ 1;
end if;
end for;
end for;
end while;
return G;
end function;

ProjectiveMatrixGroup:=function(L)
n:=Nrows(L[1]);

FF:=BaseRing(L[1]);
prim:=PrimitiveElement (FF) ;
MM:=MatrixAlgebra(FF,n);

H := MatrixGroup< n, FF | L cat [prim*Identity(MM)]>;
C:= MatrixGroup< n, FF | [prim*Identity(MM)]>;
phi,I,K:=CosetAction(H,C);

psi:=Inverse(phi);

return [MM!psi(h) : h in I], I;

end function;

IMPLEMENTATION MAGMA

Etant donné une courbe projective CC et son groupe d’automorphismes G représenté par une
liste de matrices, cette fonction calcules les équations des tordues de CC.

Tordues := function(G,CC)

// Normalisation of the elements of G;

n := #G;
for i in [1 .. n] do
G[i] := 1/NonZeroElement(G[i])*G[i];
end for;
T := []; //future list of the twists of C with #Aut(C’) : a list of [Phi’,#Aut(C’)]
C := CC;
f := Polynomial(C);
F := BaseRing(C);

AF := Parent(f); x := AF.1; y := AF.2; z := AF.3;

Coh := CohomologyClass(G,F);//printf("Des tordues il y en a ");#Coh;

for M in Coh do
A := ComputationInvertibleMatrix(M,F);
ff := ComputationOfTwist(A~(-1),f);
Append ("T,ff);
end for;
return T;
end function;

B.1.2 Cas Hyperelliptique

Ce programme se sert du package isgl2equiv.m qui est une implémentation de [LR12] (la
méthode est reprise dans le paragraphe 2.1.5). Ce package permet de calculer le groupe d’auto-
morphismes réduits de la courbe C. On se sert aussi des fonction du programme précédent.
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Etant donné le polynéme hyperelliptique d’une courbe C, cette fonction renvoie le genre de

C.

Genre:= function(f)
Z := Integers(Q);
d := Degree(f);
if d mod 2 eq O then
return Z!(d/2-1);
end if;
return Z!((d-1)/2);
end function;

Etant donné un polynéme d’un seule variable f, cette fonction renvoie le groupe d’automor-
phismes (géométrique) de la courbe hyperelliptique y? = £(z) en utilisant le package isgl2equiv.

B

CreationAutomorphismGroup:= function(f)
g := Genre(f); //Genus of C
_,L := IsGL2GeometricEquivalent(f,f,2*g+2); //function of "isgl2equiv.m"
G :=[1;
n := #L;
F := PrimeField(Parent(L[1]1[1]));
p := #F;
N :=1;
for i in [1 .. n] do
FF := Parent(L[i][1]);
N := Lcm(N,Integers() !Log(p,#FF));

end for;
FFk<a> := GF(p~N); // Minimal extension how contain all the coeficients of elements of L
for i in [1 .. n] do

M := L[i];

Embed (Parent (M[1]) ,FFk) ;
M := Matrix(FFk, 2, 2,M);
Append (TG, 1/NonZeroElement (M) *M) ;
// Definition of the elements of G as matrix 2X2 normalised by the function NonZeroElement
end for;
return G;
end function;

Etant donnés une matrice de descente A et £, cette fonction renvoie le polynéme hyperelliptique
de la tordue associée a A.

Computation0fTwist := function(A,f)
g := Genre(f); // Genus of C
K<a> := BaseRing(A);
N := Nrows(A);
AF := Parent(f);
AF2<x,z> := PolynomialRing(BaseRing(AF),2);
KAF2 := FunctionField(AF2);
f := AF2!(Evaluate(KAF2!f,x/z)*z"~ (2*g+2));
AK<X,Z> := PolynomialRing(X,N);
P := [1;
for i in [1..N] do
c := O%AK.1;
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for j in [1..N] do
c :=c + A[i,jl*AK.j;
end for;
Append(“P,c);
end for;
g := Evaluate(AK!f,P);
g := AF2!(g/LeadingCoefficient(g));
g := Evaluate(g, [AF.1,1]);
return AFlg;
end function;

Etant donné le groupe des automorphismes réduits G de de la courbe y? = f(z), f ainsi que la
matrice de descente A, cette fonction calcule le groupe des automorphismes réduits de la tordue
associée a A. Cette fonction se sert des résultats du paragraphe 2.1.4.

ReducedAutomorphisimGroup0fTwistDefinedOverF := function(G,f,A)
F := BaseRing(f);
g := Genre(f); // Genus of C
K<a> := BaseRing(A);
Embed (F,K) ;
r := Nrows(A);
AF := Parent(f);
AF2<x,z> := PolynomialRing(BaseRing(AF),2);
KAF2 := FunctionField(AF2);
f := AF2!(Evaluate(KAF2!f,x/z)*z~ (2*g+2));
AK<X,Z> := PolynomialRing(K,r);
L := [1; // List of the reduced Automorphism

eN := []; // List of the associate constant to find the Automorphisms
for M in G do

N := MCorpsMinimal (M) ;

P := A"-1xNxA;

1 := NonZeroElement(P);

P := 1/14P;

if IsInRing(P,F) then
if not P in L then
Append(“L,P) ;

Append (~eN,AK! (1~ (-2*g-2))*Evaluate(f, [AK!N[1,1]*X + AKIN[1,2]*Z, AK!N[2,1]*X + AK!IN[2,2]:

// I have to multiply by 1~(-2%g-2) because e(1/1*P) = e(1/1#N) =1/1"(2g+2)e(N)
end if;
end if;
end for;
return [*L,eNx*];
end function;

Etant donné [*L,eN*] donné par la fonction précédente, cette fonction renvoie true si la courbe
y? = f(x) est autoduale et false sinon. Cette fonction se sert des résultats du paragraphe 2.1.4.

IsSelfDual := function(RAGT,f)
F := BaseRing(f);
size := #RAGTI[2];
Numb := O0;
for i in [1..size] do
e := RAGT[2] [i];
if e in F and IsSquare(F!e) then

1/1~(2g:
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Numb := Numb+2;
end if;
end for;
return Numb eq size;
end function;

Etant donnée une courbe Hyperelliptique C, cette fonction calcule ses tordues.

Tordues := function(C)
f := HyperellipticPolynomials(C);
G := CreationAutomorphismGroup(f); // creation of the automorphism group of the curve C
T := [1;
F := BaseRing(f);

RF<x> := Parent(f);
Q := FieldOfFractions(RF);
Coh := CohomologyClass(G,F);
t := PrimitiveElement (F);
for M in Coh do

if IsScalar(M) then

A = M;

ff = £,

Append(~T,C) ;
else

A := ComputationInvertibleMatrix(M,F);
ff := Computation0fTwist(A~(-1),f);
Append ("T,HyperellipticCurve(ff));
end if;
RAGT := ReducedAutomorphisimGroupOfTwistDefinedOverF(G,f,A~(-1));
if not IsSelfDual (RAGT,f) then
Append ("T,HyperellipticCurve (t*£ff));
end if;
end for;
return T;
end function;

B.2 Identification du groupe d’automorphisme d’une courbe hy-
perelliptique
Apreés avoir expliqué comment on a procédé, on donnera le programme qui :
— reconnait le groupe d’automorphismes G d’une courbe hyperelliptique C définie sur un
corps k,
— donne un systéme de générateurs pour G.
On s’est servi des résultats de la thése d’Huggins, [Hug05], en particulier, le lemme 2.2.1 de la

page 25. Lors du test de notre programme, on c¢’est rendu compte qu’un cas particulier manquait.
On a ainsi complété notre programme en utilisant [Suz82, th.6.17 p.404].

B.2.1 Reconnaissance

B.2.1.1 Les cas ou p ne divise pas G oup=20
Le lemme [Hug05, 2.2.1 p.25] décline 5 types possibles pour les sous-groupes de PGLo (k) :

1. les groupes cycliques C,, pour tout entier n strictement positif,
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2. les groupes diédraux Do, pour tout entier n strictement positif,
3. le groupe alterné sur 4 éléments Ay,

4. le groupe symétrique sur 4 élément Sy,

5. le groupe alterné sur 5 éléments As.

On peut reconnaitre nos groupes en s’intéressant aux éléments d’ordre 2. En effet, les groupes
cycliques sont les seuls de cette liste & avoir au plus un élément d’ordre 2. De plus, les groupes
diédraux sont les seuls a avoir exactement |G|/2 + (|G|/2 + 1 mod 2) éléments d’ordre 2. Les
trois autres groupes ont |G|/2 éléments d’ordre 2. Cela ne pose pas de probléme car |G|/2 est
pair dans ces trois cas. Par ailleurs, les cardinaux de Ay, S4 et As sont tout trois différents. On
procéde donc de la fagon suivante :

— On calcule les éléments d’ordre 2 de . La fonction ListOfElements0fOrderN fournit

tous les éléments d’ordre au plus égal & 2.

— S’il y en a qu’un, on est dans le cas C,,.

— Silyena|G|/24 (|G]/2+ 1 mod 2), on est dans le cas Day,,.

— On sépare les trois autres groupes en calculant le cardinal de G.

B.2.1.2 Le cas ou p divise G

Dans ce cas, [Hug05| précise qu’il existe 3 types de sous-groupes finis de PGLa(k) :
1. les groupes projectifs linéaires PGLy(IF,) sur [, avec ¢ une certaine puissance de p,

2. les groupes projectifs spéciaux linéaires PSLy(F,) sur [, avec g une certaine puissance de
p et

3. des groupes
k
GB’A:{(Ig ?)ZCLEA,]CEZ}

ol A est un sous-groupe additif de k& contenant 1 et B une racine de I'unité telle que

BA = A.

Remarque 32. On testant notre programme, on c’est rendu compte qu’il manquait un cas par-
ticulier. En effet, lorsque p = 3, un autre groupe apparait, il s’agit de SLy(F5). La preuve de ceci
ce trouve dans [Suz82, th.6.17 p.404]. On doit donc rajouter ce cas. pour p = 3.

Les groupes PGLy(F,) et PSLo(Fy,) sont faciles a distinguer car ils n’ont jamais le méme cardinal
quelles que soient ¢ et ¢’ deux puissances de p. De plus, on verra que Gg 4 ne peut pas avoir un
cardinal égal & un cardinal de PGLy(F,) ou PSLy(F,). Cela nous permettra de reconnaitre ces
3 groupes en calculant le cardinal de G. On note n 'ordre de 5. On considére le morphisme de
groupes :

G@A —< ( 06 (1) > >C G@A

(0 1)-( )

1
Le noyau de ce morphisme est le groupe { ( 0 (11 ) ta € A} isomorphe & A. Ainsi, le cardinal

de Gg 4 est :
|Gg,al =nlAl

En outre, |A| est une puissance de p et § une racine primitive de I'unité. Afin que Gg 4 soit
de méme cardinal qu’un groupe projectif linéaire (resp. spécial linéaire), il faudrait donc que
n = |AP? =1 (resp. n = (JA]?> —1)/2). Or ¥ € A pour tout k. C’est pourquoi, il faudrait que
|A]2 =1 < |A| (resp (JA]? —1)/2 < |A|). Ceci est impossible puisqu’on est en caractéristique # 2.
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En caractéristique 3, on a aussi le groupe SLo(F5). Ce dernier est isomorphe a Ajs. 11 a donc
60 éléments. 11 est facilement distinguable PGLa(IF,) et de PSLy(F,) car ces dernier ne peuvent
pas étre de cardinal 60 en caractéristique 3. Enfin, on peut aussi le distinguer de Gz 4 par les
ordres des éléments. En effet, si G 4 est de cardinal 60 alors |A| ne peut étre que de cardinal 3
et G 4 contient donc un élément d’ordre 20. SLy(F5) n’en contient pas.
Néanmoins, on peut séparer nos cas selon le cardinal du groupe G en procédant de la fagon
suivante :
— Si|G| est de la forme (¢—1)g(g+1) alors c’est un PGLy(F,). La fonction IsCardinal0fA_PGL2
permet de détecter ce cas dans le programme suivant.
— S’il est de la forme (¢—1)g(g+1)/2 alors c’est un PSLy(F,). La fonction IsCardinalOfA_PSL2
permet de décider cela dans le programme suivant.
— Sip=3et |G| =60 et G n’a pas d’éléments d’ordre 20 alors c’est SLa(F5).
— Sinon, G est un groupe du type Gg 4.

B.2.1.3 L’algorithme séparant les cas

Pour la reconnaissance du groupe, on procéde de la fagon suivante :
1. On calcule la caractéristique p du corps k et le cardinal |G| de G.
2. Si p divise |G| alors on applique la partie B.2.1.2.

3. Sinon, on applique la partie B.2.1.1.

B.2.2 Générateurs

De nouveau, on sépare notre propos selon que p divise 'ordre du groupe ou pas. Dans ce cas
14, on procéde de la facon suivante :

1. Dans le cas C,,, il suffit de trouver un élément d’ordre n en utilisant la fonction Element0f0OrderN.

2. Dans le cas Dg,, il suffit de trouver un élément E d’ordre n et un élément d’ordre 2 qui
n’est pas dans l'orbite de E. Pour cela, on se sert de la fonction ElementOut0f0rbit0OfE

3. Dans le cas Ay, il suffit de trouver un élément d’ordre 2 et un d’ordre 3.

4. Dans le cas Sy, il suffit de trouver un élément d’ordre 2 et un d’ordre 4 tel que le produit
des deux soit d’ordre 3.

5. Dans le cas As, il suffit de trouver un élément d’ordre 3 et un d’ordre 5.
Dans le cas ot p divise 'ordre de GG, on procéde de la fagon suivante :

1. On sait que SLy(FF) et, par suite, PSLy(IF,) sont engendrés par les matrices de transvection
qui sont d’ordre p. Aprés avoir calculé toutes les matrices d’ordre p de G, on aura un
systéme de générateurs. Pour un peu le réduire, on choisit qu’un élément par orbite de
matrice d’ordre p, grace la fonction ElementOfOrder_p.

2. On sait que GLg(F,) et, par suite, PGLy(F,) sont engendrés par les matrices de trans-
vection et de dilatation. On reprend le méme raisonnement que précédemment pour les
matrices d’ordre p. Puisqu’on est dans PGLy(F,), on suppose que les matrices de dila-
tation ont leur coefficient de dilatation & la premiére ligne et la premiére colonne. En
conséquence, toutes les matrices de dilatation de PGLy(F,) sont engendrées par une seule
matrice de dilatation d’ordre ¢ — 1. Il suffit donc de rajouter & notre systéme une matrice
d’ordre ¢ — 1. Dans ce but, on utilise la fonction GeneratorOfPGL.

3. Le groupe SLy(F5) est isomorphe a Asj, il suffit de trouver un élément d’ordre 3 et un
d’ordre 5.

4. Dans le cas Gg 4, le groupe est engendré par : Mg = ( g (1) > et par M, = ( (1) (11 >

ou a € A. On va montré qu’'on n’est pas obligé de prendre tous les éléments de la forme
M, pour a € A. Si n est 'ordre de 3, on sait que :
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— Mg est d’ordre n,

— |Gp.al =nlA],

— n’importe quel élément de Gp 4 est de la forme M,Mpgr avec a € A et k € Z,
— un tel élément est d’ordre 'ordre de * lorsque k # 0 mod n,

— p ne divise pas n.

Il s’ensuit que seuls les éléments d’ordre p de Gg 4 sont les éléments de la forme M,
avec a € A\{0}. Ainsi, on prend un élément de chaque orbite d’éléments d’ordre p et on
compléte avec un élément d’ordre n. Pour cela, on utilise la fonction GeneratorO0fGbetaA.

Voici quelques tests statistiques donnant un apergu des limites de notre programme.

Lorsque ’on fixe une courbe et que ’on fait varier le corps de définition On considére
la courbe C d’équation 32 = 247 — 1 sur le corps [F,. La figure B.1 représente les temps de calcul
(en secondes) de 'algorithme sur C lorsque 1'on fait varier son corps de définition.

FIGURE B.1 — Temps de calcul de 'algorithme de reconnaissance du groupe d’automorphismes
réduits de la courbe hyperelliptique 3% = 247 — 1 sur le corps F,. Le cardinal de F,, est représenté
en abscisse avec une échelle logarithmique. En ordonné, le temps de calcul est représenté en
secondes.

150

100 |

50 |

10° 10° 10° 10° 10° 107 10° 1(;9 10‘10 1olll 10‘12 1ol13 10‘14
Lorsque I’on fixe un corps de définition et que 1’on fait varier la courbe On considére
la courbe C d’équation y? = ™ — 1 sur le corps F, avec

p = 10000000000000000000000000000000000000000000000000000000159.

La figure B.2 représente les temps de calcul (en secondes) de 1'algorithme sur C lorsque 1'on fait
varier n entre 19 et 47.
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FIGURE B.2 — Temps de calcul de I'algorithme de reconnaissance du groupe d’automorphismes
réduits de la courbe hyperelliptique y?> = 2™ — 1 sur le corps Fp. L’entier n est représenté en
abscisse. En ordonné, le temps de calcul est représenté en secondes.
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A présent, on va donner une implémentation Magma de notre algorithme.

B.2.3 Le programme

Attach("isgl2equiv.m");

NonZeroElement := function(M)
N := Nrows(M);
for j in [1 .. N] do
for i in [1 .. N] do
if M[i,j] ne O then
return M[i,j];
end if;
end for;
end for;
printf ("Error, your matrix is zero");
return O;
end function;

Etant donné le polynéme d'une courbe hyperelliptique C, cette fonction renvoie le genre de

C.

Genre:= function(f);
Z := Integers();
d := Degree(f);

if d mod 2 eq O then
return Z!(d/2-1);
end if;
return Z!((d-1)/2);
end function;
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Etant donné un polynéme univarié f, cette fonction calcule le groupe d’automorphismes
réduits de la courbe 32 = f(z) en utilisant le pakage Magma "isgl2equiv.m". Ce dernier utilise les
résultats de la partie 2.1.5.

CreationAutomorphismGroup:= function(f)
g := Genre(f); //Genus of C
_,L := IsGL2GeometricEquivalent (f,f,2*g+2); //function of "isgl2equiv.m"

G := [1;
n := #L;
N :=1;
for i in [1 .. n] do

FF := Parent(L[i][1]);
N := Lcm(N,Degree(FF));
end for;
p := Characteristic(FF);
FFk<a> := GF(p~N); // Minimal extension how contain all the coefficients of éléments of L
for i in [1 .. n] do
M := L[i];
Embed (Parent (M[1]) ,FFk) ;
M := Matrix(FFk, 2, 2,M);
Append (G, 1/NonZeroElement (M)*M); // Definition of the elements of G as matrix 2X2 normalised
end for;
return FFk,G;
end function;

Etant donnée une liste G de matrices et un entier N, cette fonction renvoie la liste des
éléments de G qui sont d’ordre au plus égal & N (en pratique, N = 2 ou N = 3).

ListOfElements0f0OrderN:= function(G,N)
L :=[1;
for M in G do
if IsScalar(M~N) eq true then
Append ("L, M) ;
end if;
end for;
return L;
end function;

Cette fonction renvoie 'ordre de la matrice M vue comme un élément de PGL.

OrderMatrix := function(M)
i=1;
Mi := M;

while true do
if IsScalar(Mi) then
return i;
end if;
Mi := MxMi;
i = i+1;
end while;
end function;

Etant donnés une liste G de matrice et un entier N, cette fonction renvoie un élément de G
qui est d’ordre N.
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Element0fOrderN := function(G,N)
for M in G do

if OrderMatrix(M) eq N then
return M;

end if;

end for;

printf (" Not found");

return 0*G[1];

Etant donnée une liste de matrices G et un élément E de G, cette fonction renvoie un élément
en dehors de l'orbite de F sous ’action de la multiplication des matrices.

ElementOut0f0rbit0fE := function(G,E)
n := #G;
Ei := E;
for i in [1..n] do
Exclude("G,Ei/ (NonZeroElement (Ei)));
if IsScalar(Ei) then
break i;
end if;
Ei := ExEi;
end for;
return G[1];
end function;

Etant donné une liste de matrices G, cette fonction renvoie la matrice de translation par 1 si
cette derniére est dans G et la matrice nulle sinon.

ChercheT := function(G)
for M in G do
if M[2,1] eq O and M[1,1] eq M[1,2] and M[1,2] eq M[2,2] then
return M;
end if;
end for;
return 0*G[1];
end function;

Etant donné une liste de matrices G, cette fonction renvoie une inversion autour du cercle de
rayon 1 dans le demi-plan supérieur des matrices si cette derniére est dans G et la matrice nulle
sinon.

ChercheS := function(G)
for M in G do
if M[1,1] eq O and M[2,2] eq O and M[1,2] eq -1*M[2,1] then
return M;
end if;
end for;
return 0%G[1];
end function;

Cette fonction renvoie un systéme d’éléments de tous les ordres possibles dans . Chaque
élément retourné a un ordre différent. Elle renvoie aussi la liste triée de tous les ordres.

All0rderElement_of_G := function(G)
L :=[];
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Gen :=[];
for M in G do
o := OrderMatrix(M);
if not (o in L) then
Append (L, 0);
Append (“Gen,M) ;
end if;
end for;
return Gen,Sort(L);
end function;

Cette fonction renvoie 'ordre maximal d’un élément de G

MaximalOrder := function(G)

_,L := Al10rderElement_of_G(G);
return L[#L];

end function;

Soit n le cardinal d’un groupe et ¢ la puissance d’un nombre premier. Les deux fonctions
suivantes renvoient true s’il existe un entier i tel que n = (¢ — 1)¢*(¢* + 1)

(resp. n = (¢' — 1)¢"(¢" + 1)/2), c’est a dire si n est la cardinal de PGLy(F:) (resp. PSLy(F:)).
IsCardinalOfA_PGL2 := function(n,q)

qi := 1;
while true do
qi:= q*qi;
m := (qi-1)*qi*(qi+1);

if m eq n then
return true,qi;
end if;
if n le m then
return false,1;
end if;
end while;
end function;
IsCardinalOfA_PSL2 := function(n,q)

qi = 1;
while true do
qi:= g*qi;
m := (qi-1)*qix(qi+1)/2;

if m eq n then
return true,qi;
end if;
if n le m then
return false,1;
end if;
end while;
end function;

Etant donné un groupe G, cette fonction renvoie un ensemble de générateurs des éléments
d’ordre p de G.

ElementsO0fOrder_p := function(G,p)

Gen := [];// Liste d’elements d’ordre p qui engendre tous les element d’ordre p
for M in G do
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(not IsScalar(M) and IsScalar(M~p)) then
L’element M est d’ordre p*/
o := false;
represente le fait que 1’orbite de M est dans Genx*/
r i in [1..p-1] do
On ne prend qu’un element par orbite*/

= M7i;

:= NonZeroElement (Mi)~(-1);

1= Mixe;

Mi in Gen then
o := true;
eak;

end if;
end for;

if
Ap

boo eq false then
pend(~Gen,M) ;

end if;
end if;
end for;

re

turn Gen;

end function;

Ge

Cette fonction renvoie un ensemble de générateurs de PSLy(FFy, ).

nerator0fPSL := function(G,p,qi)
Gen := Element0fOrder_p(G,p);
return Gen;

end function;

Ge

Cette fonction renvoie un ensemble de générateurs de PGLy(Fy,).

neratorOfPGL := function(G,p,qi)

Gen := Element0fOrder_p(G,p);

Append (“Gen,Element0f0rderN(G,qi-1));
return Gen;

end function;

Soit G un groupe de la forme Gg 4 et p la caractéristique de son corps de base. Cette fonction

renvoie une liste d’éléments d’ordre p et un élément n qui engendrent G.

Ge

neratorOfGbetad := function(G,p)
card := #G;
Gen := Elements0fOrder_p(G,p);
np := #Gen*(p-1);
n := Integers()!(card/(np+1));
if n gt 1 then
Append (“Gen,Element0f0rderN(G,n)) ;
end if;
return Gen;

end function;

Etant donné une courbe hyperelliptique C, cette fonction retourne le nom du groupe d’auto-

morphisme, G, de C, une liste de générateurs et le cardinal de G. Cette fonction repose sur les
résultats de [Hug05, p.26,27].
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IdentifyHyperellipticGroup := function(C)
Z := IntegersQ);
FF := BaseRing(C);
p := Characteristic(FF);
if p ne O then
q := #FF;
end if;
f := HyperellipticPolynomials(C);

FFk,G := CreationAutomorphismGroup(f);
n := #G;

if p eq 0 or (n mod p) ne O then

L2 := ListOfElements0f0rderN(G,2); /* Number of element of order at most 2 in Gx*/

/*

an

an

/* The alternative group of order 5 has 60 elements and it is generated by
an element of order 3 and an element of order 5%/
return "A5", [Element0fOrderN(G,3) ,Element0f0rderN(G,5)],n;

m := #L2;

if m le 2 then /* The cyclic group has at most one element of order 2%/

return "Cn", [Element0f0rderN(G,n)] ,n;
end if;

n2 := Z'(n/2) + 1 + ((Z'(n/2)+1) mod 2);// if n is odd, G have to be cyclic so at this point 1

if m eq n2 then /* The dihedral group has n/2 + (n/2+1 mod 2) element of order

Eltn2 := ElementO0fOrderN(G,Z!(n/2));
if (Z!(n/2) mod 2) eq 1 then

return "Dn", [Eltn2,Element0f0rderN(G,2)],n;

end if;

return "Dn", [Eltn2,ElementOut0f0rdit0fE(G,E1tn2)] ,n;

end if;

case(n):
when 12:

The alternative group of order 4 has 12 elements and it is generated by
element of order 2 and an element of order 3%/
return "A4", [Element0f0rderN(G,2) ,Element0f0rderN(G,3)],n;

when 24:

The symetric group of order 4 has 24 elements and it is genarated by

two and one el

element of order 2 and un element of order 4 such that the product is of order 3%/

A2 := Element0f0OrderN(G,2);
A4 := Element0fOrderN(G,4);
while IsScalar((A2xA4)~2) do
Exclude(~G,A2);
A2 := Element0f0rderN(G,2);
end while;
return "S4",[A2,A4] ,n;

when 60:

end case;
else

// CAN BE IMPROVED, WE JUST HAVE A GENERATOR SYSTEM AND NOT A BASIS

boo,qi := IsCardinalOfA_PGL2(n,p);
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if boo then
if IsPrime(#FFk) then
/*PGL2 est engendre par la matrice de translation unitaire superieur
et la symétrie antidiagonale*/
return "PGL2", [ChercheS(G),ChercheT(G)],n;

end if;

return "PGL2",Generator0fPGL(G,p,qi),n;
end if;
boo,qi := IsCardinalOfA_PSL2(n,p);
if boo then

/*PSL2 est engendre par la matrice de translation unitaire supperieure
et la matrice de translation unitaire inferieure */
if IsPrime(#FFk) then

S := ChercheS(G);
T := ChercheT(G);
return "PSL2", [T,S*T*S],n;
end if;
return "PSL2",Generator0fPSL(G,p,qi),n;
end if;

if p eq 3 and n eq 60 and MaximalOrder(G) eq 5 then
/*SL2(F5) est isomorphe & Ab5%/
return "SL2(F5)", [Element0f0rderN(G,3) ,Element0f0rderN(G,5)] ,n;
end if;
return "G_Beta_A",Generator0fGbetaA(G,p),n;
end if;
return "I don’t know",G,n;
end function;

B.3 Preuves utilisant magma

B.3.1 Dans le paragraphe "Deux familles de dimension 1"

P1<j1,j2,j3>:=PolynomialRing(GF(5),3);
PP<x>:=PolynomialRing(P1) ;

t =4 + 272%]j1;

f = x76+x"3+t;
I12:=Igusalnvariants(f);

rri=ideal<P1 | j3%j1 + j2°3 + 3%j2%j1°3 + 2%j1~4, j3 + 3%j2°2%j1 + 4*j1~4 + 2%j1°3, j2 + 2%j1°2>;
(I12[2]-II2[1]172%j1) in rr;

magma: true

(II2[3]-II2[1]"3*j2) in rr;

magma: true

(I12[5]-II2[1]1°5%j3) in rr;

magma: true

B.3.2 Dans le paragraphe "Famille de dimension 2, cas ou R =0"
B.3.2.1 Casouu#0

FF := Rationals();

A<J4,36,J10> := PolynomialRing(FF,3);
P<x> := PolynomialRing(A);

J2 :=1;
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Au := J275%J472-64%J273%J4"3+1024%J2%J4"4+3%J276%J6-202%J2"4*J4*J6+4014*J2"2%J4~2*]6
-20160%J4~3*J6+666*J273*xJ6°2-20520%J2*J4*xJ6~2+48600%J6°3-30%J274*J10+2800%J2"2*%J4*J10
-192000%J4~2%J10-360000%J2%J6%J10;

Bu := 2%J274%J4%J6-114%J272%J4"2%J6+1344%J4"3*%J6+6%J2"3*%J6"2+216%J2%J4*J6°2-3240%J6"3+
18%J274*J10-1040%J272*xJ4*xJ10+12800%J4~2%xJ10+4800*J2*J6*J10;

Av:=J2"6%xJ4"2-96%xJ2"4%J4~3+3072*xJ2"2%J4~4-32768%J4~5+3*xJ2"7+J6-164*xJ2~5%J4%]J6
+1250%J2°3%J4~2%J6+29760%J2% J4"~ 3% J6+858*% J2~4*J6°2-22680%J2" 2% J4*xJ6~2
-172800%J4~2%xJ6~2+81000%J2*xJ6~3+1176%xJ2"5%xJ10-79600%xJ2~3*xJ4*xJ10
+1344000%J2%J4~2%xJ10-72000%J2"2*%J6%xJ10-12960000*%J4*J6*J10-134400000%J10°2;

Bv:=3%J273%J4"2*%J6-160%J2*J4"3*J6+J2"4*J6"2-36*J2"2*J4*J6°2+3456%J4"2%J6"2-1188*%J2*%J6"3
+24%J273%J4%J10-1280%J2%J4~2%J10+160%J2"2*%J6%J10+105600%J4*J6*J10+640000%J10°2;

u := Au;

v := Av;

/*0n supprime trous les denominateurs pour que f soit definie sur un anneau de polynome
afin de pouvoir travailler sur 1’ideal de la relation fourni par R=0x*/

t 1= v~ 2%Bu~3-4%xu~3*%Bv~2;

a0:= (Bu~3*v~2+BuxBv*u~2*v-2*xu~3*Bv~2)*Bu~5*Bv~3;

al:= 2% (u~2*xBv+3*v*Bu~2) *t*Bu~3*Bv~2;

a2:= (15*%xv~2*xBu~3-u"~2*v*BuxBv-30*%u~3*Bv~2) *t*xBu~2*Bv;

a3:= 4% (5xvxBu~2-u~2*Bv) *t~2;

f := a0*x"6+al*x"5+a2*x"4+a3d*x~3+t*a*x" 2+t "2*%al*x+t~3*al;

rr := ideal<A |

/*Relation R = 0%/

J276%J6°3 - 2%xJ275%J4"2%J672 - T2%J2°5xJ4*%J6%xJ10 - 432%J2°5%xJ1072 + J274%J4°4%]J6
+ 8%J274%J4~3%J10 - 72%J274%J4%J6"3 - 48%xJ274%J6°2%J10 + 136%J2"3%J4"3*%J6"2
+ 4816%J2°3%J4"2%xJ6%J10 + 28800%J2"3%J4*xJ10°2 + 216%J2°3%xJ6°4 -
64xJ272%J4"b*xJ6 - 512%J272%J4~4%xJ10 + 1080%J2"2%xJ4"2%J6°3 -
12960%J272%J4*%J6°2%J10 - 96000%J2°2%J6%xJ10°2 - 2304*J2%xJ4~4%]J6"2 -
84480%J2%xJ4"~3xJ6*xJ10 - 512000%J2%xJ4"2%J1072 - 7776%xJ2*%xJ4*J6~4 -
129600%J2%xJ6"3%J10 + 1024*J4°6%J6 + 8192%xJ4"5%xJ10 + 6912%xJ4~3*J6°3 +
691200%J4°2%xJ6°2*%J10 + 11520000%J4*J6%J10°2 + 11664*J6"5 + 51200000%J10°3>;
12,14,16,_,110 := Igusalnvariants(f);

(J4xI2~2 -I4) in rr;
(J6%I2°3 -I6) in rr;
(J10*I2~5 -I10) in rr;

B.3.2.2 Casouu=0

FF := Rationals();

A<J4,36,J10> := PolynomialRing(FF,3);
P<x> := PolynomialRing(A);

J2 =1,

Au := 0;



B.3. PREUVES UTILISANT MAGMA 141

Av:=J276%J472-96%J274%J4"3+3072%J2"2%J4"4-32768%J4"5+3*%J2"7*J6-164*J2"5%J4*J6
+1250%J273%J4"2%J6+29760%J2%J4~3*%J6+858%J2~4*J6°2-22680*%J2~ 2% J4*J6"2
-172800%J4~2xJ6~2+81000%J2*xJ6~3+1176*J2~5%xJ10-79600%J2~ 3% J4*J10
+1344000%J2%J4~2%J10-72000%J2"2%J6%J10-12960000%J4*J6%J10-134400000%J10°2;

Bv:=3%J273%J4"2%J6-160%J2%J4"3%J6+J2"4*J6"2-36%J2" 2% J4*J6"2+3456%J4"2%J6"2-1188*%J2*J6"3
+24%J273%J4%J10-1280%J2%J4~2%J10+160%J2"2%J6%J10+105600%J4*J6*J10+640000%J10°2;

u := Au;
v := Av;
t:=FF!1;

a0:=Bv+2x*v;
al:=2%(3%Bv-4x*v);
a2:=15%Bv+14%v;
a3:=4x (5*%Bv-4x*v) ;

f := a0*xx~6+al*x~5+a2*x"4+a3*x"3+t*a*x" 2+t~ 2*xal*x+t~3*al;

rr := ideal<A |

/*Relation R = 0%/

J276%J6"3 - 2%J275xJ4"2%J672 - T72xJ275%xJ4xJ6%xJ10 - 432%J2°5xJ1072 + J274%J4~4%J6
+ 8%J274%J4~3%J10 - 72%J274xJ4%J6°3 - 48%J2°4%J6°2%xJ10 + 136%J2°3%J4"3*J6"2
+ 4816%J2°3%J4"2%J6%xJ10 + 28800%J2°3%J4*J10°2 + 216%J2"°3%xJ6°4 -
64%J2°2%J4"5xJ6 - 512%xJ272%J4~4%J10 + 1080%J2°2%J4"2%xJ6°3 -
12960%J2°2%xJ4%J6°2%J10 - 96000%J2°2%J6%J10°2 - 2304*J2*xJ4~4%]J6"2 -
84480%J2%J4~3%J6%J10 - 512000%J2%xJ4~2%J10°2 - 7776%J2%J4*xJ6°4 -
129600%J2*xJ6°3%J10 + 1024*xJ4°6%J6 + 8192%xJ4°5%J10 + 6912%xJ4~3%J6"°3 +
691200%J4~2xJ6~2%J10 + 11520000%J4*xJ6%xJ10"2 + 11664*xJ6~5 + 51200000*J10"3,

/*Relation correspondante au cas u=0%/

J275%J472-64%J273%J4"3+1024*%J2% J4~4+3%J276%J6-202%J2"4*x J4*J6+4014*J2"2%xJ4~2%J6
-20160%J4~3%J6+666%J2"3%J6"2-20520%J2%J4*J6"2+48600%J6~3-30%J2~4*J10+2800%J2" 2% J4*J10
-192000%J4~2%J10-360000%J2%J6%J10>;

12,14,16,_,110 := Igusalnvariants(f);

(J4%12~2 -I4) in rr;
(J6%xI2~3 -I6) in rr;
(J10%I2°5 -I10) in rr;

B.3.3 Calcul des coeflicients A;; et a;;

A11 := Transvectant([*ql,3,2%*],[*ql,3,2*],2) [1];
A12 := Transvectant([xql,3,2x],[*q2,5,2*],2) [1];
A13 := Transvectant([*ql,3,2%*], [*q3,7,2%],2) [1];
A22 := Transvectant([xq2,5,2%], [*q2,5,2*],2) [1];
A23 := Transvectant([*q2,5,2%], [*q3,7,2%],2) [1];
A33 := Transvectant([xq3,7,2x], [*q3,7,2*],2) [1];

alll := MestreProduct3_2(f,ql,ql,ql);
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all2 := MestreProduct3_2(f,ql,ql1,92);
all3 := MestreProduct3_2(f,ql,q1,93);
al22 := MestreProduct3_2(f,ql,q92,92);
al23 := MestreProduct3_2(f,ql,92,93);
al33 := MestreProduct3_2(f,ql1,q93,93);
a222 := MestreProduct3_2(f,q2,92,92);
a223 := MestreProduct3_2(f,q2,92,93);
a233 := MestreProduct3_2(f,q2,93,93);
a333 := MestreProduct3_2(f,q3,93,93);

B.3.4 Expression d’un invariant en fonction des J; et R

B.3.4.1 Pour la méthode de Geyer Sturmfels

EvaluationGeyer := function(I,L)
x1 :=L[1];x2 :=L[2];x3 :=L[3];x4 :=L[4];x5 :=L[5];x6 :=L[6];

t0 = (x2-x1)*(x4-x3)*(x6-x5);
tl = (x4-x1)*(x3-x2)*(x6-x5);
t2 = (x6-x1)*(x3-x2)*(x5-x4);
t3 := (x6-x1)*(x5-x2)*(x4-x3);
td = (x2-x1)*(x6-x3)*(x5-x4);

return Evaluate(I,[t0,t1,t2,t3,t4]);
end function;

Cette fonction renvoie une sextique aléatoire sur un corps de caractéristique nulle ainsi que
ses racines.

RandomSexticOverFF := function(FF)
P<x> := PolynomialRing(FF);

L :=[];

a := Random(FF);
Append(°L,a) ;

f := x-a;

while #L ne 6 do

a := Random(FF);

if not (a in L) then
Append(°L,a);

f := fx(x-a);

end if;

end while;

return f,L;

end function;

Etant donné une liste de polynémes multivariés homogéne B ainsi qu’un entier n, cette fonction
renvoie ’ensemble des monémes de degrés n que I'on peut produire comme produits d’éléments
de B.

Monomes := function(B,n)
D := [Degree(b): b in B];

P := PolynomialRing(Rationals(),D);
PP:= ProjectiveSpace(P);
L := LinearSystem(PP,n);

return [Evaluate(1,B): 1 in Sections(L)];
end function;
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Les deux fonctions suivantes servent a calculer 'invariant R de la section 6.4.

Evaluat := function(D,L)

x1,%x2,x3,x4,x5,x6 := Explode(L);

A := Parent(x1);

return Determinant (Matrix(A,3,3, [[x1+x2,1,-x1*x2], [x3+x4,1,-x3*x4], [x5+x6,1,-x5*x6]]));
end function;

RInvariant := function(f)

P:=Parent (f);

FF := BaseRing(f);

a0,al,a2,a3,a4,ab,a6 := Explode(Coefficients(f));

P<x1,x2,x3,%x4,x5,x6> := PolynomialRing(FF,6);

D := Determinant (Matrix(P,3,3, [[x1+x2,1,-x1*x2], [x3+x4,1,-x3*x4], [x5+x6,1,-x5%x6]]1)) ;

Rx:= D*Evaluat (D, [x1,x2,x3,x5,x4,x6])
*Evaluat (D, [x1,x2,x3,x6,x5,x4])
*Evaluat (D, [x1,x3,x2,x4,x5,x6])
*Evaluat (D, [x1,x3,x2,x5,x4,x6])
*Evaluat (D, [x1,x3,x2,x6,x5,x4])
*Evaluat (D, [x1,x4,x2,x3,x5,x6])
*Evaluat (D, [x1,x4,x2,x5,x3,x6])
*Evaluat (D, [x1,x4,x2,x6,x5,x3])
*Evaluat (D, [x1,x5,x2,x3,x4,x6])
*Evaluat (D, [x1,x5,x2,x4,x3,x6])
*Evaluat (D, [x1,x5,x2,x6,x4,x3])
*Evaluat (D, [x1,x6,x2,x3,x4,x5])
*Evaluat (D, [x1,x6,x2,x4,x3,x5])
*Evaluat (D, [x1,x6,x2,x5,x4,x3]);

boo,R := IsSymmetric(Rx);
return Evaluate(R, [-ab/a6,ad4/a6,-a3/a6,a2/a6,-al/a6,a0/a6])*a6~(15);
end function;

Etant donné un invariant Inv, cette fonction calcule des coefficients Aq, ..., A tels que

Inv= >  NJJEIPTERS

avec i1 + ig + i3 + i4 + i5 = degre(Inv), J; les invariants d’Igusa et R de la section 6.4. Cette
fonction effectue cela par évaluation. La fonction suivante vérifie formellement que les constantes
Al, ..., A sont exactes.

ExpressionIgusalnvariantInv := function(FF,Inv)

d := Degree(Inv);

Racine := [];

Monnos := [];
A<a0,al,a2,a3,a4,ab,a6> := PolynomialRing(FF,7);
P<x> := PolynomialRing(A);
f := a0 + al*x + a2*%x"2 + a3*x"3 + ad*x"4 + ab*x"5 + ab6*x"6;
J2,J4,36,_,J10 := Explode(Igusalnvariants(f));
if (d mod 2) eq 1 then
R := RInvariant(f);

Mon := Monomes([J2,J4,J6,J10,R],d);
else

Mon := Monomes([J2,J4,J6,J10],d);
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end if;
1 := #Mon;
// nombre de monome de degre d que 1l’on peut faire avec les invariants d’Igusa et R
b := false;
while b eq false do
for i in [1..1] do
f,L := RandomSexticOverFF (FF);
Coe := Coefficients(f);
Append (TRacine,L);
Append ("Monnos, [Evaluate (mon,Coe): mon in Mon]);
end for;
MI := Matrix(FF,1,1,Monnos);
b,M := IsInvertible(MI);
end while;
v := Vector([EvaluationGeyer (Inv,L): L in Racine]);
return v*Transpose(M);
end function;

VerificationConstantesGeyer := function(v,Inv,FF)
d := Degree(Inv);

A<x1,%x2,%3,%4,%x5,%x6> := PolynomialRing(FF,6);

P<x> := PolynomialRing(A);

f o= (x-x1)*(x-x2)*(x-x3) *(x-x4) *(x-x5) * (x-x6) ;

t0 = (x2-x1)*(x4-x3)*(x6-x5);
t1 = (x4-x1)*(x3-x2)*(x6-x5);
t2 := (x6-x1)*(x3-x2)*(x5-x4);
t3 = (x6-x1)*(x5-x2)*(x4-x3);
t4 := (x2-x1)*(x6-x3)*(x5-x4);

J2,J4,36,_,J10 := Explode(Igusalnvariants(f));
Mon := Monomes([J2,J4,J6,J10],3*d);
// Les invariants sont en fonction des racines donc
// de degre trois fois leur degre en fonction des coef cf lemme 6.4.0.1
taille := #Mon;
Exp := 0;
for i in [1..taille] do
Exp := v[i]l*Mon[i];
end for;
return Exp eq Evaluate(Inv, [t0,t1,t2,t3,t4]);
end function;

B.3.4.2 Pour retrouver les expressions des coniques et cubiques dans la méthode
de Mestre

coef := alll; // coefficient que 1’on veut exprimer en fonction des Ji et R
n := 10; //degre de ce coef

v := LinearCombinaisonMonomial([J2,J4,J6,J10,R)],coef,n);
P<J2,J4,J6,J10,R>:=PolynomialRing(Rationals(), [2,4,6,10,15]);
PP:=ProjectiveSpace(P);

L:=LinearSystem(PP,Degree(coef));

Sec := Sections(L);

tmp := 0
taille :

Il e

#Sec;
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for i in [1..taille] do

tmp := tmp + Integers()!(v[il])=*Sec[il;
end for;

tmp;

B.3.5 Fonctions auxilaires

Cette fonction calcule le transvectant de deux covariants f et g vues comme polynomes a
une indéterminées. F (resp. G) est une liste contenant le polyndéme f (resp. g) le degré en les
coefficients de f (resp. g) ainsi que lordre de f (resp. g).

function Transvectant(F, G, r : scaled := true)
Q, Qdeg, n := Explode(F);
R, Rdeg, m := Explode(G);
IntegerRing() !n;
IntegerRing() !m;
BaseRing(Parent (Q));
:= Parent(Q)!'0;
for k := 0 to r do
h +:= (-1)°k
* Binomial(m-k,r-k) * Derivative(Q, r-k)
* Binomial (n-r+k, k) * Derivative(R, k);
end for;
if scaled eq true then

n
m
K :
h

coef := Factorial(r) * Factorial(m-r) * Factorial(mn-r) / Factorial(m) / Factorial(mn);
h := (K'coef) * h;
end if;
return [* h, Qdeg + Rdeg, n + m - 2*r *];
end function;

Monomes := function(B,n)
D := [Degree(b): b in B];
P := PolynomialRing(Rationals(),D);
PP:= ProjectiveSpace(P);
L := LinearSystem(PP,n);

return [Evaluate(1,B): 1 in Sections(L)];
end function;

LinearCombinaisonMonomial := function(B,b,Nbvar)
FF := BaseRing(Parent(b));
IsFF := false;
if Type(FF) eq F1dFin then
FF := ext<FF|2>;
ISFF := true;

end if;

n := Degree(b);
Mo:= Monomes (B,n);
m := #Mo;

boo := false;

while boo eq false do
JeuCoef := [];
JeuEltMo:= [];
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for i in [1..m] do
if IsFF then

L := [Random(FF): i in [1..Nbvarl];
else

L := [FF!Random(100): i in [1..Nbvar]l];
end if;

Append (~JeuCoef,L) ;
LB:=[];
for eltMo in Mo do
Append ("LB,Evaluate(eltMo,L));
end for;

Append (~JeuEltMo,LB) ;
end for;

MB := Matrix(FF,m,m,JeuEltMo);
boo,M := IsInvertible(MB);
printf("1");

end while;

v := Vector([Evaluate(b,coef): coef in JeuCoef]);
return Vector (MxTranspose(Matrix(v)));
end function;

MestreProduct3_2 := function(g,cl,c2,c3)

Cst := BaseRing(Parent(g));

P2<X,Z> := PolynomialRing(Cst,2);

Cl := P2!(Evaluate(cl,X/Z)*Z Degree(cl));

C2 := P2!(Evaluate(c2,X/Z)*Z Degree(c2));

C3 := P2!(Evaluate(c3,X/Z)*Z Degree(c3));

f P2! (Evaluate(g,X/Z)*Z Degree(g));

return

Evaluate(
Derivative(f,6,X)*Derivative(C1,2,Z)*Derivative(C2,2,Z)*Derivative(C3,2,Z) +
Derivative(Derivative(f,4,X),2,Z)*Derivative(C1,2,Z)*Derivative(C2,2,X) *
Derivative(C3,2,Z) -
2*Derivative(Derivative(f,5,X),1,Z)*Derivative(C1,2,Z)*
Derivative(Derivative(C2,X),Z)*Derivative(C3,2,Z) +
Derivative(Derivative(f,4,X),2,Z)*Derivative(C1,2,X)*Derivative(C2,2,Z) *
Derivative(C3,2,Z) +
Derivative(Derivative(f,2,X),4,Z)*Derivative(C1,2,X)*Derivative(C2,2,X)*
Derivative(C3,2,Z) -
2*Derivative(Derivative(f,3,X),3,Z)*Derivative(C1,2,X)*
Derivative(Derivative(C2,X),Z)*Derivative(C3,2,Z) - 2%(
Derivative(Derivative(f,5,X),1,Z)*Derivative (Derivative(C1,X),Z)*
Derivative(C2,2,Z) *Derivative(C3,2,Z) +
Derivative(Derivative(f,3,X),3,Z)*Derivative (Derivative(C1,X),Z)*
Derivative(C2,2,X)*Derivative(C3,2,Z) -

2*Derivative (Derivative(f,4,X),2,Z)*Derivative (Derivative(C1,X),Z)*
Derivative(Derivative(C2,X),Z)*Derivative(C3,2,Z)) +

Derivative(Derivative(f,4,X),2,Z)*Derivative(C1,2,Z)*Derivative(C2,2,Z)*



B.3. PREUVES UTILISANT MAGMA 147

Derivative(C3,2,X) +

Derivative (Derivative(f,2,X) ,4,Z)*Derivative(C1,2,Z)*Derivative(C2,2,X)*
Derivative(C3,2,X) -
2xDerivative(Derivative(f,3,X),3,Z)*Derivative(C1,2,Z)*
Derivative(Derivative(C2,X),Z)*Derivative(C3,2,X) +
Derivative(Derivative(f,2,X),4,Z)*Derivative(C1,2,X)*Derivative(C2,2,Z)*
Derivative(C3,2,X) +
Derivative(f,6,Z)*Derivative(C1,2,X)*Derivative(C2,2,X)*Derivative(C3,2,X) -
2%Derivative(Derivative(f,1,X),5,Z)*Derivative(C1,2,X)*
Derivative(Derivative(C2,X) ,Z)*Derivative(C3,2,X) - 2x*(
Derivative(Derivative(f,3,X),3,Z)*Derivative (Derivative(C1,X),Z)*
Derivative(C2,2,Z)*Derivative(C3,2,X) +
Derivative(Derivative(f,1,X),5,Z)*Derivative (Derivative(C1,X),Z)*
Derivative(C2,2,X)*Derivative(C3,2,X) -
2xDerivative(Derivative(f,2,X),4,Z)*Derivative (Derivative(C1,X) ,Z)*
Derivative(Derivative(C2,X),Z)*Derivative(C3,2,X)) -2x*(

Derivative(Derivative(f,5,X),Z)*Derivative(C1,2,Z) *Derivative(C2,2,7Z) *
Derivative(Derivative(C3,X),Z) +

Derivative (Derivative(f,3,X),3,Z)*Derivative(C1,2,Z) *Derivative(C2,2,X)*

Derivative (Derivative(C3,X),Z) -
2%Derivative(Derivative(f,4,X),2,Z)*Derivative(C1,2,Z)*Derivative (Derivative(C2,X),Z)*
Derivative(Derivative(C3,X),Z) +

Derivative (Derivative(f,3,X),3,Z)*Derivative(C1,2,X) *Derivative(C2,2,Z)*
Derivative(Derivative(C3,X),Z) +

Derivative(Derivative(f,X),5,Z)*Derivative(C1,2,X) *Derivative(C2,2,X)*

Derivative (Derivative(C3,X),Z) -

2xDerivative (Derivative(f,2,X) ,4,Z)*Derivative(C1,2,X) *Derivative (Derivative(C2,X),Z)*
Derivative(Derivative(C3,X),Z) - 2x*(

Derivative(Derivative(f,4,X),2,Z)*Derivative (Derivative(C1,X),Z)*Derivative(C2,2,Z)*
Derivative(Derivative(C3,X),Z) +
Derivative(Derivative(f,2,X),4,Z)*Derivative(Derivative(C1,X),Z)*Derivative(C2,2,X)*
Derivative (Derivative(C3,X),Z) -

2*Derivative(Derivative(f,3,X),3,Z)*Derivative (Derivative(C1,X),Z)*

Derivative (Derivative(C2,X) ,Z)*Derivative (Derivative(C3,X),Z))),[0,0]);

end function;
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Parametrizing the moduli space of curves and applications to
smooth plane quartics over finite fields

Reynald Lercier, Christophe Ritzenthaler, Florent Rovetta and Jeroen Sijsling

ABSTRACT

We study new families of curves that are suitable for efficiently parametrizing their moduli
spaces. We explicitly construct such families for smooth plane quartics in order to determine
unique representatives for the isomorphism classes of smooth plane quartics over finite fields.
In this way, we can visualize the distributions of their traces of Frobenius. This leads to new
observations on fluctuations with respect to the limiting symmetry imposed by the theory of
Katz and Sarnak.

1. Introduction

One of the central notions in arithmetic geometry is the (coarse) moduli space of curves of a
given genus g, denoted My. These are algebraic varieties whose geometric points classify these
curves up to isomorphism. The main difficulty when dealing with moduli spaces — without
extra structure — is the non-existence of universal families, whose construction would allow one
to explicitly write down the curve corresponding to a point of this space. Over finite fields, the
existence of a universal family would lead to optimal algorithms to write down isomorphism
classes of curves. Having these classes at one’s disposal is useful in many applications. For
instance, it serves for constructing curves with many points using class field theory [31] or for
enlarging the set of curves useful for pairing-based cryptography as illustrated in genus 2 by [9,
13, 32]. More theoretically, it was used in [5] to compute the cohomology of moduli spaces.
We were ourselves drawn to this subject by the study of Serre’s obstruction for smooth plane
quartics (see Section 5.4).

The purpose of this paper is to introduce three substitutes for the notion of a universal
family. The best replacement for a universal family seems to be that of a representative family,
which we define in Section 2. This is a family of curves C — & whose points are in natural
bijection with those of a given subvariety S of the moduli space. Often the scheme S turns out
to be isomorphic to S, but the notion is flexible enough to still give worthwhile results when
this is not the case. Another interesting feature of these families is that they can be made
explicit in many cases when S is a stratum of curves with a given automorphism group. We
focus here on the case of non-hyperelliptic genus 3 curves, canonically realized as smooth plane
quartics.

The overview of this paper is as follows. In Section 2 we introduce and study three new
notions of families of curves. We indicate the connections with known constructions from the
literature. In Proposition 2.3 and Proposition 2.4, we also uncover a link between the existence
of a representative family and the question of whether the field of moduli of a curve is a field
of definition. In Section 3 we restrict our considerations to the moduli space of smooth plane

2000 Mathematics Subject Classification 14Q05 (primary), 13A50, 14H10, 14H37 (secondary).

Research supported by the French National Research Agency (ANR) through the project PEACE (ANR-
12-BS01-0010-01). The fourth author was additionally supported by the Marie Curie Fellowship IEF-GA-2011-
299887.
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quartics. After a review of the stratification of this moduli space by automorphism groups,
our main result in this section is Theorem 3.3. There we construct representative families for
all but the two largest of these strata by applying the technique of Galois descent. For the
remaining strata we improve on the results in the literature by constructing families with fewer
parameters, but here much room for improvement remains. In particular, it would be nice to
see an explicit representative (and in this case universal) family over the stratum of smooth
plane quartics with trivial automorphism group.

Parametrizing by using our families, we get one representative curve per k-isomorphism
class. Section 4 refines these into k-isomorphism classes by constructing the twists of the
corresponding curves over finite fields k. Finally, Section 5 concludes the paper by describing
the implementation of our enumeration of smooth plane quartics over finite fields, along with
the experimental results obtained on distributions of traces of Frobenius for these curves over
F, with 11 < p < 53. In order to obtain exactly one representative for every isomorphism class
of curves, we use the previous results combined with an iterative strategy that constructs a
complete database of such representatives by ascending up the automorphism strata!.

Notations. Throughout, we denote by k an arbitrary field of characteristic p > 0, with
algebraic closure k. We use K to denote a general algebraically closed field. By (,, we denote
a fixed choice of n-th root of unity in k or K; these roots are chosen in such a way to respect
the standard compatibility conditions when raising to powers. Given k, a curve over k will be
a smooth and proper absolutely irreducible variety of dimension 1 and genus g > 1 over k.

In agreement with [23], we keep the notation C,, (resp. Da,, resp. A, resp. S,,) for the cyclic
group of order n (resp. the dihedral group of order 2n, resp. the alternating group of order n! /2,
resp. the symmetric group of order n!). We will also encounter Gig, a group of 16 elements
that is a direct product Cy4 x Dy, Gyg, a group of 48 elements that is a central extension of
A4 by Cy4, Gogg, a group of 96 elements that is a semidirect product (Cq x Cy) x S3 and Ggs,
which is a group of 168 elements isomorphic to PSLa(IF7).

Acknowledgements. We would like to thank Jonas Bergstrom, Bas Edixhoven, Everett
Howe, Frans Oort and Matthieu Romagny for their generous help during the writing of this
paper. Also, we warmly thank the anonymous referees for carefully reading this work and for
suggestions.

2. Families of curves

Let g > 1 be an integer, and let k be a field of characteristic p =0 or p > 2g+ 1. For § a
scheme over k, we define a curve of genus g over S to be a morphism of schemes C — S that is
proper and smooth with geometrically irreducible fibers of dimension 1 and genus g. Let M, be
the coarse moduli space of curves of genus g whose geometric points over algebraically closed
extensions K of k correspond with the K-isomorphism classes of curves C over K.

We are interested in studying the subvarieties of My where the corresponding curves have
an automorphism group isomorphic with a given group. The subtlety then arises that these
subvarieties are not necessarily irreducible. This problem was also mentioned and studied
in [25], and resolved by using Hurwitz schemes; but in this section we prefer another way
around the problem, due to Lgnsted in [24].

fDatabases and statistics summarizing our results can be found at http://perso.univ-rennesi.fr/
christophe.ritzenthaler/programme/qdbstats-v3_0.tgz.
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In [24, Sec.6] the moduli space M, is stratified in a finer way, namely by using ‘rigidified
actions’ of automorphism groups. Given an automorphism group G, Lgnsted defines subschemes
of My that we shall call strata. Let ¢ be a prime different from p, and let I'y = Spgg(IFz). Then
the points of a given stratum S correspond to those curves C' for which the induced embedding
of G into the group (=2 T') of polarized automorphisms of Jac(C)[¢] is I'y-conjugate to a given
group. Combining [17, Th.1] with [24, Th.6.5] now shows that under our hypotheses on p, such
a stratum is a locally closed, connected and smooth subscheme of M. If k is perfect, such a
connected stratum is therefore defined over k if only one rigidification is possible for a given
abstract automorphism group. As was also observed in [25], this is not always the case; and
as we will see in Remark 3.2, in the case of plane quartics these subtleties are only narrowly
avoided.

We return to the general theory. Over the strata S of M, with non-trivial automorphism
group, the usual notion of a universal family (as in [27, p.25]) is of little use. Indeed, no universal
family can exist on the non-trivial strata; by [1, Sec.14], S is a fine moduli space (and hence
admits a universal family) if and only if the automorphism group is trivial. In the definition that
follows, we weaken this notion to that of a representative family. While such families coincide
with the usual universal family on the trivial stratum, it will turn out (see Theorem 3.3) that
they can also be constructed for the strata with non-trivial automorphism group. Moreover,
they still have sufficiently strong properties to enable us to effectively parametrize the moduli
space.

DEFINITION 2.1. Let S C My be a subvariety of My that is defined over k. Let C —+ S be
a family of curves whose geometric fibers correspond to points of the subvariety S, and let
fc : 8§ = S be the associated morphism.

(i) The family C — S is geometrically surjective (for S) if the map f¢ is surjective on
K-points for every algebraically closed extension K of k.

(ii) The family C — S is arithmetically surjective (for S) if the map fc is surjective on
k'-points for every finite extension k' of k.

(ili) The family C — S is quasifinite (for S) if it is geometrically surjective and fc is
quasifinite.

(iv) The family C — S is representative (for S) if fc is bijective on K-points for every
algebraically closed extension K of k.

REMARK 2.2. A family C — § is geometrically surjective if and only if the corresponding
morphism of schemes S — S is surjective.

Due to inseparability issues, the morphism f¢ associated to a representative family need not
induce bijections on points over arbitrary extensions of k.

Note that if a representative family S is absolutely irreducible, then since S is normal, we
actually get that fe is an isomorphism by Zariski’s Main Theorem. However, there are cases
where we were unable to find such an S given a stratum S (see Remark 3.4).

The notions of being geometrically surjective, quasifinite and representative are stable under
extension of the base field k. On the other hand, being arithmetically surjective can strongly
depend on the base field, as for example in Proposition 3.5.

To prove that quasifinite families exist, one typically considers the universal family over M(gz)
(the moduli space of curves of genus g with full level-¢ structure, for a prime ¢ > 2 different
from p, see [1, Th.13.2]). This gives a quasifinite family over M, by the forgetful (and in fact
quotient) map Mgé) — My that we will denote 7, when using it in our constructions below.
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Let K be an algebraically closed extension of k. Given a curve C' over K, recall that an
intermediate field k C L C K is a field of definition of C' if there exists a curve Cy/L such that
Cy is K-isomorphic to C. The concept of representative families is related with the question
of whether the field of moduli M¢ of the curve C; which is by definition the intersection of
the fields of definition of C, is itself a field of definition. Since we assumed that p > 2g + 1 or
p =0, the field M¢ then can be recovered more classically as the residue field of the moduli
space My at the point [C] corresponding to C by [33, Cor.1.11]. This allows us to prove the
following.

PROPOSITION 2.3. Let S be a subvariety of M, defined over k that admits a representative
family C — S. Let C be a curve over an algebraically closed extension K of k such that the
point [C] of My(K) belongs to S. Then C descends to its field of moduli M¢. In case k is
perfect and K = k, then C even corresponds to an element of S(M¢).

Proof. First we consider the case where k = M and K is a Galois extension of k. Let
x € S(K) be the preimage of [C] under fc. For every o € Gal(K/k) it makes sense to consider
x? € §(K), since the family C is defined over k. Now since f¢ is defined over k, we get fe(x) =
fe(xz?) = s. By uniqueness of the representative in the family, we get = = x7. Since o was
arbitrary and K/k is Galois, we therefore have x € S(k), which gives a model for C over k by
taking the corresponding fiber for the family C — S. This already proves the final statement
of the proposition.

Since the notion of being representative is stable under changing the base field k, the
argument in the Galois case gives us enough leverage to treat the general case (where K/k
is possibly transcendental or inseparable) by appealing to [19, Th.1.6.9]. O

Conversely, we have the following result. A construction similar to it will be used in the
proof of Theorem 3.3.

PROPOSITION 2.4. Let S be a stratum defined over a field k. Suppose that for every finite
Galois extension F' O F of field extensions of k, the field of moduli of the curve corresponding
to a point in S(E) equals E. Then there exists a representative family Cy — U over a dense
open subset of S. If k is perfect, this family extends to a possibly disconnected representative
family C — S for the stratum S.

Proof. Let 1 be the generic point of S and again let 7y : I\/Ig[’) — My be the forgetful map

obtained by adding level structure at a prime ¢ > 2 different from p. Note that as a quotient
by a finite group, 7, is a finite Galois cover. Let v be a generic point in the preimage of n by 7
and C — v be the universal family defined over k(v). By definition the field of moduli M is
equal to k(v) and as k(v) is a field of definition there exists a family Cy — k(v) geometrically
isomorphic to C. Since k(r) D k(n) is a Galois extension, we can argue as in the proof of
Proposition 2.3 to descend to k(n), and hence by a spreading-out argument we can conclude
that Cy is a representative family on a dense open subset U of S. Proceeding by induction over
the (finite) union of the Galois conjugates of the finitely many irreducible components of the
complement of U, which is again defined over k, one obtains the second part of the proposition.

O

Whereas the universal family C — My) is sometimes easy to construct, it seems hard to
work out Cy directly by explicit Galois descent; the Galois group of the covering My) — My is
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Spay (F¢), which is a group of large cardinality 28 [19_, (€% — 1) whose quotient by its center is
simple. Moreover, for enumeration purposes, it is necessary for the scheme S to be as simple as
possible. Typically one would wish for it to be rational, as fortunately turns out always to be
the case for plane quartics. On the other hand, for moduli spaces of general type that admit no
rational curves, such as M, with g > 23, there does not even exist a rational family of curves
with a single parameter [15].

3. Families of smooth plane quartics

3.1. Review : automorphism groups

Let C be a smooth plane quartic over an algebraically closed field K of characteristic p > 0.
Then since C coincides up to a choice of basis with its canonical embedding, the automorphism
Aut(C) can be considered as a conjugacy class of subgroups PGL3(K) (and in fact of GL3(K))
by using the action on its non-zero differentials.

The classification of the possible automorphism groups of C' as subgroup of PGL3(K), as well
as the construction of some geometrically complete families, can be found in several articles,
such as [16, 2.88], [38, p.62], [25], [3] and [8] (in chronological order), in which it is often
assumed that p = 0. We have verified these results independently, essentially by checking which
finite subgroups of PGL3(K) (as classified in [19, Lem.2.3.7]) can occur for plane quartics. It
turns out that the classification in characteristic 0 extends to algebraically closed fields K
of prime characteristic p > 5. In the following theorem, we do not indicate the open non-
degeneracy conditions on the affine parameters, since we shall not have need of them.

THEOREM 3.1. Let K be an algebraically closed field whose characteristic p satisfies p =0
or p > 5. Let C be a genus 3 non-hyperelliptic curve over K. The following are the possible
automorphism groups of C, along with geometrically surjective families for the corresponding
strata:

(i) {1}, with family g4(x,y, z) = 0, where q4 is a homogeneous polynomial of degree 4;

(ii) Cq, with family x* + 22¢2(y,2) + qa(y,2z) =0, where g2 and q4 are homogeneous
polynomials in y and z of degree 2 and 4;

D,, with family z* + y* + 2* 4+ ray? + sy?22 + t2%22% = 0;
Cs, with family 232 + y(y — 2)(y — r2)(y — s2) = 0;

Dg, with family x* + y* + 2* + ra?yz + sy?22 = 0;
S3, with family z(y® + 23) + y222 + ra?yz + sa* = 0;

)

)

)

)

) Cg, with family 23z + y* + ry?z2 + 24 = 0;

iii) Gig, with family x* + y* + 24 + ry?2% = 0;

) Sa4, with family x* + y* + 2% + r(2%y? + 3?22 + 2%222) = 0;

) Co, represented by the quartic x3y + y3z + 2* = 0;
G.g, represented by the quartic z* + (y2 — 2%)z = 0;

) Gus, rep y the g y ;

) Gog, represented by the Fermat quartic * + y* + 24 = 0;
if p # 7) Gigs, represented by the Klein quartic 3y + 1%z + 232 = 0.

Y yTy

The families in Theorem 3.1 are geometrically surjective. Moreover, they are irreducible and
quasifinite (as we will see in the proof of Theorem 3.3) for all groups except the trivial group
and Cs. The embeddings of the automorphism group of these curves into PGL3(K) can be
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found in Theorem A.1l in Appendix A. Because of the irreducibility properties mentioned in
the previous paragraph, each of the corresponding subvarieties serendipitously describes an
actual stratum in the moduli space Mgh C M3 of genus 3 non-hyperelliptic curves as defined
in Section 2 (see Remark 3.2 below). From the descriptions in A.1, one derives the inclusions
between the strata indicated in Figure 1, as also obtained in [38, p.65].

dim 6 {1}
\
dim 4 Co
|
dim 3 Dy
|
dim 2 Cs Dsg S3
/ | N
dim 1 Cs Gie Sy
dim 0 Co Gysg Gog Gi6s

Figure 1: Automorphism groups

REMARK 3.2. As promised at the beginning of Section 2, we now indicate two different
possible rigidifications of an action of a finite group on plane quartics. Consider the group
C3. Up to conjugation, this group can be embedded into PGL3(K) in exactly two ways; as
a diagonal matrix with entries proportional to ((3,1,1) or (¢3,(3,1). This gives rise to two
rigidifications in the sense of Lgnsted.

While for plane curves of sufficiently high degree, this indeed leads to two families with
generic automorphism group Cgs, the plane quartics admitting the latter rigidification always
admit an extra involution, so that the full automorphism group contains Ss. It is this fortunate
phenomenon that still makes a naive stratification by automorphism groups possible for plane
quartics. For the same reason, the stratum for the group S3 is not included in that for Cs, as
is claimed incorrectly in [3].

3.2. Construction of representative families

We now describe how to apply Galois descent to extensions of function fields to determine
representative families for the strata in Theorem 3.1 with |G|> 2. By Proposition 2.3, this
shows that the descent obstruction always vanishes for these strata.

Our constructions lead to families that parametrize the strata much more efficiently; for the
case Dy, the family in Theorem 3.1 contains as much as 24 distinct fibers isomorphic with
a given curve. Moreover, by Proposition 2.3, in order to write down a complete list of the
k-isomorphism classes of smooth plane quartics defined over a perfect field k& we need only
consider the k-rational fibers of the new families.

As in Theorem 3.1, we do not specify the condition on the parameters that avoid
degenerations (i.e. singular curves or a larger automorphism group), but such degenerations
will be taken into account in our enumeration strategy in Section 5.

THEOREM 3.3. Let k be a field whose characteristic p satisfies p = 0 or p > 7. The following
are representative families for the strata of smooth plane quartics with |G|> 2.
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- G ~Dy:
(a+ 3)z* + (4a% — 8b + 4a)x3y + (12¢ + 4b)z32 + (6a® — 18ab + 18¢ + 2a2)x?y?
+ (12ac + 4ab)z?yz + (6bc 4+ 2b2)222% + (4a* — 16a%b + 8b2 4 16ac + 2ab — 6¢)xy>
+ (12a2%¢ — 24bc + 2a%b — 4b% + 6ac)zy?z + (36¢ + 2ab? — 4a?c + 6bc)zyz>
+ (4b%c — 8ac? 4 2abc — 6¢%)xz® + (a® — 5a®b + 5ab? + 5a%c — bbe + b2 — 2ac)y?
+ (4a3c — 12abc + 12¢2 + 4a’c — 8bc)y3z + (6a02 + a?b? — 2b% — 2d3¢ + 4abe + 902)y222
+ (4bc? + 4b%c — 8ac?)yz® + (B3¢ — 3abc? + 3¢ + a?c? — 2bc?)2t =0

along with

at 4+ 202y% + 202%yz + (a? — 20)2222 + ay® + 4(a® — 2b)y32
+6(a® — 3ab)y?22 + 4(a* — 4a%b + 2b)yz2 + (a® — 5a®b + 5ab?)z* = 0.

— G~ Cs: 232 +y* + ay®2? + ayz® + bz* = 0 along with 23z + y* + ayz® + az* = 0;
— G ~Dg: 2 + 2%yz + y* + ay?2? + b2? = 0;
~ G ~8S3: 232+ 32 + 22y + azy2? + b2t = 0;

~ G~Cgs: 22+ ay* + ay?2? + 24 = 0;

~ G =Gzt + (v° +ayz? +az’)z = 0;

— G~ Syt +yt + 2t + a(a?y? + y?2? + 2%2?) = 0;
~ G~Cq: 23y +1y32+ 24 =0;

~ GGyt + (P — 232 = 0;

— G:G96:x4+y4+z4:0;

— (ifp#7) G~ Gigs: 23y +y2z + 232 = 0.

We do not give the full proof of this theorem, but content ourselves with some families that
illustrate the most important ideas therein. Let K be an algebraically closed extension of k.
The key fact that we use, which can be observed from the description in Theorem A.1, is
that the fibers of the families in Theorem 3.1 all have the same automorphism group G as a
subgroup of PGL3(K). Except for the zero-dimensional cases, which are a one-off verification,
one then proceeds as follows.

(1) The key fact above implies that any isomorphism between two curves in the family
is necessarily induced by an element of the normalizer N of G in PGL3(K). So one
considers the action of this group on the family given in Theorem 3.1.

(2) One determines the subgroup N’ of N that sends the family to itself again. The action
of N’ factors through a faithful action of @ = N’/G. By explicit calculation, it turns out
that @ is finite for the families in Theorem 3.1 with |G|> 2. This shows in particular
that these families are already quasifinite on these strata.

(3) One then takes the quotient by the finite action of @, which is done one the level of
function fields over K by using Galois descent. By construction, the resulting family will
be representative. For the general theory of Galois descent, we refer to [40] and [37,
App.Al.

We now treat some representative cases to illustrate this procedure. In what follows, we use

the notation from Theorem A.1 to denote elements and subgroups of the normalizers involved.

Proof. The case G ~ S3. Here N = T(K)S; contains the group of diagonal matrices T'(K).
Transforming, one verifies that the subgroup N’ C N equals S3; indeed, since §3 fixes the family
pointwise, we can restrict to the elements T'(K'). But then preserving the trivial proportionality
of the coefficients in front of z3z, 1>z, and x2y? forces such a diagonal matrix to be scalar.
This implies the result; the group @Q is trivial in PGL3(K), so we need not adapt our old family
since it is geometrically surjective and contains no geometrically isomorphic fibers. A similar
argument works for the case G = Sy.
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The case G ~ Cg. This time we have to consider the action of the group D(K) on the
family a3z + y* 4+ ry?22 + 2* = 0 from Theorem 3.1. After the action of a diagonal matrix
with entries A, i, 1, one obtains the curve A\3z3z + pty* + p?ry?22 + 2* = 0. We see that we
get a new curve in the family if A* = 1 and p* = 1, in which case the new value for r equals pr.
But this equals &7 since (12?)? = 1. The degree of the morphism to Mz induced by this family
therefore equals 2. This also follows from the fact that the subgroup N’ that we just described
contains G as a subgroup of index 2, so that Q = Cs.

We have a family over L = K(r) whose fibers over r and —r are isomorphic, and we
want to descend this family to K(a), where a =72 generates the invariant subfield under
the automorphism r — —r. This is a problem of Galois descent for the group @ = Cs and
the field extension M D L, with M = K(r) and L = K(a). The curve C' over M that we
wish to descend to L is given by z3z + y* + ry?22 + 2% = 0. Consider the conjugate curve
C 23z +y* — ry?2% + 2* = 0 and the isomorphism ¢ : C — C7 given by (z,y, 2) — (z, iy, 2).
Then we do not have ¢?¢ =id. To trivialize the cocycle, we need a larger extension of our
function field L.

Take M’ D M to be M’ = M(p), with p> =r. Let 7 be a generator of the cyclic Galois
group of order 4 of the extension M’ D L. Then 7 restricts to o in the extension M D L,
and for M’ D L one now indeed obtains a Weil cocycle determined by the isomorphism C'
C™ = C° sending (z,v, 2) to (z,iy,z). The corresponding coboundary is given by (z,y, z) —
(z, py, ). Transforming, we end up with 232z + (py)* + r(py)?2° + 2* = 232 + ay* + ay?2% +
z* = 0, which is what we wanted to show. The case G' = Dg can be dealt with in a similar way.

The case G ~ Dy. We start with the usual Ciani family from Theorem 3.1, given by z* +
y* + 24+ ra?y? + sy?2? + t2222% = 0. Using the Sz-elements from the normalizer N = D(K)S3
induces the corresponding permutation group on (r, s,t). The diagonal matrices in D(K) then
remain, and they give rise to the transformations (r, s,¢) — (£r, £s, £t) with an even number
of minus signs. This is slightly awkward, so we try to eliminate the latter transformations. This
can be accomplished by moving the parameters in front of the factors z*, y*, 2*. So we instead
split up S into a disjoint union of two irreducible subvarieties by considering the family

roet + sy4 +t2t x2y2 + y222 +2%2% = 0,
and its lower-dimensional complement
rat + 5y4 +24 4+ x2y2 — y222 =0.

Here the trivial coefficient in front of z* is obtained by scaling z, %, z by an appropriate factor
in the family raz* + sy* + tz* + 22y? + y?22 = 0. Note that because of our description of the
normalizer, the number of non-zero coefficients in front of the terms with quadratic factors
depends only on the isomorphism class of the curve, and not on the given equation for it in
the geometrically surjective Ciani family. This implies that the two families above do not have
isomorphic fibers. Moreover, the a priori remaining family rz* + y* + z* + 3?22 = 0 has larger
automorphism group, so we can discard it.

We only consider the first family, which is the most difficult case. As in the previous example,
after our modification the elements of N’ N D(K) are in fact already in G. Therefore Q) =
N'/G € D(K)Ss is a quotient of the remaining factor Ss, which clearly acts freely and is
therefore isomorphic with Q). We obtain the invariant subfield L = K (a,b,c) of M = K(r,s,t),
with a =r+s+t, b=rs+ st+tr and ¢ = rst the usual elementary symmetric functions.
The cocycle for this extension is given by sending a permutation of (r,s,t) to its associated
permutation matrix on (x,y, z). A coboundary is given by the isomorphism (z,y, 2) — (z +y +
z,rx+sy+tz, stx+itry+rsz). Note that this isomorphism is invertible as long as r,s,¢
are distinct, which we may assume since otherwise the automorphism group of the curve would
be larger. Transforming by this coboundary, we get our result.
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The case GG ~ C3. This case needs a slightly different argument. Consider the eigenspace
decomposition of the space of quartic monomials in z,y, z under the action of the diagonal
generator ((3,1,1) of Cs. The curves with this automorphism correspond to those quartic
forms that are eigenforms for this automorphism, which is the case if and only if it is contained
in one of the aforementioned eigenspaces. We only need consider the eigenspace spanned by the
monomials 23y, 23z, y*, y3z, y222, y23, z%; indeed, the quartic forms in the other eigenspaces
are all multiples of  and hence give rise to reducible curves.

Using a linear transformation, one eliminates the term with 23y, and a non-singularity
argument shows that we can scale to the case 3z + y* + ry%2 + sy?2% 4 ty2> + uz* = 0. We
can set r = 0 by another linear transformation, which then reduces N’ to D(K). Depending
on whether s =0 or not, one can then scale by these scalar matrices to an equation as in
the theorem, which one verifies to be unique by using the same methods as above. The case
G ~ Gy can be proved in a completely similar way. L]

REMARK 3.4. As mentioned in Remark 2.2, these constructions give rise to isomorphisms
S — S in all cases except Dy, and Cs3. In these remaining cases, we have constructed a
morphism S& — S that is bijective on points but not an isomorphism. It is possible that no
family C — S inducing such an isomorphism exists; see [12] for results in this direction for
hyperelliptic curves.

3.3. Remaining cases

We have seen in Proposition 2.3 that if there exist a representative family over k over a
given stratum, then the field of moduli needs to be a field of definition for all the curves in
this stratum. In [2], it is shown that there exist R-points in the stratum Cj, for which the
corresponding curve cannot be defined over R. In fact we suspect that this argument can be
adapted to show that representative families for this stratum fail to exist even if k is a finite
field. However, we can still find arithmetically surjective families over finite fields.

PROPOSITION 3.5. Let C' be a smooth plane quartic with automorphism group Cy over a
finite field k of characteristic different from 2. Let o be a non-square element in k. Then C' is
k-isomorphic to a curve of one of the following forms:

!+ 6x2y2 + ay4 + ,uy?’z + by2z2 + cy:z3 +dz*=0 withe =1ora and u=0orl,
zt + :v2yz + ay4 + eySz + bsz2 + cyz3 +dz*=0 with e = 0,1 or «,
zt + ;1:2(y2 - azz) + ay4 +by’z + cy’2® + dy2® + ezt =0.

Proof. The involution on the quartic, being unique, is defined over k. Hence by choosing
a basis in which this involution is a diagonal matrix, we can assume that it is given by
(2,9,2) = (—z,y, z). This shows that the family 2* + 22¢2(y, 2) + q4(y, 2) = 0 of Theorem 3.1
is arithmetically surjective. We have ¢2(y, 2) # 0 since otherwise more automorphisms would
exist over K. We now distinguish cases depending on the factorization of ¢ over k.

(i) If g2 has a multiple root, then we may assume that ¢z (y, 2) = ry? where 7 equals 1 or
a. Then either the coefficient b of 3z in ¢4 is 0, in which case we are done, or we can
normalize it to 1 using the change of variable z — z/b.

(ii) If g2 splits over k, then we may assume that ¢o2(y, z) = yz. Then either the coefficient b
of y3z in ¢4 is 0, in which case we are done, or we attempt to normalize it by a change of
variables i — Ay and z +— z/\. This transforms by32 into bA%y32. Hence we can assume
b equals 1 or a.
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(iii) If go is irreducible over k, then we can normalize qa(y, z) as y* — az? where « is a
non-square in k. This gives us the final family with 5 coefficients.

(|

REMARK 3.6. The same proof shows the existence of a quasifinite family for the stratum
in Proposition 3.5, since over algebraically fields we can always reduce to the first or second
case.

We have seen in Section 2 that a universal family exists for the stratum with trivial
automorphism group. Moreover, as Mg is rational [20], this family depends on 6 rational
parameters. However, no representative (hence in this case universal) family seems to have
been written down so far.

Classically, when the characteristic p is different from 2 or 3, there are at least two ways to
construct quasifinite families for the generic stratum. The first method fixes bitangents of the
quartic and leads to the so-called Riemann model; see [?, 29, 39] for relations between this
construction, the moduli of 7 points in the projective plane and the moduli space M:(f). The
other method uses flex points, as in [35, Prop.1]. In neither case can we get such models over
the base field k, since for a general quartic, neither its bitangents nor its flex points are defined
over k. We therefore content ourselves with the following result which was kindly provided to
us by J. Bergstrom.

PROPOSITION 3.7 (Bergstrom). Let C' be a smooth plane quartic over a field k admitting
a rational point over a field of characteristic # 2. Then C' is isomorphic to a curve of one of
the following forms:

m1w4 + mzwgy + m4:v2y2 + m6m222 + m7my3 + my2z + m11y4 + m12y32 + y2z2 + y23 =0,
m1x4 + mzxsy + m4302y2 + m61:2z2 + my3 + m11y4 + mlgysz + y222 + yz3 =0,

m1x4 + m2$3y + m4302y2 + m6m222 + m11y4 + m12y3z + y222 + y23 =0,

m1x4 =+ mgxsy =+ m43172y2 + m6x222 + a:y3 + a:y2z + m11y4 + m12y32 + y23 =0,

mlx —l—mgzp y+m4x y —l—msx z —l—xy z+m11y + mi2y zz—l—yz3 =0,

z* + moz® y + maaz? y + mG:L‘ 22+ mﬂ:y + mny4 + m12y32’ + yz3 =0,

mgx y + m4m y + maxzz + mwjy + m11y4 + m12y32’ + y23 =0,

x z+m4:1: y +m7:ry +mga:y z+:ryz +m11y +m12y z+m13y z +y23 =0,

2%z + max®y® + mrzy® + msay® z+m11y +mi2y’z + masy’z +yz2 =0,

z! + m4952y2 + m5x2yz + m7;cy3 + mg;csz + m11y4 + m12y32 +yz® =0.

Proof. We denote by myq,...,m5 the coefficients of the quartic C, with its monomials
ordered as

4 .3 3 2,2 2 2,2 3 2 2 3,4 .3 2.2 3 .4
r,ry,r z,ry,ryz,r z,xryYy ,ry 2,ryz ,rz Y Yy 2,y z,yz ,z . (31)

As there is a rational point on the curve, we can transform this point to be (0:0: 1) with
tangent equal to y = 0. We then have mi15 = myy = 0, and we can scale to ensure that mq4 = 1.
The proof now divides into cases.

Case 1: mg # 0. Consider the terms mgz?(2? + m3/mezz). Then by a further change
of variables z — z + m3x/(2me) we can assume mgz = 0 without perturbing the previous
conditions. Starting with this new equation, we can now cancel ms in the same way, and
finally mg (note that the order in which we cancel the coefficients mg, ms, mg is important, so
as to avoid re-introducing non-zero coefficients).
(i) If mg and mg3 are non-zero, then we can ensure that mg = mj3 =1 by changing
variables (x : y : z) — (rx : sy : tz) such that mgrs®t = «, mi3s’t?> =, st> = a for
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a given a # 0 and then divide the whole equation by a. One calculates that it is indeed
possible to find a solution (r, s, ¢, ) to these equations in k*.

(ii) If mg = 0,mq3 # 0, m7 # 0, then we can transform to mi3 = my = 1 as above;

If mg = 0,my3 # 0, m7 = 0, then we can transform to my3 = 1;

(iii
(

)
)
iv) If mg # 0,m13 = 0,my # 0, then we can transform to mg = my; = 1;
v) If mg # 0,m7 = mq3 = 0, then we can transform to mg = 1;
(vi) If myg = mg = 0,m; # 0, then we can transform to m; = 1;
(vii) If my3 = mg = my = 0, then we need not do anything.

Case 2: mg = 0, m3 # 0. As before, working in the correct order we can ensure that m; =
mo = ms = 0 by using the non-zero coeflicient ms.
(viii) If mg # 0, we can transform to mg = mg = 1;
(ix) If mg = 0, we can transform to ms = 1.

Case 3: mg = m3 = 0.
(x) If my # 0, then put my = 1. Using mq4, we can transform to mg = my3 = 0 and using
mq, we can transform to mo = 0.
The proof is now concluded by noting that if m; = mg = mg = m1g = mys = 0, then the quartic
is reducible. |

Bergstrom has also found models when rational points are not available, but these depend
on as many as 9 coefficients. Using the Hasse-Weil-Serre bound, one shows that when k is a
finite field with #k > 29, the models in Proposition 3.7 constitute an arithmetically surjective
family of dimension 7, one more than the dimension of the moduli space.

Over finite fields k of characteristic > 7 and with #k < 29 there are always pointless
curves [18]. Our experiments showed that except for one single example, these curves all have
non-trivial automorphism group. As such, they already appear in the non-generic family. The
exceptional pointless curve, defined over Fyq, is

72t + 33y + 10232 + 1022y? + 102%yz + 62222 + Tay?z
+ zy2® + 4x2® + 9yt + 532 + 822 + 9y23 + 921 = 0.

4. Computation of twists

Let C be a smooth plane quartic defined over a finite field k¥ = IF, of characteristic p. In this
section we will explain how to compute the twists of C, i.e. the k-isomorphism classes of the
curves isomorphic with C over k.

Let Twist(C) be the set of twists of C. This set is in bijection with the cohomology
set H'(Gal(k/k), Aut(C)), (see [36, Chap.X.2]). More precisely, if 3:C’ — C is any k-
isomorphism, the corresponding element in H!(Gal(k/k), Aut(C)) is given by o+~ 37371
Using the fact that Gal(k/k) is pro-cyclic generated by the Frobenius morphism ¢ : x + 29,
computing H'(Gal(k/k), Aut(C)) boils down to computing the equivalence classes of Aut(C)
for the relation

g~h < Ja € Aut(C), ga = a®h,

as in [26, Prop.9]. For a representative « of such a Frobenius conjugacy class, there will then
exist a curve C, and an isomorphism 3 : C, — C such that ¢35~ = a.

As isomorphisms between smooth plane quartics are linear [8, 6.5.1], 8 lifts to an
automorphism of P2, represented by an element B of GL3(k), and we will then have that



161

Page 12 of 20 LERCIER, RITZENTHALER, ROVETTA, SIJSLING

C, = B7Y(C) as subvarieties of P2. This is the curve defined by the equation obtained by
substituting B(z,y, 2)t for the transposed vector (z,y, z)! in the quartic relations defining C.

4.1. Algorithm to compute the twists of a smooth plane quartic

We first introduce a probabilistic algorithm to calculate the twists of C. It is based on the
explicit form of Hilbert 90 (see [34] and [11]).

Let a € Aut(C) defined over a minimal extension Fyn of k = F, for some n > 1, and let C,
be the twist of C corresponding to a. We construct the transformation B from the previous
section by solving the equation B¥ = AB for a suitable matrix representation A of . Since the
curve is canonically embedded in P2, the representation of the action of Aut(C) on the regular
differentials gives a natural embedding of Aut(C) in GL3(F,»). We let A be the corresponding

lift of v in this representation. As Gal(IF,/F,) is topologically generated by ¢ and « is defined
over a finite extension of IFy, there exists an integer m such that the cocycle relation o> = oo,

reduces to the equality AP AP A =1d. Using the multiplicative form of Hilbert’s Theorem
90, we let
m—1
B=P+ ZpWAsO“l...AwA
i=1

with P a random matrix 3 x 3 with coefficients in Fym chosen in such a way that at the end B
is invertible. We will then have BY = BA™!, the inverse of the relation above, so that we can
apply B directly to the defining equation of the quartic. Note that the probability of success
of the algorithm is bigger than 1/4 (see [11, Prop.1.3]).

To estimate the complexity, we need to show that m is not too large compared with n. We
have the following estimate.

LEMMA 4.1. Let e be the exponent of Aut(C). Then m < ne.

Proof. By definition of n we have a?” = «. Let V= clv"’nfl ---a®a, and let NV be the order
of v in Authn (C). Since 'y‘pn =vand Id =~V =a? R -a®a, we can take m < nN < ne.

(|

In practice we compute m as the smallest integer such that " afa s the identity.

4.2. How to compute the twists by hand when # Aut(C) is small

When the automorphism group is not too complicated, it is often possible to obtain
representatives of the classes in H'(Gal(F,/F,), Aut(C)) and then to compute the twists by
hand, a method used in genus 2 in [6]. We did this for Aut(C) = Cq, Dy, Cs, Ds, Ss.

Let us illustrate this in the case of Dg. As we have seen in Theorem 3.3, any curve C/F, with
Aut(C) ~ Dy is F -isomorphic with some curve =% + 2%yz + y* + ay®2? + bz* with a,b € F,.
The problem splits up into several cases according to congruences of ¢ — 1 (mod 4) and the
class of b € F;/(F;)*. We will assume that 4| (¢ — 1) and b is a fourth power, say b = r* in F,.
The 8 automorphisms are then defined over Fy: if ¢ is a square root of —1, the automorphism
group is generated by

S = [(1)? 8_] and T = [(IJ 0 9] .
00—t or—to
Representatives of the Frobenius conjugacy classes (which in this case reduce to the usual
conjugacy classes) are then Id, S, S%, T and ST. So there are 5 twists.
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Let us give details for the computation of the twist corresponding to the class of T. We are
looking for a matrix B such that TB = B¥ up to scalars. We choose B such that B(z,y, 2)" =
(x,ay + Bz,vy + 62)t. Then we need to solve the following system:

af =rvy,B% =16, =r ta, 6 =r"15.

The first equation already determines «y in terms of a. So we neeQd only satisfy the compatibility
condition given by the second equation. Applying ¢, we get a®?” = (rvy)? = rv? = r(a/r) = a.
Reasoning similarly for 5 and 6§, we see that it suffices to find o and 3 in Fp2 such that
det (QS‘/T ﬁf/r) #0. We can take a =+/7 and =1, with 7 a primitive element of F7.
Transforming, we get the twist

ot 4 ra?y? —rra?2? 4 (ar® 4+ 2ryt + (<20t + 1200 7)y2 2% + (ar?r? 4 20072t = 0.

5. Implementation and experiments

We combine the results obtained in Sections 3 and 4 to compute a database of representatives
of k-isomorphism classes of genus 3 non-hyperelliptic curves when k& =T, is a prime field of
small characteristic p > 7.

5.1. The general strategy

We proceed in two steps. The hardest one is to compute one representative defined over k
for each k-isomorphism class, keeping track of its automorphism group. Once this is done, one
can apply the techniques of Section 4 to get one representative for each isomorphism class.

In order to work out the computation of representatives for the k-isomorphism classes, the
naive approach would start by enumerating all plane quartics over k by using the 15 monomial
coefficients my, ..., my5 ordered as in Equation (3.1) and for each new curve to check whether
it is smooth and not k-isomorphic to the curves we already kept as representatives. This would
have to be done for up to p'® curves. For p > 29, a better option is to use Proposition 3.7 to
reduce to a family with 7 parameters.

In both cases, checking for k-isomorphism is relatively fast as we make use of the so-called
13 Dixmier-Ohno invariants. These are generators for the algebra of invariants of ternary
quartics forms under the action of SL3(C). Among them 7 are denoted I3, Is, Ig, I12, I15,
Iig and I; (of respective degree 3, 6, ..., 27 in the m;’s) and are due to Dixmier [7]; one
also needs 6 additional invariants that are denoted Jy, Ji2, Jis, Jig, I21 and Jo; (of respective
degree 9, 12, ..., 21 in the m,’s) and that are due to Ohno [28, 10]. These invariants behave
well after reduction to F,, for p > 7 and the discriminant I»7 is 0 if and only if the quartic is
singular. Moreover, if two quartics have different Dixmier-Ohno invariants (seen as points in the
corresponding weighted projective space, see for instance [22]) then they are not k-isomorphic.
We suspect that the converse is also true (as it is over C). This is at least confirmed for our
values of p since at the end we obtain p® + 1 Fp-isomorphism classes, as predicted by [4].

The real drawback of this approach is that we cannot keep track of the automorphism groups
of the curves, which we need in order to compute the twists. Unlike the hyperelliptic curves
of genus 3 [22], for which one can read off the automorphism group from the invariants of the
curve, we lack such a dictionary for the larger strata of plane smooth quartics.

We therefore proceed by ascending up the strata, as summarized in Algorithm 1. In light of
Proposition 2.3, we first determine the k-isomorphism classes for quartics in the small strata by
using the representative families of Theorem 3.3. In this case, the parametrizing is done in an
optimal way and the automorphism group is explicitly known. Once a stratum is enumerated,
we consider a higher one and keep a curve in this new stratum if and only if its Dixmier-Ohno
invariants have not already appeared. As mentioned at the end of Section 3, this approach still
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finds all pointless curves (except one for Fi1) for p < 29. We can then use the generic families
in Proposition 3.5 and Proposition 3.7.

Algorithm 1: Database of representatives for I,-isomorphism classes of smooth
plane quartics

Input : A prime characteristic p > 7.
Output: A list £, of mutually non-Fp-isomorphic quartics representing all isomorphism
classes of smooth plane quartics over [Fy,.

1 L, :=0
2 for G :=
Gleg, Gge, G48, Cg, // Dim. 0 strata (first)
Cé,S4, G1s, // Dim. 1 strata (then)
S3,Cs, Ds, // Dim. 2 strata (then)
Dy, Co, {1} // Dim. 3, 4 and 5 strata (finally)
do
3 forall the quartics (Q defined by the families of
Theorem 3.3 if G defines a stratum of dim. < 3,
Proposition 3.5 if G = Cay,
Proposition 3.7 if G = {1}
do
4 (Is: Is: ...: Ja1: Ia7) := Dixmier-Ohno invariants of Q;
5 if L,(Is: Is: ...: Jo21:Ia7) is not defined then
6 Lp(Ig: Is: ...: Jo1:Iz7) :={Q and its twists} // cf. Section 4
7 L if £, contains p® + 1 entries then return L,;

5.2. Implementation details

We split our implementation of Algorithm 1 into two parts. The first one, developed with the
MAGMA computer algebra software, handles quartics in the strata of dimension 0, 1, 2 and 3.
These strata have many fewer points than the ones with geometric automorphism group Cs and
{1} but need linear algebra routines to compute twists. The second part has been developed
in the C-language for two reasons: to efficiently compute the Dixmier-Ohno invariants in the
corresponding strata and to decrease the memory needed. We now discuss these two issues.

5.2.1. Data structures. We decided to encode elements of I, in bytes. This limits us to
p < 256, but this is not a real constraint since larger p seem as yet infeasible (even considering
the storage issue). As most of the time is spent computing Dixmier-Ohno invariants, we group
the multiplications and additions that occur in these calculations as much as possible in 64-bit
microprocessor words before reducing modulo p. This decreases the number of divisions as
much as possible.

To deal with storage issues in Step 6 of Algorithm 1, only the 13 Dixmier-Ohno invariants of
the quartics are made fully accessible in memory; we store the full entries in a compressed file.
These entries are sorted by these invariants and additionally list the automorphism group,
the number of twists, and for each twist, the coefficients of a representative quartic, its
automorphism group and its number of points.

5.2.2. Size of the hash table. We make use of an open addressing hash table to store the list
L, from Algorithm 1. This hash table indexes p® buckets, all of equal size (1 + ) x p for some
overhead e. Given a Dixmier-Ohno 13-tuple of invariants, its first five elements (eventually
modified by a bijective linear combination of the others to get a more uniform distribution)
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give us the address of one bucket of the table of invariants. We then store the last eight elements
of the Dixmier-Ohno 13-tuple at the first free slot in this bucket. The total size of the table is
thus 8 (1 +¢) x p°® bytes.

All the buckets do not contain the same number of invariants at the end of the enumeration,
and we need to fix € such that it is very unlikely that one bucket in the hash table goes
over its allocated room. To this end, we assume that Dixmier-Ohno invariants behave like
random 13-tuples, i.e. each of them has probability 1/p® to address a bucket. Experimentally,
this assumption seems to be true. Therefore the probability that one bucket B contains n
invariants after k trials follows a binomial distribution,

== (1) =5 = ()< () < (-5)

Now let k = p®. Then k x (1/p®) ~ p, which is a fixed
small parameter. In this setting, Poisson approxi-
mation yields P(B=n) ~p"e ?/nl, so the average
number of buckets that contain n entries at the end )
is about p® P(B=n)~p’ e P/n! and it remains .
to choose n = (14¢)p, and thus e, such that this _— . T e,
probability is negligible. We draw ¢ as a function of p T
when this probability is smaller than 10~2 in Figure 2. Figure 2: Overhead &

For p = 53, this yields a hash table of 340 gigabytes.

5.3. Results and first observations

We have used our implementation of Algorithm 1 to compute the list £, for primes p between
11 and 53. Table 1 gives the corresponding timings and database sizes (once stored in a
compressed file). Because of their size, only the databases £, for p =11 or p =13, and a
program to use them, are available online.

Table 1: Calculation of £, on a 32 AMD-Opteron 6272 based server

p 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53

Time 42s 1m 48s 10m 20m 30s 1h 7m 4h 36m 6h 48m 22h 48m 1d 23h 2d 7h 5d 22h 7d 19
Db size 27Mb 68Mb 377Mb 748Mb 2.5Gb 11.5 Gb 16Gb 51Gb  97Gb 128Gb 224Gb 460Gb

As a first use of our database, and sanity check, we can try to interpolate formulas for
the number of F,- or F,-isomorphism classes of genus 3 plane quartics over F, with given
automorphism group. The resulting polynomials in p are given in Table 2. The ‘+[a] condition’
notation means that a should be added if the ‘condition’ holds.

Most of these formulas can actually be proved (we emphasize the ones we are able to prove
in Table 2). In particular, it is possible to derive the number of most of the #Fp—isomorphic
classes from the representative families given in Theorem 3.3; one merely needs to consider the
degeneration conditions between the strata. For example, for the strata of dimension 1, the
singularities at the boundaries of the strata of dimension 1 corresponding to strata with larger
automorphism group are given by [Fp-points, except for the stratum S4. The latter stratum
corresponds to singular curves for a € {—2, —1, 2}, and the Klein quartic corresponds to a = 0.
But the Fermat quartic corresponds to both roots of the equation a? + 3a + 18 (note that the

T http://perso.univ-rennesi.fr/christophe.ritzenthaler/programme/qdbstats-v3_0.tgz.
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Table 2: Number of isomorphism classes of plane quartics with given automorphism group

G #Fp—isomorphism classes #Fp-isomorphism classes

Gies 1 4+ [2]p=1,2,4 mod 7

Gogs 1 6 + [4}p:1 mod 4

Ggs 1 4+ [lo]p:1 mod 12 T [2}p:5 mod 12 + [4]1:):7 mod 12
Co 1 1+ [8}1):1 mod 9 + [2}p:4 mod 9 + [G}p:‘Y mod 9
Cée p—2 2 X (1 4 [2]p=1 mod 8) X #Fp-iso.

S4 P — 4 — [2]p=1,2,4 mod 7 5 X #]Fp-iSO.

Gis p—2 2x(2(P—3)+[P—2]p=1mod 4)

Ss p?—-3p+4+[2p=1,24mod7 3 x #Fp-iso. B

C3 p2 - P (1 + [%]p:l mod 3) X #Fp—iSO.

Dsg p2 —4p+ 6+ [2]p=1,2,4 mod 7 4 X #Fp-iso.—3p + 8

Dy p®-3p%2+5p-5 2p3 —8p2 +17p—19

Cz p*—2p3+2p? —3p+1—[2]p=1,2,4 mod 7 2 X #Fp-iso.

{1} pb—p*+p?—2p2+3p—1 #Fp-iso.

Total p® + 1 p® +p* —p +2p% —4p—1+2(pmod4)
+2[p* +p+2— (pmod 4)]p=1,4,7 mod 9 + [6]p=1 mod 9
+[2p + 6]1):1 mod 4 + [2]p=1,2,4 mod 7

family for the stratum S, is no longer representative at that boundary point). The number of
roots of this equation in IF, depends on the congruence class of p modulo 7.

One proceeds similarly for the other strata of small dimension; the above degeneration turns
out to be the only one that gives a dependence on p. To our knowledge, the point counts for
the strata Cy and {1} are still unproved. Note that the total number of F,-isomorphism classes
is known to be p® + 1 by [4], so the number of points on one determines the one on the other.

Determining the number of twists is a much more cumbersome task, but can still be done
by hand by making explicit the cohomology classes of Section 4. For the automorphism groups
Gies, Ggg, Gus and Sy, we have recovered the results published by Meagher and Top in [26]
(a small subset of the curves defined over F,, with automorphism group Gi¢ was studied there
as well).

5.4. Distribution according to the number of points

Once the lists £, are determined, the most obvious invariant function on this set of
isomorphism classes is the number of rational points of a representative of the class. To observe
the distributions of these classes according to their number of points was the main motivation
of our extensive computation. In Appendix B, we give some graphical interpretations of the
results for prime field F,, with 11 < p < 531,

Although we are still at an early stage of exploiting the data, we can make the following
remarks:

(1) Among the curves whose number of points is maximal or minimal, there are only curves

with non-trivial automorphism group, except for a pointless curve over F1; mentioned at
the end of Section 3.3. While this phenomenon is not true in general (see for instance [30,
Tab.2] using the form 43,#1 over Fig47), it shows that the usual recipe to construct

fThe numerical values we exploited can be found at http://perso.univ-rennesi.fr/christophe.
ritzenthaler/programme/qdbstats-v3_0.tgz.
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maximal curves, namely by looking in families with large non-trivial automorphism
groups, makes sense over small finite fields. It also shows that to observe the behavior of
our distribution at the borders of the Hasse-Weil interval, we have to deal with curves
with many automorphisms, which justifies the exhaustive search we made.

(2) Defining the trace t of a curve C/Fy by the usual formula t = ¢ + 1 — #C(F,), one sees
in Fig. B.1a that the “normalized trace” 7 =t/,/q accurately follows the asymptotic
distribution predicted by the general theory of Katz-Sarnak [21]. For instance, the theory
predicts that the mean normalized trace should converge to zero when ¢ tends to infinity.
We found the following estimates for ¢ = 11,17, 23,29, 37, 53:

4.1073, 1-107%, 4.107% 2.107% 6-107°, 3-107°.

(3) Our extensive computations enable us to spot possible fluctuations with respect to the
symmetry of the limit distribution of the trace, a phenomenon that to our knowledge
has not been encountered before (see Fig. B.1b). These fluctuations are related to the
Serre’s obstruction for genus 3 [30] and do not appear for genus < 2 curves. Indeed, for
these curves (and more generally for hyperelliptic curves of any genus), the existence
of a quadratic twist makes the distribution completely symmetric. The fluctuations
also cannot be predicted by the general theory of Katz and Sarnak, since this theory
depends only on the monodromy group, which is the same for curves, hyperelliptic
curves or abelian varieties of a given genus or dimension. Trying to understand this new
phenomenon is a challenging task and indeed the initial purpose of constructing our
database.
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Appendix A. Generators and normalizers

As mentioned in Remark 3.2, the automorphism groups in Theorem 3.1 have the property
that their isomorphism class determines their conjugacy class in PGL3(K). Accordingly, the
families of curves in Theorem 3.1 have been chosen in such a way that they allow a common
automorphism group as subgroup of PGL3(K). We proceed to describe the generators and
normalizers of these subgroups, that can be computed directly or by using [19, Lem.2.3.8J.

In what follows, we consider GLy(K) as a subgroup of PGL3(K) via the map A~ [§ 9].
The group D(K) is the group of diagonal matrices in PGL3(K), and T(K) is its subgroup
consisting of those matrices in D(K) that are non-trivial only in the upper left corner. We
consider S3 as a subgroup Ss of GLg(KV ) by the permutation action that it induces on the

coordinate functions, and we denote by Sy the degree 2 lift of Sy to GL3(K) generated by the
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matrices

THEOREM A.l1. The following are generators for the automorphism groups G in The-
orem 3.1, along with the isomorphism classes and generators of their normalizers N in

PGL;(K).
(i) {1} is generated by the unit element. N = PGL3(K).

(il) Cq = (), where a(z,y,z) = (—z,y,2). N = GLy(K). N
(iii) Dy = («, B), where a(z,y,2) = (—=x,y,2) and B(z,y,2) = (x,—y,z). N = D(K)Ss.
(iv) C3 = (&), where a(x,y,z) = ((31,y,2). N = GLy(K). N
(v) Dg = (a, B), where a(z,y,2) = (x,l4y,(; *2) and B(z,y,2) = (v, 2,y). N = T(K)Ss.
(vi) S3 = (o, B), where a(z,y,z) = (z, ng,(?’_lz) and B(z,y,2) = (z,2,y). N =T(K)Ss.
(vi 1; Cs = (), where a(z,y, z) = ((3x,—y,2). N = D(K).

(Vlll G16 = <aaﬁa7>) WhSTe Oz(iE,y,Z) (44"17 Y,z )’ ﬁ(fL‘ Y,z ): (xa_ya Z): and W(xvyaz) =

(z,2z,y). N =T(K)S,.

(IX) S4 = <Ck,ﬁ,")/>, where a(ﬂc,y,z) = (<4x7y?z)a B(xvyvz) :~(x7C3y,Z): and V(xvyvz) =
(x,y +2z,y — z). N is PGL3(K)-conjugate to N = T'(K)S,.

(x) Cg = (), where a(z,y,z) = (Cg:r,ggy,gg_?’z). N = D(K).

(Xl) G48 = <a76a/}/a5>7 Where a(%yvz) = (7'%71/7 Z)7 5(1'7%2) = (JJ, 7ya Z); ’Y(xvyvz) =
(y,2,x), and 6(z,y,2) = (y,2,2). N =G.

(Xll) G’96 = <Oé,5,’}/,5>, where CK(ZE,Z/, Z) = (<4$,y, Z)7 B(xvya Z) = (957C4y; Z)a ")/(l',y,Z) =
(y. 2. 2), and 8(x,y,2) = (y,,2). N = G.

(Xlll) G168 = <Oé, ﬁ77>7 where CY(.’IJ', Y, Z) = (C7.’E, g’?ya gélz): /8(3:7 Y, Z) - (y7 Z, .’L'), and

Y(@,y,2) = (&7 — E)z+ (GG = Gy + (& — D)z,
(G =)+ (G — )y + (¢ — )z,
(G =@+ (G = G+ (G —B)).

N =G.

For lack of space, we do not give the mutual automorphism inclusions or the degenerations
between the strata. Most of these can be found in [25].

Appendix B. Numerical results

Given a prime number p, we let N, 3(t) denote the number of Fp-isomorphism classes of
non-hyperelliptic curves of genus 3 over F, whose trace equals ¢t. Define

NES() = s Mot 1= VBTl e (=66

which is the normalization of the distribution of the trace as in [21]. Our numerical results are
summarized on Fig. B.1.



Page 20 of 20

049

3

s
» 024

0.1+

S - T T T T
-4 -2 0 2 4 6

e p=13 =+ p=17 <+ p=13 p=29
p=37 p=41 p=47 p=353

(a) Graph of NX5(r)

-0.01 4

PARAMETRIZING THE MODULI SPACE

0.04 4

0.03 4

0.02 4

0.01 4

—p=13—p=1T—p=23 p=29 p=37 p=4l
p=47 p=53

(b) Graph of N5 (1) — NE§(—7)

Figure B.1: Trace distribution

Reynald Lercier

DGA MI,
La Roche Marguerite,
35174 Bruz

Institut de recherche mathématique,
Université de Rennes 1,
Campus de Beaulieu,
35042 Rennes

France.

reynald.lercier@md4x.org

Florent Rovetta

Institut de Mathématiques de Luminy,
UMR 6206 du CNRS,
Luminy, Case 907,
13288 Marseille

France

florent.rovetta@Quniv-amu.fr

Christophe Ritzenthaler

Institut de recherche mathématique,
Université de Rennes 1,
Campus de Beaulieu,
35042 Rennes

France.

christophe.ritzenthaler@Quniv-rennesl.fr

Jeroen Sijsling

Mathematics Institute,
Zeeman Building,
University of Warwick,
Coventry CV4 7TAL

United Kingdom

sijsling@gmail.com

169



170 APPENDICE C. FIRST ARTICLE



Appendice D

L’article sur ladistribution des traces de
frobenius pour les quartiques plane lisse
sur les corps finis

171



172 APPENDICE D. SECOND ARTICLE

DISTRIBUTIONS OF TRACES OF FROBENIUS FOR SMOOTH PLANE
CURVES OVER FINITE FIELDS

REYNALD LERCIER, CHRISTOPHE RITZENTHALER, FLORENT ROVETTA, JEROEN SIJSLING,
AND BEN SMITH

ABSTRACT. Extrapolating from the results on the distribution of traces of Frobenius for plane
curves over a finite field F, of large degree compared to ¢, we give a heuristic explanation for
the shape of the graphs observed in [21].

1. INTRODUCTION

More than 30 years ago, Serre found closed formulae for the maximal number of rational points
on a curve over a finite field F, whose genus g is at most 2. In the same article [28] the problem
of obtaining a similar formula for curve of genus 3 was considered. This problem is more involved,
as was indeed noted by Serre at the time. The main obstruction to obtaining a close formula
is the fact that a principally polarized abelian threefold over IF, that after base extension to Fq
becomes a Jacobian of a genus 3 curve need not itself be a Jacobian of such a curve over F,. The
analogue of this statement is satisfied for curves of genus at most 2 because all such curves are
hyperelliptic; it ceases to hold in genus 3 because of the presence of non-hyperelliptic curves, for
which an obstruction to this descent exists.

There have been many computational and conceptual approaches to the descent obstruction
above (which we shall call the Serre obstruction). Partial results can be found in [14, 20, 22, 27,
23, 24], while data for small fields can be found at manypoints.org. More general approaches
were considered in [2, 18, 19]. However, so far none of these can be used to give a closed formula
in the sense of [28].

More precisely, the issue is as follows. The number of rational points on a given curve C' of
genus g over a finite field ¢ is given by

#C(Fq) =q+1-4¢,

where ¢ is the trace of Frobenius acting on the first étale cohomology group H!(Jg, Z¢) associated
to the Jacobian J of C' for some ¢ coprime with ¢q. The classical Hasse—Weil-Serre bound shows
that the absolute value of ¢ is bounded by 2g,/q, so the usual strategy is to construct a principally
polarized abelian variety A over F, with a trace ¢ closed to —2g,/q to approach ¢ + 1 + 2g,/q
rational points as closely as possible. But Serre obstruction amounts to the fact that A is not
necessarily the Jacobian of a curve C' over F,. In this case, the quadratic twist of A will be but
this quadratic twist changes the trace of Frobenius from ¢ to —t, so that C' will have few instead
of many points.

The present article was motivated by a hope that a new inroad to the problem could be found
not so much by studying all descent problems for individual abelian varieties, but rather by an
indirect method, namely by proving that for large negative values of ¢ there are more curves with
trace ¢ than with trace —t. More precisely, define NV, 3(¢) to be the number of non-hyperelliptic
genus 3 curves over F, whose trace of Frobenius equals t. We are then interested in studying the
difference

Vq73<t) =N ,3(t> - N, ,3(—25) (1.1)

Date: August 21, 2015.

2010 Mathematics Subject Classification. 14Q05 ; 14H10 ; 14H25 ; 14H37; ; 14H45 ; 14H50.

Key words and phrases. Genus 3 curves ; plane quartics ; moduli ; families ; enumeration ; finite fields.
The authors acknowledge support by grant ANR-09-BLAN-0020-01.
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for 0 <t < 6,/g, and more specifically in proving that V, 3(t) < 0 for ¢ large enough. Using
[20], this would show that there always exists a curve C' such that #C(F,) > ¢+ 1+ 3|2,/q] —3
(actually the precise maximal value could also be given, see [26, Prop.4.1.7]).

An enumerative approach to studying the function (1.1) was given in [21] for prime fields F,
with 11 < ¢ < 53. Over these fields, it was possible to construct all smooth non-hyperelliptic
curves of genus 3, that is, all smooth plane quartics, up to isomorphism. The resulting functions
Vq4,3(t) had some remarkable properties; for ¢ > 1.7 - /g it always appeared that V,3(t) was
negative, so that the corresponding number of curves with many points was larger than that of
the curves with few points. Our original hope that motivated this study turned out to be false
in general, as was noted in [21]. Nevertheless, for all ¢ the data obtained fitted a rather simple
and pleasing graph, and moreover these graphs almost coincided after normalizing by an explicit
power of gq.

This phenomenon seemed interesting enough to merit further investigation. Moreover, it fits
into a larger framework on results on the distribution of the number of rational points on curves
over finite fields, as studied in [17, 6, 33, 7, 34, 9, 35, 8, 11] and especially [5]. The results by
Bucur-David-Feigon—Lalin in loc. cit. show that the number of rationals points on plane curves
of degree d over IF, is distributed according to an explicit and intuitive binomial law as long as d
is large enough compared to g. We study this binomial law in Section 2, or rather the normalized
variation of this law around its mean. By the central limit theorem, this variation converges to 0;
however, we show that after multiplying by a factor /g its behavior as ¢ tends to infinity can be
approximated by the function

1
3V 2

In Section 3, we study the variation around the mean of the distribution of the number of rational
points on plane curves (and on plane smooth curves) of degree d over F, when ¢ — co. The results
of [5] imply that this quantity (after normalization) fits on the graph of the function ) when the
degree d is sufficiently large with respect to ¢, as is shown in Corollary 3.5 and Proposition 3.7.
Along the way, we use elementary techniques to show in Corollary 3.4 that the bound d > ¢ + ¢
in [5, Prop.1.6] can be improved to d > 2¢g — 1. We also note that in these cases (i.e when d is large
compared to q); the fact that there are more curves with large negative trace ¢ than with trace
—t basically comes down to the fact that a curve with large trace —t > 0 would have a negative
number of points. So, our approach does not lead to new insights on this problem for large d
neither.

In contrast with the approach above, we rather fix the particular small value d = 4, whereas
we still want to let the cardinality ¢ tend to co. Here it remains a challenge to prove any exact
results but the comparisons with our experiences in [21] remain bluffing as illustrated in Section 4.
Is it simply an illusion do to the fact that ¢ is “small” in our experiments? We could also compare
our results to those in [1], where it is conjectured that the distribution of the fraction of curves of
genus g over a fixed finite field F, whose number of points equals n tends to a Poisson distribution
as g tends to infinity. More precisely, it is suggested as one runs over a set of curves over I, that
represent the F -rational points of the moduli stack of curves My, one should have the following
limit behavior:

Yz z(3 — xg)e_xz/g.

Ane—k
glgIolo {#C(Fq) =n:CeMy(Fg)} = ol
where A =q+ 1+ qfll. The same arguments as in the proof of Lem. 2.3 show that the variation
around the mean gives rise to the same distribution that we obtain in our paper.

Acknowledgments. We are very grateful to Mohamed Barakat for helping us to find a neat
proof of Proposition 3.2, and to Everett Howe for email exchanges which led us to the heuristic
interpretation described in this article. We also want to thank Atilla Yilmaz for pointing out the
link between our statistical result and Edgeworth series and Maasaki Homma, for his short proof
of Proposition 3.2.
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2. SOME REMARKS ON THE BINOMIAL DISTRIBUTION

We start this paper by analyzing the limit of certain sums of Bernoulli random variables, as
well as the limit behavior of the resulting distributions around their mean, which seems to be less
well-known. For each positive integer ¢, let us define ¢? independent and identically distributed
(ii.d.) Bernoulli random variables By 1, ..., B 4 that assume the value 1 with probability 1/q
(and the value 0 with probability 1 — 1/¢). Then the sum S, = Eg; B, ; is described by the
binomial probability mass function

by = pronts, — ) = () (1) (1= 2 2

The mean M of the random variable S; equals g, whereas its standard deviation o equals
Va2(1/q)(1 —1/q) = \/g— 1. As such, if we define the normalized average Y, by

S, — M
Yq:qT (22)

then the triangular central limit theorem [4, Th.27.3] shows that the sequence Y; converges in law
to the standard normal distribution, i.e. the cumulative distribution law of the random variable
Y, converges to the integral of the Gaussian density ¢ : x — \/%e*%ﬁ.

This can also be deduced from the De Moivre-Laplace theorem [4, Ex.25.11] which claims that
Ma— tends to x as ¢ tends to

for any sequence of integers (my), and x a real number such that
infinity one has
qli)n;ooProb(Sq =my) = (). (2.3)

We see that Y, (x) — Y, (—2z) tends to 0 when ¢ tends to infinity. In order to study this more
precisely, we will consider the expression vy(z) = o - (by(M —ox) —by(M +ox)). We could equally
well study the difference v,(—x) instead; our reasons for putting b,(M — o) first are related to the
formula g+ 1 —1 for the number of points on a curve over a finite field IF,. Note that when oz > M
we have by(M — ox) = 0, which forces v,(z) < 0. Intuitively, one could guess that vy(z) > 0 for
small x to compensate this defect. This will turn out to be true, and a careful analysis of this
phenomenon is given below.

Before embarking on this, we will allow the parameters on which the random variables depend
to be more general than the setting above, since this will be relevant for our applications in the
next sections. We let IV, be a sequence of positive natural numbers whose asymptotic behavior is
described by

Ny = ¢* + 0(q). (2.4)

Given ¢, we construct N, i.i.d. Bernoulli random variables that assume the value 1 with the
probability p, ~ % (and the value 0 with the probability v = 1—pu). We let b, be the corresponding
binomial mass function and we defined o, to be the standard deviation of b,. Explicitly, we have

oq =\ Nattg(1 — pg) ~ /4. (2.5)

We let X, : I, — R be a real function from an interval ;. Informally we think of X as a
variable that corresponds with the normalized variation of the binomial mass function b, above
around its mean. We need one more bit of notation in order to deal with approximations in both
q and x:

Definition 2.1. Let f,(z) and g,(x) be function of z € I,. We write f, = o(g,) if for all e > 0
there exists a ¢o such that

Vg > qo: Vo € I | fo(x)|< €lgq(z)]. (2.6)

The notation f(gq,x) = O(g(g,x)) is defined similarly.
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For a > 0 any fixed real we define I, = [— (\/5)170‘ , (\/q)lfa]. We assume that our functions
Xq 1 1y — R satisfy for all ¢
1
Xqlx)—z=0 <) . (2.7)
q

Example 2.2. With these notation, the example at the beginning of the section has the following
parameters

1
Nq:q2v /~Lq:57 og=vq-1, X;=u.

In Corollary 3.5, we will need

1
Ny=¢"+q+1, uq=570q=\/q—1/q2

1 1
X=——"+,/1——u
a1 7

Finally in Proposition 3.7, we will need

and

Ny=¢"+q+1, qu:#qlﬂ-l’ o:\/q(l—q2+qq+1)
and
We define
m(g, ) = N(q)u(q) — o(q)X(q,z) (2.8)

n(q,x) = N(q)v(q) + o(q)z = N(q) — m(q, z).
Then if ¢ is large enough, we can define the continuous function
I(N(q) +1)
I'(n(g,z) + DI'(m(g,z) + 1)
Note that if m(g, z) happens to be integral, then we have

b(q, ) = by(m(g; x)) (2.11)

for the binomial mass function b, defined above. As such, b(g,x) should be thought of as the
collection of continuous interpolations of these values, with this difference that we have shifted to
using the normalized parameter = instead of m.

b(q,z) = 11(q) ™8Py (g)(@), (2.10)

Lemma 2.3. With the notation above, we have for x € I, the approzimation

o - (b(g,x) — b(g, —)) = (3\}%:5(3 - xz)em’j) \}a +o (%) . (2.12)

As the proof is a bit long and technical, we postpone it to Section 5.

Remark 2.4. The error terms in the central limit theorem is of course a well-studied question and
we found in the literature powerful tools to deal with it. In particular Edgeworth series seemed to
be well suited for our problem since formally they give the same answer with a larger interval for
the variable z. It also shows that the polynomial z(3 — 2%) which appears is simply the opposite
of the third Hermite polynomial [16, Sec.3.4]. Unfortunately, after asking several statisticians, it
seems that we cannot fulfill the hypotheses of any theorems on Edgeworth series we could find in
the literature and this is why we addressed the problem in an elementary way.
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FIGURE 1. The graph of the approximation ¢ : z % — 3)6_,%2/2.

1
N

3. RELATION WITH THE NUMBER OF POINTS ON PLANE CURVES OVER FINITE FIELDS.

The relation between the considerations in the previous section and the distribution of traces of
Frobenius on plane curves over finite fields F, of characteristic p was first described in [5]. Let C
be a curve defined by a homogeneous polynomial f € F,[z,y, z]. Then intuitively the probability
for a given point P € P?(F,) to be on C should equal 1/q, since a priori the set of possible values
for f at P has g elements. Supposing furthermore that the probability are independent as P
varies, we essentially find ourselves in the situation of Section 2.

More precisely, let R = F,[x, y, z] be the homogeneous coordinate ring of P§q7 andlet f € Ry(F,)
be a homogeneous polynomial of degree d with coefficients in F,. Let Ct be the curve in P? defined
by f. Then a seminal result by Bucur-David-Feigon-Lalin [5] shows that the intuition about
independence above is accurate if d is large enough with respect to ¢, in the following sense:

Proposition 3.1 ([5, Prop.1.6]). Let By,...,Bg 441 be i.i.d. Bernoulli random variables that
assume the value 1 with probability 1/q. Then if d > ¢*> + q we have

#{f € Rd7 #Cf(Fq) = ’I’L}
#Rq
In turn, Proposition 3.1 is based on a general result of Poonen [25] but one can rederive this
result by elementary means, while improving the bound on d in the meantime.
We choose an enumeration P, ..., P2 41 of the set P?(F,), which we in turn lift to Fy-rational
affine representatives P, . .. ,pqzﬂﬂ in A3(F,). This allows us to construct the linear map

) Rg(Fy) — FY +a+l
f= (f(Pl)v B f(Pq2+q+1))

The kernel of 1 defines those plane curves that go through all rational points of the projective
plane, which are called plane filling curves. It is known (see [30, 31] and [13, Prop.2.1]) that the
kernel of ¢ is Rq(F,) N J where J is the ideal generated by z%y — y%z, y%z — 2%y and 2%z — z%z.
The following proof is due to Maasaki Homma (see also his forthcoming article [12]).

=Prob(B; + ...+ Bgigq1 = n). (3.1)

(3.2)

Proposition 3.2. Ford > 2q — 1 the map ¢ is surjective.

Proof. For any d > 2q—1, let us consider the polynomial %~ (24=2) (y4=1 —24=1)(29=1 —29-1). This
degree d polynomial takes non-zero value at (1:0:0) and 0 at any other Fy-rational point of the
plane. Using the transitive action of PGL3(F,), we see that we can construct degree d polynomials
having the same properties for any rational point of the plane. Therefore the evaluation map ¢ is
surjective. [l

Remark 3.3. Let M be the module R/.J over the homogeneous coordinate ring R. Note that M
corresponds to the dimension 0 reduced closed subscheme of ]P}QFQ whose geometric points coincide
with the set of rational points P?(FF,). The previous proposition also follows from the fact that M
admits the free resolution

0— R(—q—2)@R(-2¢—1) 2% R(~¢—1)®R(—¢—1)®R(—¢—-1) 25 R 2% M — 0. (3.3)
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Here ¢ is the quotient map, ¢; sends the canonical basis of R(—¢—1)® R(—¢—1) @ R(—q — 1)
to the elements x%y — ylz,y9z — 2%, 2%z — x%z of R, and @2 sends the canonical basis of R(—q —
2) @ R(—2q — 1) to the elements (z,x,y) and (27,2%,y?) of R(—q— 1) ® R(—¢—1) ® R(—q¢ — 1).
This can be proved using the theory of Grébner basis as described in [10, Ch.15].

Note, however, that Maasaki’s proof is much faster and can easily be generalized to polynomials
in n + 1 variables of degree greater than (¢ — 1)n + 1.

Corollary 3.4. Proposition 3.1 holds for d > 2q — 1.

Proof. Proposition 3.2 shows that under the given hypothesis on d we can always find a homo-
geneous polynomial with a prescribed zero set of cardinality n and given non-zero values at the
complement. Hence, the cardinality of the set of such polynomials is the order of the kernel of v
and does not depend on the prescribed zero set. This implies that the proportion of polynomials
with a zero set of cardinality n follows a binomial distribution Prob(By + ...+ Bgziq41 = n).

O

For a (possibly singular) plane curve C' : f(x,y,2) = 0, we let t = ¢+ 1 — #C(F,), and we
define the (normalized) trace x = t/,/q, in analogy with Section 2. Note that x is not bounded
when ¢ — co. Let
#{f € Ra, #C(Fg) = g+ 1 —/qx}

#Rq

Va.a(x) = Nga(x) = Nea(—z). (3.5)
Using Corollary 3.4 and Lemma 2.3 with N = ¢*+¢+1 (soa=1),n=¢+1— /g and e = %,
we get
Corollary 3.5. Ford > 2q—1, any o > 0 and = € [—(\/q)' ™%, (V@) ~*], we get the following
approzimation of Vy q(x) in the sense of Lemma 2.3

Vo.a(z) = (3\/1595(3 —a?) 6‘9”2/2) \;?1 +o0 (%) : (3.6)

We now restrict our considerations to only non-singular plane curves. Let RJ® C Ry be the
subset of homogeneous polynomials corresponding to non-singular plane curves. The genus of
these curves will then equal g = (d+ 1)(d + 2)/2. Having restricted our considerations to a subset
of the set of curves defined by the non-vanishing of the rather complicated discriminant form, the
sieving process to get the distribution is correspondingly more involved.

Theorem 3.6 ([5, Th.1.1]). Let By,...,Bgpy441 be i.i.d. Bernoulli random variables that take
the value 1 with probability (¢ +1)/(¢*> +q+1). Then if 0 <n < ¢* + ¢+ 1 we have
#{f € Ry", #Cs(Fy) = n}
Ry

Ny.a(r) = Vg (3.4)

and

PI‘Ob(Bl + ...+ Bq2+q+1 = n)

(1 +o (q" (d—1/3 b (d— 1)2q-min(LELE) dq*L%Jfl)))
As before, we let
#{f € R, #C;(Fy) = q+1— /qz}
#R®

0a(®) =V (3.7)

and
ga(r) = Nyg(z) — Nioy(=x). (3.8)
When d > ¢%3, the O() term is negligible with respect to o(q_1/2). Using this result and Lemma

2.3WithN:q2+q+1,n:q+1f\/ﬁxande:qz’f;i_l :%JrO(%) we hence get

Proposition 3.7. For d > ¢%%3, any a > 0 and z € [—(\/g)* ™%, (1/7)' ], we get the following
approzimation of V,"j(x) in the sense of Lemma 2.3

Vis(z) = <3\/1§x(3 —2?%). e_x2/2> \Z +o (\2) . (3.9)
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4. EXPERIMENTAL RESULTS AND THEIR LIMITATIONS

In this section we consider the case d = 4. The smooth plane quartic curves X described by
f € R}(F,) are then exactly the non-hyperelliptic curves of genus 3 over F,,. Since now d is fixed
and ¢ tends to oo, our previous results cannot be directly applied. However, as we mentioned in
the introduction, we wish to compare the statistical distributions obtained in this way with the
experimental results obtained in [21].

In order to do so, let NV, 3(t) denote the number of F -isomorphism classes of non-hyperelliptic
curves of genus 3 over F, whose trace equals t. As in [3, 32|, the most natural way to define N 3(¢)
by weighting the isomorphism classes involved by the order of their automorphism group over the
ground field F,, in other words, by

1
Nya(t) = > ——. (4.1)
{C/Fqn.h. genus 3 # AUth (C)
curve with trace t}/~

Indeed, with this definition, we have the following Lemma.

Lemma 4.1. We have
# GL3(Fy) - Nys(t) = #{f € R}, #X;(F,) =q+1—t}. (4.2)

Proof. As smooth plane quartics can be identified with their own canonical embedding, an Fg-
rational isomorphism between two quartics is induced by an element of PGL3(F,). Since on the
other hand two ternary forms define the same subvariety of P? if and only if they differ by scalar
multiplication by an element of F, we have

, #PGL;3(F,)
DL H#HX(Fy) = 1—t} =#F T4
#{fe d?# f( q) q+ } # qcyZF #Auth(C)
1 (4.3)
= # GL3(F —_—
( q)C/ZFq # Autz, (O)
=# GL3(]Fq) 'Nq,3(t)7
where the indices of the sums involved are as in (4.1). O
Define
NS @) = N0, 1= |VFal. @ (6.0 (4.4
This coincides with the normalization of the trace distribution in [15]. We also define
Vo (0) = N5 (@) = NG5 (—). (4.5)

A graphical summary of our numerical results [21] is given in Figure 2.

Lemma 4.1 shows that Katz—Sarnak’s quantity /\/'L]KC),S () defined in (4.4) can be rewritten as

S _ #Rns ns
Nas®) = Gy oty @ 40

The singular quartics curves in the 14-dimensional space PR, are contained in the discriminant
locus, which is a hypersurface D of degree 27. By [29, Th.2.1], one has that #D(F,) < 27¢'3 +

13

-1
qq71 . Therefore

# R B #R4— (¢ — 1)#D(F,) _ 1
(¢ + D#GCL3(Fy) (S +1)(® -1 —)(® —¢?) 1o <Q) ' .7

We then have . .
./\/;{z))s(x) = N5 (x) (1 +0 <q)) = N5(2)+0 (q) (4.8)

since N, quQ;(x) (and therefore N;%()) is uniformly bounded.
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FIGURE 2. The numerical trace distributions ./\qu3S (z) and Vé(g ().

We can now make a graphical comparison of the experimental distribution of V;f; for the largest
value of ¢ (to wit ¢ = 53) with the results from Section 3. We define By, By, Bs by

2 1 o
Bi(z) = oy (q ta )e;.“ TT(] — )T O iz o) (4.9)
i — 0;X

where
(1) g1 =q+1+1/q, 01 = \/q—1/q¢% and €; = 1/q (this corresponds to Corollary 3.4, i.e.,
possibly singular plane quartics);
(2) po=q+1,00=+/a—q/(¢>+q+1) and €1 = (¢+ 1)/(¢®> + ¢ + 1) (this corresponds to
Theorem 3.6, i.e., smooth plane quartics);
(3) p3 =q+1,03=,/qgand ¢, = 1/q (a simplified model).
As Figure 3 shows, the various plots of By, By, Bs and the Gaussian density function are almost
indistinguable, and all these function interpolate the distribution N; 5%33(:17) quite well.

0.4 3 04

-6 -4 -2 0 2 4I 6 -6 -4 -2 0 2 -'1‘ 6
x x

[+ g=53 Bl B2 B3| [+ g=53 Gaussian distribution

(A) N25%(x) against Bi, Bz, B3 (B) Nis%(z) against the Gaussian curve
F1GURE 3. Comparisons between N§§,,33 (z) and its approximations.

As above, we are led to define
Vi(z) = Bi(z) — Bi(—x) (4.10)
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and
; 1
Vim () = <Wx(3 - x2)6_$2/2> V2 (4.11)

This gives rise to the plots in Figure 4. JS: [Do we plot this with the square root factor? Just
checkin’] One observes that the various curves resemble the distribution of VES;(z) fairly well.

nnnnn

(A) Vé(gsg(l‘) against Vi, Va2, V3 (B) Vé(gfg (z) against Vi, plim
FIGURE 4. Comparisons betwee VES;(z) and its approximations.

This is quite remarkable, as the limit distribution V"™ does not depend on any parameters and
hence cannot be adjusted.

5. PROOF OF LEMMA 2.3

During this proof we drop the arguments of the functions N, u,v, m,n and X. Since X; —x =
0(%), it is easy to check that one can replace X by z in the following expansions. For later use,
we also define

y =vx/o, (5.1)
z = px/o.

We use the Stirling approximation of the Gamma function. This is is given by

[(z+1) = V2rz (91 ¥ (5.3)

Nuy Nv 0
b(q, e 5.4
(0 \/% V mn ( ) ( ) >4
with 0 = 0y — 0., — O,
In Claims 1-6 below we approximate the individual factors in (5.4).

Claim 1. \/ ( +O<\/§))'
First note that
N 1 1 1 1
mn  o° 1+ (p—-v)E - % q Va

Using the Taylor expansion of the monotone function z — 1/v/1+ z along with the estimate

—v=1+o0(q7'), we obtain
(e (3)

\/> \/ 1+ ( =
(5.6)

Claim 2. ¢ —1+o(7)

where |0,|< 15-. Then

Al
/N
—_
|
=
|
=
e
+
(e
/N
S
N———
N—
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For this, we first estimate 6. We get
N

101= 10N = Om = Oul< 5 ’N (5.7)
From (2.4) and (5.6) we obtain that 6 = o(¢~'/?). The claim now follows since
Tim V(e — 1) = lim (VaO)((e” = 1)/0) = lim (,/30) = 0. (5.8)
To see this, note that we consider 6 as a function of ¢ and that lim;_,., 8 = 0.
Claim 3. A = —log (%)m =Nu (—y+ % + '%3 + o(y3)>.
Indeed,
Ny—ox vy 3
A= (Np—oz)log <Nu> = Nu(1 —y)log(1—y) = Nu(—y + 5 + 5 +o(y")).  (5.9)

An analogous computation, in which y is replaced by —z, yields
Claim 4. B = —log (¥)" = Nv (z + % - % +0(z3)).

We can now approximate the product of the two middle factors in (5.4). For this we first note
the following.

Claim 5. A+ B = 250 + f+ (\/3§>

We combine Claims 2 and 3 with the relations 02 = Nuv and p? —v? = (u —v)(p +v) =
pu—v=1+0(qg!) to get
3

A+ B :N(—/J,I/—‘y—/},l/)g + N(uv? + p?v) + N(uw? — pi*v) — gc + Npo(y®) + Nvo(z?)

60 3

2 - v)e? 3 s

=5+ o + Npo(y®) + Nvo(z”) (5.10)
2 23 23 s

_3+W+ (\[>+N,UO( %) + Nvo(2®).

The claim follows since because the asymptotic behavior of N, u,v, o implies that Nuo(y®) and
Nvo(z2?) are both o(z3q~1/?).

Claim 6. ¢ (At8) — efé (1 G\f) + o0 (ﬁ) To see this, we first note that taking a
first-order Taylor approximation of the monotone function z — e* shows that we have

e =142+ R(z), (5.11)
where the remainder term R satisfies | R(2)|< (22/2)el*l. We apply this to obtain

e~ (A+B) _ 67%6_%4'0(%)
—e ¥ <1—6\3[+ (2)) —2R< \3[ <6§Z]>> (5.12)

The last term can be estimated by
1 1
< 6,
'(3661 e <Q)> v

(e (@)

Here the assumption on x plays a role. The product of the last factors is bounded as g grows since
we assumed that = = o(¢/?). So in fact a stronger estimate holds:
2

(@) O o

Since x°e~ = is also bounded, and regardless of any growth assumptions on x at that, we also

have
() ()

which concludes the proof of Claim 6.

srato()|-3)e? , (5.13)
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By putting all our estimates together, we obtain a good approximation for ob(q, z) as ¢ tends
to infinity:

Claim 7. /2wob(q,z) = e_é (1 + ﬁ — %) +o (%) Indeed, since 2 = o(q'/?), we have
that = = o(1). Therefore

N
(g () ()
:HQ%H(;@)H(\Z) (5.16)
=1+ 2—35 +o0 (\2) .
We now consider the product

V2mob(q, ) = (1 + v + 0(\2)) o~ (A+B)

2
4 () (- e )

Its main contribution is given by

2 x x3 ) 22 < x x3 x4>
e T (1+— ) (1-—"=)=e T (1+—— - 4. 5.18
( 2\/?1>( 64 2va  6yq 12 (519

As in the derivation of (5.15), we see that the final term in this sum is o(¢g~'/2). The same
technique allows one to conclude that the other cross-terms in the product (5.17) are o(g~1/?).
This concludes the proof of Claim 7. After desymmetrizing, we obtain

(5.17)

—b(—x :67§ 9:—:1:3L 0 L
3v2mo(b(z, q) — b(—x)) (3 )\/zﬁ <\/a) (5.19)
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