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Arithmétique des entiers

Exercices

. Soit m = 1001101115 et n = 101115 (en représentation binaire). Trouver m + n en
précisant les étapes pour leur addition.

. Répéter lexercice précédent avec m = 2'0 — 1 et n =1 (cf. 3.b. ci-dessous).

3. Exprimer la complexité de l'addition de m et n en fonction de la taille x des

données (avec la notation O(f(z))), en particulier, démontrer que cette complexité

est O(x).

a.

Plus précisement, décrire un algorithme et compter le nombre d’opérations
binaires en termes de r = |log,(m)] et s = [log,(n)], pour le probléme suivant :
Entrées : m et n entiers (donc taille d’entrée x = r + s + 2)

Sortie : m +n

La syntaxe m += n s’utilise pour un algorithme qui remplace m avec la valeur
m + n. Supposer que m, n, et m + n s’écrivent en représentation binaire. Est-il
possible de décrire un algorithme pour m += n avec complexité O(log(n))?

. Pour des polynomes f et g dans Fy[x], montrer qu’il existe un algorithme pour le
calcul f += ¢ dans la classe O(deg(g)).

. Compter le nombre d’opérations pour la multiplication en utilisant la formule

1=0

r r+ 7
(m = Zmﬂi, n= inj2j> — mn = i (Z mijn]) 2!
i=0 §=0 =0

en termes de r = |log,(m)| et s = [logy(n)].

Indication. Les sommes internes correspond aux sommes des colonnes :

ngo X 0 0 0 My - mi My
nl X 0 ) “ .. 0 m'f’ DY ml mo 0
n; x 0 0 m, my mg O 0
nsilx 0 my e mi myg O e O
Ng X My -+ mi My 0 0 O

Quel est le nombre maximal de termes non nuls dans une colonne ?



6. Démontrer que la complexité de la multiplication de deux nombres n, m de tailles
dans O(z), est dans O(z?), en utilisant la multiplication naive avec retenues.

Indication. Montrer qu’on obtient la complexité O(log(m)log(n)) < O(2?) en
sommant les lignes de la matrices ci-dessus.

7. Décrire un algorithme pour la reduction (n,m) — n mod m avec complexité

O(log(m) log(n/m)).

Indication. Etant donnés n = Ng...M1MN et m = my ...MmMm le premier étape
0 0,
est la soustraction n — 25""m :

Ng MNg—1 ... MNg—p MNg—p—_1 ... N
my Mp—1 ... mo 0 c. 0
0 * - ¥ Ng_p_1 ... N
oun —= 25""tm :
Ng MNg—1 ... MNg_p_1 MNg—p_—2 ... TNy
0O m, ... myo 0 ... 0
0 *x Ce *x Ng_r_9 Un

Le nombre de coordonnées changées est au maximum 7+ 2, et le résultat a au moins
un bit de moins. En itérant, montrer qu’on obtient, aprés O(s —r) = O(log(n/m))
étapes, la complexité O(r(s — r)) = O(log(m) log(n/m)).

8. Décrire un algorithme pour la fonction n — n mod 2 et comparer sa complexité
avec 'algorithme de 'exercice précédent pour n grand.

9. Montrer que les deux algorithmes suivants calculent le méme résultat avec la méme
complexité. Décrire les résultats intérmediares dans les deux cas.

def exp_mod_L(a,k,n): def exp_mod_R(a,k,n):
# Données d’entree: # Données d’entree:
# entiers a, k, n > 0 # entiers a, k, n > 0
# Sortie: a"k mod n # Sortie: a"k mod n
b=1 b=1
k_seq = k.bits() k_seq = k.bits(); k_seq.reverse()
for t in k_seq: for t in k_seq:
if t == 1: b = (b*xx2) % n
b=(=x*xa)%n if t ==
a= (ax*2) % n b=(=*a)%n
return b return b

exp_mod_L(3,101,101) == exp_mod_R(3,101,101) ==



