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Polynémes sur F, et corps finis

Exercices

1. Combien d’anneaux commutatifs de cardinal 4 existent-ils 7 (Indication : Considé-
rer les eventuels homomorphismes surjectifs Z — A ou Fa[z] — A.)
Solution. Soit A un anneau commutatif (avec 1) de cardinal 4. Alors le carac-
teristique de A est le générateur positif de 'unique homomorphisme d’anneaux
7w Z — A, tel que w(1z) = 14. L’homomorphisme 7 est également homomor-
phisme des groupes abéliens Z et A, et par le théoréeme de Lagrange, l’image est
d’ordre 4 ou 2 (car 1 # 0 dans A). Dans le premier cas, 7 induit un isomor-
phisme Z/AZ — A, sinon l'image est isomorphe a Fy = Z/27. 1l suit qu’on a deux
possibilités :
— A=7/47.
— A=TFsa] oua?+aa+b=0.
Dans le deuziéme cas, si o € A\IFy alors A = Fya] est l'espace vectoriel Fy & Focr
sur Fy avec la base {1,a}. Par conséquent o € Fy & Foav satisfait un polynome
minimal 2% + ax + b € Fylx] et

A = Fyfa] = Fyfz]/(2* + ax + b).

1l reste a déterminer des isomorphismes possibles entres les anneaux de la forme
Folz]/(2* + azx + ) pour (a,b) € F3 :

— AXTFylz]/(x* + 2+ 1) = Fy, un corps,

— AXTyfz]/(2? + x) X Fy x Fy, un produit de corps,

— A X TFylz]/(2?) = Fyle] avec € = 0,

— A2TFylz]/((z +1)?) = Folu] avec p* = 1.

On note que Fy est un corps car x*> + x + 1 est irreductible, et la factorisation
r?+z = x(x+1) donne lieu au produit de corps par le théoréme chinois. Finalement
lidentification p = e + 1 est un isomorphisme d’anneauz.

T
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En conclusion, il n’existe que quatre anneaux de cardinal 4 :
Z/4Z, F4, IFQ X IFQ, FQ[&].

Finalement, on peut confirmer que ces anneaux sont bien non isomorphes, deuzx a
deuz, car ils sont distingués par leurs des invariants : le caracterstique car(A) et
Pordre |A*| du groupe d’unités :

A car(A) |A¥ A*
ZJAZ 4 2 =1
F, 2 3 {la,a+1}
Fy x Ty 2 1 {(1,1)}
[Fy[e] 2 2 {Le+1}



2. Montre que r divise ¢(p" — 1). Plus généralement, pour tout entier a > 1 et r > 1,
démontrer que r divise ¢(a” — 1). (Indication : utiliser le théoréme de Lagrange.)

Solution. On observe que les conditions suivants sont équivalentes :

— a"—1modn =0,

— a"modn=1,

— lordre a dans (Z/nZ)* divise r,

En particulier pour a > 1, les entiers r > 1 et n = a”" — 1 satisfaient les conditions
précédentes, et il n’existe pas 0 < s < r tel que a® — 1 mod n car

0<a’—1<a —1=n.
Par conséquent, il suit que r est ['ordre exacte de a. Par le théoreme de Lagrange,

r = |{a)| divise |(Z/nZ)*| = p(n) = p(a” —1).

3. Trouver les premiers p et les entiers r > 1 tel qu’il existe un seul polynéme primitif
de degré r dans F[x].

Solution. On commence avec un exemple qui motive cet exercice.

Example. Soient p =2 et r = 2. On observre que ®3(x) = 2> + x + 1 € Fy[z] est
irreductible, et le seul polynome primitif (et irredictible) de degré 2. Par conséquent,

Fy=Fola]/(2* + 2 +1),

est la représentation unique de Fy en tant que quotient de Fo[z].

En plus de généralité, un polynome irreductible de degré r dans Fplx] est primitif
si et seulement s’il est un diviseur de ®,(x), oun =p" — 1. Le degré de ®,(x) est
w(n), alors il est nécessaire et suffisant de déterminer (p,r) tel que r = p(p" —1).

Sir=1, Uégalite r = p(p—1) = [(Z/(p — 1)Z)*| = 1 est vérifié si et seulement si
p =2 oup=3. Les égalités p(2 — 1) = ¢(3 — 1) = 1 sont évidentes. Or si p > 3,
il existe un prémier € tel que 20 divise p — 1. Il suit qu’il y a une surjection :

(Z)(p— 1)Z)* —> (Z/2T)".

Par conséquent p(20) divise p(p — 1). Or si £ = 2, alors ¢(20) = 2 sinon @(2() =
(—12>2, dou
2<p(20) <p(p—1) # 1.
Remarque. En effet on peut démontrer divisibilité 2| (20) | p(p — 1).
On a déterminé trois polynéomes qui sont uniques parmi l’ensemble des polynomes
primitifs de Fp[z] de degré r :
r+1eFyfz], z+1€Fsx], 22+zx+1¢cFy

On va démontrer que ces trois polynomes sont les seuls avec cette propriété.

Sir > 1, on posen =p" —1. Par la divisibilité de n par p—1, on a une surjection

(Z/nZ)" — (Z/(p — DZ)",



ayant le sous-groupe (p) d’ordre r dans le noyau, d’ot rp(p —1)|¢(n), alors l'in-
égalité (p—1) # 1 est une obstruction a l’égalité r = p(n). Par le calcul précédent,
on se réduit a p =2 oup = 3.

On veut montrer que les seuls couples (p,r) vérifiant r = p(p” — 1) sont

(p,r) €{(2,1),(3,1),(2,2)}.

Plus généralement, le lemme suivant permet de réduire le probléeme pour (p,rs) a
un cas de base (p,r) dans un tour de divisibilité.

Lemme. Soient p un premier et r et s des entiers dans N* et sotent m = p" — 1
et n = p"™ — 1. Si la factorisation du polynome cyclotomique ®,,(z) € F,[z] en
wrreductibles de degré r est :

= Hfz‘(l’)

on obtient une factorisation partielle : ®,,( ng ), ot g;i(z) divise fi(z™™).

Démonstration. Par la définition des polynémes cyclotomiques,

1] 2wl) 11_9;—1 = o

Llm Llm

0#£1 0#£1

Par récurrence en k et m, on conclut que ®y,,(x) divise @,,(2*), et la forme de la
factorisation suit de la factorization n = km. O

On note que les trois propriétés sont équivalentes pour p, r, s etn=p" —1 :
rs=p(n), (p)=(Z/nZ)*, &,(v)€F,[z] est irreductble.

Ces équivalences concernent un énoncé combinatoire, une égalité en théorie de
groupes, et un énoncé en arithmétique des polyndémes. Le lemma affirme que si
rs = p(n) alors r = p(m) ot m =p" — 1.

On applique ce lemme a s > 1 et avec n =p"™ — 1. On l'a déja utilisé pour r =1,
a conclure que ®,(x) n'est pas irreducible pour p > 3 et n = p* — 1 car ¢,,(x)
n’est pas irreducible pour m = p — 1. Dans la suit, on va montrer qu’il n’existe pas
s > 1 premier tel que ®,,(x) est pour les trois couples (p,r) connus tel que @, (z)
est irreductble : (p,r) = (2,1) avec m =1, (p,r) = (2,2) avec m = 3, et (3,1) avec
m = 2. On conclut qu’il n’y a pas d’entier s > 1 tel que ®,(x) reste irreductible.

Notation. On dit que (p,r) est un couple admissible sir = @(n) oun=p" — 1.

Cas (p,r) = (2,1). On sais que (2,2) est un couple admissible, alors on traite des
couples de la forme (2,2s) dans la suite. St s un premier impair, alors n = 2% — 1
est impair, donc divisible par un premier £ impair. Il suit que

pged(f —1,5)[p(n) = p(2° = 1),



et alors p(n) est pair, en particulier 2s|@(n) # s. Donc (2,s) n’est pas un couple
admissible.

Remarque. Voir, par exemple, la factorisation de ®7(x) € Folx] pour s = 3, dans
la suite des exercices.

Cas (p,r) = (2,2). Par le cas précédent, on sait que (p,s) n'est pas admissible si s
est un premier impair, alors (p,rs) n'est pas admissible non plus. Il reste a étudier
(p,rs) = (2,4) avec s =2, pour lequel

p(n) = ¢(15) = p(3)p(5) = 8 = 2rs,

donc (2,4) n'est pas admissible.

Remarque. Voir la factorisation de ®15(x) € Folz]| dans la suite des exercices.
Cas (p,7) = (3,1). Si s = 2, le couple (3,2) n'est pas admissible car p(3* — 1) =
©(8) =4 #rs=2.

Remarque. En effet le polynéme ®g(x) = x* + 1 € F3[z| factorise en deuzx poly-
nomes quadratiques :

e+ 1l= (" +z—-1)(2*—2-1).
On suppose alors que s est un premier impair. Dans ce cas,
n=3—-1=(-1)°—-1=2mod 4,

alors n/2 est impair et n/2 > (27 — 1)/2 = 13. Par conséquent, n est divisible par
un premier impair £,

pged(f —1,5) [ o(n) = (3° — 1),

et alors p(n) est pair, en particulier 2s | @(n) # s. Donc (3, s) n’est pas un couple
admissible.

. Montrer qu'il existe un polynéme primitif de degré r dans F,[z] pour tout premier
p et entier r.

Solution. On pose ¢ =p" et n =q — 1. On a démontré que le polynéme cycloto-
mique O, (x) se factorise en polynomes irreductibles de degrée r, qui sont primitifs
(leurs racines sont d’ordre n dans F,). Or, le degré o(n) = deg(®,,) est positif. Par
conséquent, il existe au moins un polynome primitif divisant ®,,.

. Montrer qu’il existe un polynome irréductible de degré r dans F,[z] pour tout
premier p et entier r.

Solution. Cet exercice suit de [’exercice précédent. On note que tout polynéme
irreductible de degré r est diviseur de ®,,(x), ot m divise p" — 1 mais ne divise pas
p°*—1 pour 0 < s <r.

. Démontrer 'unicité du corps de ¢ = p" éléments en le décrivant comme corps de
décomposition de z¢ — x.

Solution. Soit Fp une cloture algébrique de I, et posons

F,={a €F,|a?=a}.
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Alors F, est l'ensemble de q racines du polynome x4 — z. Soit w : F, — F, l'au-
tomorphisme de Frobenius, donné pas w(a) = oP. L’ensemble F, est l’ensemble
d’éléments satisfaisant 7" (o) = « Le fait que m soit un homomorphisme implique
que IF, est un sous-anneauzs. Réciproquement, si K est un corps de q éléments, K
est un corps de décomposition de x? — x, et donc isomorphe a F,. (Ici on utilise
lisomorphisme des corps de décomposition d’un polynome.)

Montrer que 77 — z — a est irréductible dans F,[z] pour tout a dans F;.

Solution. Soit A = F,[z]/(z? —x —a), et écrire o pour 'image de x. On note que
o’ =a+a dans A. Si f(x) € F,|x] est une diviseur irreducible de ¥ — x — a, on
obtient un homomorphisme,

LA K = a]/(f(2),
ou K est un corps et f(u(a)) = 0. On écrit p pour t(cr), d’ou
(o) = f(p)’ =0,
alors pP est une autre racine de f(z). Or
PP=ua?)=ta+a)=1ta)+a=p+a.

1l suit que )
{pW |keN}={p+ka|keF,} =p+F,

est un ensemble de p racines de f(x), et donc f(x) = aP —x — a car deg(f) = p.

. Déterminer la factorisation de ®;(x) dans Fy[z].

. Décrire les éléments primitifs de Fys /Fy et de Fj; en termes de racines des poly-

nomes cyclotomiques.
Déterminer la factorisation de ®5(z) dans Folz].

Décrire les éléments primitifs de Faa/IFy et de F3, en termes des racines des poly-
nomes cyclotomiques.

Trouver des isomorphismes :
Fo[Cis]) = Folz]/(z* + 2 + 1) — Fy[¢s] = Fofn]/(z* + 23 + 22 + 2 + 1),

et
Fs[Gis] = Fo[z]/(a* 4+ x4+ 1) — Fa[Cis] = Faz]/(a* + 2° + 1).

Montrer que ¢(a) = af est un homomophisme d’anneaux A — A pour tout an-
neau A de caractéristique p premier. Il s’appelle I’endomorphisme de Frobenius (ou
I'automorphisme de Frobenius lorsqu’il est un isomorphisme).

Montrer que tout homorphisme d’un corps K est injectif, et conclure que I’endo-
morphisme de Frobenius est un automorphisme dans le cas d’un corps fini.

Soit ¢ : F, = FF, "'automorphisme de Frobenius, o1 ¢ = p". Déterminer les éléments
fixés par ¢ et par ¢".
Démontrer que Gal(F,/F,) = (¢), un groupe cyclique d’ordre 7.



