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Complexité
Exercices
, - ()| _
1. a. Montrer que g est dans O(f) si et seulement si lim sup @) ¢ < 00.
T—00 x

b. Montrer que O(f) est un espace vectoriel réel.

Solution.

a. Comme f(x) > 0, la fonction h(x) = |g(z)|/f(x) est bien-définie. Supposons
que ¢ = limsup h(zx) existe. Alors pour tout a = c+e il existe xq tel que h(x) < a
pour x > xg. Par conséquent g(x) < af(x) et donc g est dans O(f).
Supposons que g est dans O(f). Par la définition de O(f), il existe xo > 0 et
a > 0 tel que 0 < h(x) < a pour tout x > xo. Par conséquent, le supremum
cn > 0 de h([n,o0]) existe pour tout n > xq et la limsup de h(x) vaut la limite
de la suite (cy).

Attention : On utilse le résultat suivant : Si S est un sous-ensemble majoré de
R, alors le supremum de S existe.

b. Il suffit de montrer que O(f) est close pour les opérations d’addition et multi-
plication scalaire.

. coglx)
2. a. Montrer que g est dans o(f) si et seulement si lim m =0.
T—00 €T

b. Montrer que o( f) est un sous-espace vectoriel réel de O(f).

Solution.

a. L’équivalence est une conséquence évidente de la définition of o(f) et de la
limite. En effet g € o(f) est équivalent a les énoncés suivants :

Ve >0, dxg >0 tel que Vo >z, |g(x)| <ef(x),
— Ve >0, Jzg >0 tel queVa >z, |g(z)|/f(z) <e,
— Ve >0, limsup,_, . |g(x)|/f(z) <&,
— Timsup, ., lg()]/f(x) = 0,
— lim, 00 g(2)/ f(z) = 0.
b. Par les exercices 1.a. et 2.a., o(f) est un sous-ensemble de O(f), et par les

propriétés de limites, o(f) est stable pour les opérations d’addition et de multi-
plication par scalaires, donc un sous-espace vectoriel.

3. Soient f et g des fonctions positives.
a. Montrer que O(g) < O(f) si et seulement si g est dans O(f).
b. Si g € O(f), alors O(g) + O(f) = O(f).

Solution.



a. L’implication si O(g) < O(f), alors g € O(f) est évidente. Reciproquement, si
g € O(f), pour tout h € O(g), on a

(i 57 = (mowe 57 Qs ) <=

et donc h € O(f). Il suit que O(g) < O(f).
b. Le résultat est un corollaire la partie précédente, car O(g) + O(f) = O(f).

On note, par conséquent, que si a,x" +---+a1x+ag est un polyndme avec a,, > 0,
que O(a,x™ + -+ + a1z + ap) = O(a™).

. Pour des fonctions f1, ..., f; positives, et scalaires réels aq, ..., a; positifs, montrer
les identités

a. Y.'_ O(f) = O(Z;Zl a; f;) et en particulier, Z§=1 o(f:) = O(Zﬁzl fi)-
b. szl O(fz) = O(H:=1 fz)
Conclure que (O(f1)+0(g1))(O(f2)+0(g2)) = O((f1+91)(f2+g2)) (¢f. exercice 6).

Solution. On donne une solution en utilisant des choix astucieuzr pour la décom-
position (additive out multiplicative) de h(x), en utilisant des fonctions caracteris-
tiques. On observe que les inclusions

t t

>0 €03 aifi) et [TOt7) < O([] )

i=1 i=1

sont évidentes, et il suffit de démontrer les inclusions reciproques.

a. On pose [ = Z:i:l a; f; et prend h € O(f). Par rapport a 'expression additive
pour f, on définit une fonction caracteristique e; = o f;/ f, et on pose h; = e;h.
On a évidemment 2221 e; = 1 et par conséquent,

t
Z h; = h.
=1

Il ne reste qu’a démontrer que h; € O(f;). Par définition de h, et l’exercice 1,
on a

: |h()| .- hi(z)| . |h(z)]
lim sup = ¢, d’ou limsup = lim sup ¢;
T—00 f<x> T—00 i(x) T—>00 f(I)

Par conséquent, h = S"1_ h; € S.._ O(fi) et Vinclusion O(f) € S2i_, O(f;)
est vérifiée.

= q,;c < 00.

b. On pose f = HZZI fi et prend h € O(f). Par le lemme suivant, on peut supposer
que h(x) = |h(x)| pour tout x € Ryy.

Lemma. Une function h est dans O(f) si est seulement si |h| € O(f).



Par rapport ’expression multiplicative pour f, on définit h; = f; {/h/f en no-
tant que [['_, hi = h. Il ne reste qu’a démontrer que h; € O(f;). Par définition
de h et de h;,

limsupM—c d’ot hmsup‘h 7) msup { x = /c < oo.

Par conséquent, h = [['_; hi € [[._, O(f:) et Vinclusion O(f) C i, O(f;) est

vérifiée.

Remarque. Dans ce cadre multiplicative on définit les fonctions caracteris-
tiques, par rapport au produit pour f, dl’étre u; = f;{/1/f avec la propriété
H:Zl w; = 1. On a donc h; = u; V/h.

Solution. On donne une deuxiéeme solution, en décomposant l'intervalle |0, 00[ en
morceauz I; ou la fonction f; est dominante. Il suffit de démontrer les résultats pour
t = 2. Le résultat pour r général suit par itération. On remarque que O(«;f;) =
O(fi), et donc on peut supposer également que o; = 1.
a. La direction O(f1) + O(f2) C O(f1 + f2) est évidente. Soit h € O(f; + f2). On
pose
L ={z €Rog | fi(x) = fol)},
I ={z e Rxo | f1(z) < fo()}.

et pour i € {1,2}, on pose

hi(z) = { hz) sixel,

0 SInon.

Alors hi(x) + he(x) = h(z) et on observe que hi(z) € O(fi(z)). En effet, si
h(z) < c(fi(x) + fo(z)) pour x > xq, alors

hi(x) = h(z) < c(fi(z) + fa(w)) < 2cfi(x) sixv € I,

et hi(x) =0 < 2cfi(x) sinon. 1l suit que hi(z) € O(fi(z)).
b. Linclusion O(f1)O(f2) € O(fifa) est évidente. Pour linclusion inverse, pour
h € O(fifs), on pose

_ fi(z) six € I, o) — h(x)/fi(x) sixz €I,
() _{ @)/ fo@) sizel, @ { h@)  sizel.

Par construction hihy = h, et on vérifie facilement que h; € O(f;).

Lidentité (O(f1) + O(g1))(O(f2) + O(g2)) = O((fr + 1) (f2 + g2)) suit des deux
parties de cet exercice :

— O(fi) + O(g:) = O(fi + g1), et

— O(fi +91)O(fa + g2) = O((f1 + g1)(f2 + g2))-



5. Définir la somme (f; + O(g1)) + (f2 + O(g2)) et démontrer que

(fi +0(g1)) + (f2 + O(g2)) = (f1 + f2) + O(g1 + g2).

L’ensemble f; + O(g;) porte quelle structure ?

Solution. En utilisant la propriété de 'exercice 4 que O(g1) +O(g2) = O(g1+ g2),
Uexpression est évident. Les ensembles f; + O(g;) portent une structure de sous-
espace affine de l'espace vectoriel des fonctions Rog — R, dirigé par O(g;).

6. Définir le produit (f1 + O(g1))(f2 + O(g2)) et démontrer que

(f1 +O0(91))(f2 + O(92)) C frfo + O(f192 + fa91 + 9192)
= (f1 +O(g1))(f2 + O(g2)) + O(g192)-

Lesquelles des fonctions fi, fo, g1, g2 doivent étre positives?

Solution. Les fonctions g1 et go doivent étre positives, mais aussi [’expression
f192 + fag1 + 9192, pour que les classes O soient bien-définies. Dans l’exercise,
il suffit de supposer que fi et fo sont aussi des fonctions positives. On fait cette
hypothese dans la suite.

Pour deuz sous-ensembles Sy et Sy d’un ensemble pour lequel la multiplication et
bien-définie, on pose

515’2 = {alag | a; € Sl,ag € SQ}
Par expansion du produit (f; + O(g1))(fa + O(g2)), on a
(f1 +0(g1))(fa + O(g2)) € fifa+ [1O(g2) + f20(g1) + O(g1)O(g2)-

Sous Uhypotheése que fi(x), fo(x) > 0, on f;0(g;) = O(fig;), et cette derniére
expression est égal a

fifa+O(f1g2) + O(fag1) + O(9192) = fifa + O(f192 + f201 + 9192).

Une élément de cet ensemble est de la forme
fifa + fiho + foha + BBy = (fi + ha)(f2 + h2) + (hihy — hahs),
qui est dans (f1 + O(1))((f2 + O(g2)) + O(g192), car
hihy — hihs € O(g192) + O(9192) = O(g192)-

On a donc

fifa +O(f1g2 + fagr + 9192) € (f1 + O(91))(f2 + O(g2)) + O(g192).-
Inversement un élément de (fi + O(g1))(fo + O(g2)) + O(g192) est de la forme

(fv +h1)(fo + he) + hihy = fifo+ fihe + fohy 4 (Riho + R1RS)
€ fifa + O(f192) + O(f291) + O(g192)
= fifa + O(f192 + f291 + 9192)-



10.

On a donc ’égalité

(fi+0(9))(f2 + O(g2)) + O(g192) = fifo + O(f192 + fag1 + g192).

La prochaine partie concerne des conditions sous lesquelles on a égalité sans le
terme d’erreur O(g192) a gauche.

Si g1 € O(f1) ou g2 € O(f2), alors

(f1 +0(91))(f2 + O(g2)) = fifo + O(f192 + f291 + 9192),

et également si f1 € O(gy) ou fo € O(g2) (dans ce dernier cas pour des raisons
triviales car f1 + O(g1) = O(g1) ou fa + O(g2) = O(g2)).
Solution. Evident. Si g, € O(f1) ou go € O(f3), on note que

O(fi192 + fagr + 0192) = O(f192 + fag1),

si fi € O(g1), on a O(fig2 + fagi + 9192) = O(g1(fa + g2))- et si fo € O(gz), alors
O(f192 + f201 + 9192) = O((f1 + 91)92)-

. Trouver une expression pour la classe (z + O(z'/?)) (z + O(log(x)))Q.

Solution. On calcule d’abord (x + O(log(x)))2 = 22+ O(xlog(z)) car O(log(z)?)
est negligible O(log(z)?) < O(zlog(x)). Ensuite, le produit final est

(x + O(ZEI/Q)) (x2 + O(mlog(m))) =23+ O(xS/Q),

car O(z?log(x)) < O(z°/?).

. Montrer qu’il existe des fonctions f et g : R.g — R telles que g € O(f) et f & O(g).

Indication. On peut construire des fonctions comme combinaison linéaire avec un
terme dominant multiplié¢ par des fonctions périodiques sin?(x) et cos?(z).
Solution. On peut choisir des fonctions f et g de la forme a(z) + b(z)sin®(x) et
a(z) + b(x) cos*(z) ou la fonction dominante est b(x), i.e. a(x) € o(b(x)).

. Répéter exercice 4 en remplacant ‘O’ par ‘o’.

Solution. Les mémes arguemnts marchent pour petit o, soit en utilisant les fonc-
tions caracteristiques soit les décomposition en intervalles.

Supposer que f, g : Rsg — Ryo. Montrer I’équivalence des expressions suivantes

a.f~g, b.f—geolg), c. flgel+o(l), d.f/g~1.

Solution. Ces équivalences suivent des propriétés additives des limites et multipli-
catives, a partir de la définition de f ~ g :

. f(=)

= 1.



Complexité des programmes

On donne un exercice qui sert comme un mini-texte de modélisation. On peut envi-
sager de préparer un exposé court autour de cet exercice, en intégrant des expériences et
experimentation en Python/Sage.

Exercice de modélisation. Soit donné les algorithmes ci-dessous, avec donnée d’en-
trée n.

a. b.
def runtimel(n): def runtime2(n):
m=20 m=20
for i in range(n): for i in range(n):
m+=1 m+=1i
return m return m
C. d.
def runtime3(n): def runtime4(n):
m=20 m=20
for i in range(n): for i in range(n):
m *= 2 m *= 2
m+=1 m+= i
return m return m

Déterminer, pour chaque programme, une expression en forme de somme pour la valeur
de sortie, la taille (en bits) de cette valeur, et la complexité de ’algorithme, en fonction de
log,(n). Vérifier que cette complexité correspond bien au temps de calcul & l'ordinateur.

Indication. Pour le programme runtime4, on peut formuler et démontre l'identité sui-
vante pour ’expression de la somme représentant la valeur de sortie.

Lemme.
n—1

Zw"—i—l =" —pn—1.

=0

Solution. Les valuers de sortie sont a. n, b. n(n—1)/2, ¢. 2" —1, d. 2" —n—1, et donc
leurs tailles sont a. ~ logy(n), b. ~ 2log,y(n), c. ~n, d. ~n.

Remarque (notation). On rappelle que les complezités sont des fonctions la taille d’en-
trée © ~ logy(n). On utilise la notation T(x) ~ f(z) au liew de T(x) € O(f(z)) pour
donner le coefficient du terme dominant ; précisement T'(x) € f(z) + o(f(z)).

Remarque (modélisation). On rappelle dans le cadre de modélisation des mathéma-
tiques, qu’on peut utiliser Sage pour des expériences afin de formuler des conjectures. On
note que la somme calculée par le programme runtime4 est de la forme :

n—1 n

ZMWHZ 1 &
2n—1
=0

=0 %

i

21

L’expression Z;’io i/2" a une convergence géométrique, donc la somme



sage: for n in range(1,17):
print "%2s: %s" % (n, sum([ 1.0%i/2°i for i in range(n) ]) )

converge rapidement a sa limite.

1: 0.000000000000000 9: 1.96093750000000
2: 0.500000000000000 10: 1.97851562500000
3: 1.00000000000000 11: 1.98828125000000
4: 1.37500000000000 12: 1.99365234375000
5: 1.62500000000000 13: 1.99658203125000
6: 1.78125000000000 14: 1.99816894531250
7: 1.87500000000000 15: 1.99902343750000
8: 1.92968750000000 16: 1.99948120117188

On peut formuler la conjecture (en alliant plus loin) que > 2 i/2" = 2, ce qui donne le
terme dominant >~ i 2""1 ~ 2" Ensuite le calcul ezact :

sage: for n in range(9,17):
s = sum([ i*2~(n-i-1) for i in range(n) ])
print "%2s: %s" % (n, 2°n - s)

9: 10
10: 11
11: 12
12: 13
13: 14
14: 15
15: 16
16: 17

. . -1 . i
permet de formuler comme conjecture le lemme ci-dessus : Y,y 12"t =2" —n — 1.

On détermine ensuite les complexités de ces algorithmes.

a. A Uitération i il faut calculer I’addition i+ 1, dont complexité est log,(i), donc,
on a Y log,(i) ~ nlogy(n).

b. A litération i il faut calculer l'addition i(i — 1)/2 + i, dont compleité est
~ 2log,(i), donc on a Y 2logy(i) ~ 2nlogy(n).

c. Ici, une implémentation optimal permet de calculer la multiplication par 2 sans
recopier m, et l’addition d’un n’est qu’une opération d’un bit. Donc le temps de
calcul est exactement n opérations, le nombre de bits de la sortie (= 2" —1).

d. On suppose, comme précédemment que la multiplication par 2 est gratuit. Pour
Uaddition m + i, Uentier m (= 2° — 21 — 2) est plus grand, donc l'addition
prend log,(m) ~ i opérations binaires, et la complezité totale est ~ Z?;oli =
n(n —1)/2.



En conclusion, les complexités sont a. ~ nlogy(n), b. ~ 2nlogy(n), c. ~n, d. ~n?/2.

On peut vérifier une croissance linéaire, en r = logy(n), ou exponentiel (linéaire ou
quadratique en n), avec des boucles comme les suivants :

sage: for r in range(9,17): sage: for n in range(128,160):
print "r =", r print "n =", n
coe Jtime runtimel(2°r) Cot %time runtime3(n)

R %time runtime2(2-r) R Ytime runtime4d(n)



