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Complexité algorithmique
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. a. Montrer que g est dans O(f) si et seulement si lim sup @) =c < 00.
T—00 x
b. Montrer que O(f) est un espace vectoriel réel.
x
a. Montrer que g est dans o(f) si et seulement si lim sup lo(=)| _ 0.
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b. Montrer que o(f) est un sous-espace vectoriel réel de O(f).

Soit f et g des fonctions positives. Montrer que g est dans O(f) si et seulement si

O(g) < O(f).
Si g € O(f), alors O(g) + O(f) = O(f).

Pour des fonctions fi, ..., f. positives, et scalaires réels ay, . . ., a, positifs, montrer
les identités

a. Y., O(fi) =0(>"_, oy fi) et en particulier, > O(f;) = O i, fi)-

b. H;:l O(fi) = O(H::l fi).

Conclure que (O(f1)+0(91))(O(f2)+0(g2)) = O((f1+91)(fa+g2)) (¢f. exercice 7).
Définir la somme (f; + O(g1)) + (fa + O(g2)) et démontrer que

(f1 +0(91)) + (fa + O(g2)) = (f1 + f2) + O(g1 + g2).
Définir le produit (f; + O(¢g1))(f2 + O(g2)) et démontrer que

(f1 +0(91))(f2 + O(92)) C frfo + O(f192 + f291 + 9192)
= (f1 + O(g1))(f2 + O(g2)) + O(g192)-

Lesquelles des fonctions fi, fa, g1, g2 doivent étre positives ?
Si g1 € O(f1) ou g2 € O(f2), alors

(f1 +0(g1))(f2 + O(g2)) = fifo + O(f192 + fog1 + 9192),

et également si fi € O(gy) ou fo € O(g2) (dans ce dernier cas pour des raisons
triviales car f1 + O(g1) = O(g1) ou fo+ O(g2) = O(g2)).

. Trouver une expression pour la classe (z + O(z'/?)) (z + O(log(m)))2.

Montrer qu’il existe des fonctions f et g : Rug — R telles que g € O(f) et f & O(g).
Indication. On peut construire des fonctions comme combinaison linéaire avec un
terme dominant multiplié par des fonctions périodiques sin®(z) et cos?(x).

Répéter exercice 5 en remplacant ‘O’ avec ‘o’.

Supposer que f,g: Rsg — Ryg.

a. Montrer que f ~ g si et seulement si f/g € 1+ o(1).
b. Montrer que f ~ g si et seulement si f — g € o(g).



Arithmétique et algorithmique

. Soit m = 1001101115 et » = 10111, (en représentation binaire). Trouver m + n en
précisant les étapes pour leur addition.

. Répéter lexercice précédent avec m = 2' — 1 et n =1 (cf. 3.b. ci-dessous).

. Exprimer la complexité de l'addition de m et n en fonction de la taille z des
données, en particulier, démontrer que cette complexité est O(x).

a. Plus précisement, décrire un algorithme et compter le nombre d’opérations
binaires en termes de [logy(m)] +1 et |logy(n)| + 1, pour le probléme suivant :
Entrées : m et n entiers (x = |logy(m)] + [logy(n) ] + 2) Sortie : m +n

b. Supposer que m, n, et m+n s’écrivent en représentation binaire. Est-il possible
de décrire un algorithme pour m += n avec complexité O(log(n)) ?

. Pour des polynomes f et g dans [F5[x], montrer qu’il existe un algorithme pour le
calcul f += g dans la classe O(deg(g)).

. Compter le nombre d’opérations pour la multiplication en utilisant la formule

k ¢ k+¢ i
<m = ZmiQi, n= an2j> — mn = Z (Z mi_jnj) 2t
i=0 =0 i=0

=0

en termes de k = |logy(m)| + 1 et £ = |logy(n)]| + 1.

. Démontrer que la complexité de la multiplication de deux nombres n, m de tailles
dans O(z), est dans O(z?), en utilisant la multiplication naive avec retenues.

. Décrire un algorithme pour la reduction (n,m) — n mod m avec complexité

O(log(m) log(n/m)).

Indication. Etant donnés n = n,...nng et m = my... mymg, la premiére étape
est la soustraction n — 2" *m :

n, Ne—1 oo Mp—g Np_g—1 ... TNy
Mg Mg_1 ... My 0 ... 0
0 * o ¥ MNp_s_1 ... Mo
oun —— 2" °"tm :
Ny Np—1 ... Np_g—1 Np_s5—2 ... Ny
0 mg ce mo 0 Ce 0
0 S * Nyp_s—2 o

Le nombre de coordonnées changées est au maximum s+ 2, et le résultat a au moins
un bit de moins. En itérant, montrer qu’on obtient, aprés O(log(n/m)) étapes, la
complexité O(log(m)log(n/m)).

. Décrire un algorithme pour la fonction n +— n mod 2 et comparer sa complexité
avec l'algorithme de ’exercice précédent pour n grand.



